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1. はじめに

統計的予測論では, 観測データに基づいて未観測の確率変数を予測する方法について
論じられている ( $[\mathrm{G}\mathrm{u}70]$ , [Take75], [A90], [Ge93], [Taka96]). 最近, Howlader and Hos-
$\mathrm{s}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n}[\mathrm{H}\mathrm{H}98]$ は気体分子の速度が従うとして知られている (母数 $\theta$ をもつ)Maxwell分布 (自
由度 3のカイ分布) の場合に, Bayesian の観点から予測問題を考えた.
本論では, もっと -般に, 尺度母数顕をもつ自由度 $k$ のカイ分布 ( $\chi_{k}(\theta)$ 分布), すな

わち, その確率密度関数 (p.d.f.)

$f(x, \theta)=\frac{2}{\Gamma(k/2)}\theta-k/2e-x^{2}/\theta X^{k}-1$ $(0<x<\infty; 0<\theta<\infty)$ (1.1)

をもつ分布の場合に non-Bayesian, Bayesian それぞれの観点から予測問題を考察する. ま

た, それらの予測区間を被覆確率を用いて比較する $([\mathrm{H}\mathrm{i}00])$ .

2. Non-Bayeslanの場合

$X_{1)}\ldots,$ $X_{n}$ を $\chi_{k}(\theta)$ 分布からの観測可能な無作為標本とし, $Y$ を $\mathrm{X}:=(X_{1}, \ldots, X_{n})$ と

は独立に $\chi_{k}(\theta)$ 分布に従う未観測な確率変数とする. ここで, 母数 $\theta$ は未知の正数とする.

このとき, X に基づいて $Y$ を予測する方式について考える. ただし, $k>2$ とする.

(i) ベータ分布を用いる方法
標本 $\mathrm{X}:=(X_{1}, \ldots, X_{n})$ の同時密度関数 $(\mathrm{j}_{0}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}(\mathrm{j}.)\mathrm{p}.\mathrm{d}.\mathrm{f}.)$ は

$f_{\mathrm{X}}(X; \theta)=\frac{2^{n}}{\{\Gamma(\frac{k}{2})\}^{n}}\theta^{-\frac{nk}{2}}\{\exp(-|_{1}x_{i}^{2})\}n\prod_{i=1}x^{k-}i1$

であり, $\chi_{k}(\theta)$ 分布は指数型分布族に属するので, $S:= \sum^{n}i=1x_{i}^{2}$ は未知母数 $\theta$ に対する完

備十分統計量になる. また, 各 $X_{i}$ は $\chi_{k}(\theta)$ 分布からの無作為標本であるので, $X_{i}^{2}$ は尺度

母数 $\theta$ をもつ自由度 $k$ のカイ 2乗分布 ( $x_{k}^{2}(\theta)$ 分布) に従う. そこで, カイ 2乗分布の再生

性から, $S$ は $\chi_{nk}^{2}(\theta)$ 分布に従い, その p.d.f. は

$f_{S}(S; \theta)=\frac{1}{\Gamma(\frac{nk}{2})}\theta^{-\frac{nk}{2}}e^{-\frac{s}{\theta}}S^{\frac{nk}{2}-}1$
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である. また, $S$ と $Y$ は独立なので, $(S, Y)$ の j.p.d.f. は

$f_{S,Y}(_{S}, y; \theta)=\frac{2}{\Gamma(\frac{k}{2})\Gamma(\frac{nk}{2})}\theta^{-(\frac{k}{2}+\frac{nk}{2}})e-\frac{1}{\theta}(S+y)2S^{\frac{nk}{2}1}-y^{k-1}$

となることから, 統計量 $T:=S+Y^{2}$ も未知母数 $\theta$ に対する完備十分統計量であり, $T$ は

$x_{(n+1)k}^{2}(\theta)$ 分布に従う. このとき, $T$ を与えたときの $Y$ の条件付密度関数は

$f_{Y|T}(y|t):= \frac{f_{T,Y}(t,.y,\theta)}{f_{T}(t,\theta)}$ (2.1)

$= \frac{2}{B(\frac{k}{2},\frac{nk}{2})}(\frac{y^{2}}{t})^{(k-1)}/2(1-\frac{y^{2}}{t})^{(nk/2)}-1/t^{-1}2$

になり, これは $\theta$ に無関係である. このことは, 十分統計量 $T$ に基づく $Y$ の予測区間が

未知の母数 $\theta$ に無関係に構成することができることを意味している. さらに, (2.1) にお
いて $Z:=Y^{2}/T$ とおくと $Z$ は $T$ と独立に, $\theta$ に無関係なベータ分布 Be$(k/2, nk/2)$ に従

う. このとき, $Z$ の $\mathrm{p}.\mathrm{d}.\mathrm{f}$ . は

$gz(z)= \frac{1}{B(\frac{k}{2},\frac{nk}{2})}z((k/2)-11-Z)^{(/}nk2)-1$ $(0\leq Z\leq 1)$

である. 従って, 任意の $\alpha(0<\alpha<1)$ こついて

$P\{z_{1}\leq Z\leq Z_{2}\}=1-\alpha$ .

を満たす $z_{1},$ $z_{2}(0\leq z_{1}<z_{2}<1)$ を求めることで, $Y$ の信頼係数 $1-\alpha$ の予測区間が得

られる.

いま, $k(>2)$ に対して $g_{Z}(z)$ は単峰形であるので, 次の条件

$\int_{z_{1}}^{z_{2}}g_{Z}(Z)dz=1-\alpha$ , (2.2)

$gz(Z_{1})=gZ(Z_{2})$ (2.3)

を同時に満たす $(Z_{1}, z_{2})$ をとることができる. この場合, (2.2) は

$I_{z_{2}}( \frac{k}{2}$ $\frac{nk}{2})-I_{z_{1}}(\frac{k}{2},$ $\frac{nk}{2})=1-\alpha$ , (24)

と表せる. ただし, $I_{p}(a, b)$ は不完全ベータ関数比, すなわち

$I_{p}(a, b)= \frac{1}{B(a,b)}\int_{0}^{p}z^{a-1}(1-Z)b-1dz$ $(0\leq p\leq 1;a>0, b>0)$ (2.5)

とする. また, (2.3) は

$( \frac{z_{1}}{z_{2}})^{(k/)-1}2=(\frac{1-z_{2}}{1-z_{1}})^{(k/2)-}n1$ (2.6)
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と表すことができる. そこで, 連立方程式 (2.4), (2.6) の解を $(Z_{1}, z_{2})$ とすると, $Z=Y^{2}/T$ ,

$T=S+Y^{2}$ の関係より, 任意の $\theta$ について

$P_{\theta}\{\sqrt{\frac{z_{1}S}{1-z_{1}}}\leq Y\leq\sqrt{\frac{z_{2}S}{1-z_{2}}}\}=1-\alpha$

が成り立つ. 従って区間

$[\sqrt{z_{1}S/(1-Z_{1})}$ , $\sqrt{z_{2}S/(1-Z_{2})}]$

は完備十分統計量 $S$ に基づく $Y$ の信頼係数 $1-\alpha$ の予測区間となる.

(ii) $\mathrm{F}$ 分布を用いる方法
完備十分統計量に基づく $Y$ の予測区間を構成する別の方法について考察する. 先ほど
と同様に $S,$ $Y^{2}$ は独立にそれぞれカイ 2乗分布 $\chi_{nk}^{2}(\theta),$ $\chi_{k}^{2}(\theta)$ に従っている. よって, 統

計量

$F:= \frac{Y^{2}/k}{S/(kn)}=\frac{nY^{2}}{S}$ (2.7)

は自由度 $k,$ $nk$ をもつ $\mathrm{F}$ 分布 $F_{k,nk}$ に従う. ここで, この $\mathrm{F}$ 分布 $F_{k,nk}$ の上側 100(\alpha /2)% 点
を $F_{\alpha/2}(k, nk)$ とすると, 任意の $\theta$ について

$P_{\theta}\{F_{1-\alpha/}2(k, nk)\leq F\leq F_{\alpha/2}(k, nk)\}=1-\alpha$

が成り立つ. 従って, (2.7) から, 任意の $\theta$ について

$P_{\theta}\{\sqrt{F_{1-\alpha/2}(k,nk)s/n}\leq Y\leq\sqrt{F_{\alpha/2}(k,nk)s/n}\}=1-\alpha$

が成り立つから

$[\sqrt{F_{1-\alpha/2}(k,nk)s/n}$, $\sqrt{F_{\alpha/2}(k,nk)s/n}]$

は完備十分統計量 $S$ に基づく $Y$ の信頼係数 $1-\alpha$ の予測区間となる.

3. Bayesianの場合

Maxwell分布, すなわち自由度 3めカイ分布 $\chi_{3}(\theta)$ について, Howlader and $\mathrm{H}_{\mathrm{o}\mathrm{S}\mathrm{S}\mathrm{a}}\mathrm{i}\mathrm{n}[\mathrm{H}\mathrm{H}98]$

は Bayesian の観点で予測区間を構成した. この節では [HH98] と同様の方法で, 一般的な

自由度 $k(>2)$ をもつカイ分布 $\chi_{k}(\theta)$ に対する highest posterior density (略して HPD) 予
測区間を構成する. まず, (1.1) より, 観測されたデータ $\mathrm{X}=x$ の尤度関数は

$L(x; \theta)=\prod_{i=1}^{n}f(Xi;\theta)\propto\theta^{-nk/S/\theta}2-e$
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である. ただし, $S:= \sum_{i1}^{n}=x_{i}2$ とする. いま, 未知母数 $\theta$ の事前密度は [HH98] と同様に,

Hartigan の漸近的に局所不変事前密度, すなわち $l_{i}:=(d^{i}/d\theta^{i})\log f(x;\theta),$ $(i=1,2)$ とし

たとき, $E[l_{1}]=0,$ $E[l_{1}^{2}]+E[l_{2}]=0$ ならば, $(d/d\theta)\log p_{H}(\theta)=-E[l_{1}\iota_{2}]/E[l_{2}]$ を満たす
$p_{H}(\theta)$ をとる. この場合 $p_{H}(\theta)\propto\theta^{-2}$ となる $([\mathrm{H}\mathrm{a}64])$ . 従って, $\theta$ の事後密度は尤度関数

と事前密度より

$h_{|\mathrm{X}}( \theta|x):=\frac{L(_{X},.\theta)p_{H}(\theta)}{\int_{\ominus}L(_{X},\theta)p_{H}(\theta)d\theta}$

.

$=K\theta-(m+1)e-s/\theta$ $(\theta>0)$

となる. ただし, $m:=(nk+2)/2$ とし, $K:=S^{m}/\Gamma(m)$ は規準化定数とする. このとき,
$\mathrm{X}=x$ を与えたときの未観測の確率変数 $Y$ と母数 $\theta$ の条件付同時密度関数は, $Y$ と X は

たがいに独立であるから

$f_{Y,\ominus|\mathrm{x}}(y, \theta|X)=fY|\ominus,\mathrm{X}(y|\theta, x)h_{1}\mathrm{x}(\theta|_{X})$

$=f_{Y|\ominus}(y|\theta)h\ominus|\mathrm{x}(\theta|x)$

となる. 従って, $Y$ の予測密度は

$f_{Y|\mathrm{x}}(y|x)= \int_{0}^{\infty}f_{Y,|\mathrm{X}}(y, \theta|x)d\theta$

$= \frac{2S^{m}}{B(k/2,m)}\frac{y^{k-1}}{(y^{2}+s)^{m}+(k/2)}$ $(y>0)$

となり $\theta$ に無関係となる. この $\mathrm{Y}$ の予測密度 $f_{Y|\mathrm{X}}(\cdot|x)$ は単峰形であるので, 任意の $\alpha$

$(0<\alpha<1)$ について

$P\{h_{1}\leq Y\leq h_{2}\}=1-\alpha$ , (3.1)

$f_{Y|\mathrm{X}}(h_{1}|x)=f_{Y|\mathrm{X}}(h_{2}|X)$ (32)

を同時に満たす $h_{1},$ $h_{2}(0\leq h_{1}<h_{2}<\infty)$ をとることができる. この $(h_{1}, h_{2})$ が $Y$ の信

頼係数 $1-\alpha$ の HPD 予測区間となる. いま, (3.1) は

$I_{p_{1}}(m, k/2)-I_{p_{2}}(m, k/2)=1-\alpha$ (3.3)

と表すことができる. ただし, $p_{i}:=S/(h_{i}^{2}+S)i=1,2$ とし, $I_{p}(a, b)$ は (2.5) の不完全
ベータ関数比とする. また, (3.2) は

$( \frac{h_{1}}{h_{2}})^{k-1}=(\frac{h_{1}^{2}+S}{h_{2}^{2}+S})^{m+(k/}2)$ (3.4)

となり, $Y$ の信頼係数 $1-\alpha$ の HPD 予測区間は (3.3) と (3.4) を同時に満たす $h_{1},$ $h_{2}$ から

$[h_{1}, h_{2}]$
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となる.

次に, 事前密度のとり方として, Hartigan の事前密度の他に, Jeffreys の広義の事前密

度, すなわち $p_{J}(\theta)\propto\theta^{-1}$ あるいは広義の–様事前密度 $p_{U}(\theta)=c$ とした場合についても

同様に予測区間を構成することができる. ただし, $c$ は $0<c<\infty$ の定数とする. これら

の広義の事前密度を用いた信頼係数 $1-\alpha$ の HPD 予測区間は (3.3) と (3.4) において, $m$

をそれぞれ $m=nk/2$ あるいは $m=(nk-2)/2$ として得られる区間 $[h_{1}, h_{2}]$ となる.

4. 数値的評価
前節までに構成した

(V) ベータ分布を用いた non-Bayesian 予測区間
$(N_{F})\mathrm{F}$統計量を用いた non-Bayesian 予測区間
$(B_{H})$ Hartigan の事前密度を用いた Bayesian 予測区間
$(B_{J})$ Jeffreys の事前密度を用いた Bayesian 予測区間
$(B_{U})$ -期分布を事前分布とした Bayesian 予測区間

について, $k=3,4,$ $\ldots,$
$10$ ; $n=10(5)30,50,100$ ; $\alpha=0.05,0.10$ ; $\theta=2,0.5,1,3$ の場

合に, 10000回繰り返しシミュレーションを行い, それぞれの予測区間の被覆確率を得た

(表 $1\sim 6$ 参照). この表より, non-Bayesian の予測区間 (V) と $(N_{F})$ は Bayesian 予測区

間 $(B_{H}),$ $(B_{J}),$ $(B_{U})$ よりも比較的良く, 特に $k=3,6,9$ の場合にはかなりに良くなって

いることが分かる.
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表 1: $\alpha=0.05$ ; $\theta=2$ の場合のシミュレーション (反復 10000回) による
予測区間 $(N_{b}),$ $(N_{F}),$ $(B_{H}),$ $(B_{J}),$ $(B_{U})$ の被覆確率

$\ovalbox{\tt\small REJECT} 10(BH)0_{9}940809454095080_{9432}464(B_{U})0953009583095780095350959909(N_{F})0951109514094870_{9}950_{409}9094930950409495(BJ)050209518095440456095100960309544(N_{b})0950509511094840_{9}9512095020949309497609598056453976$

$\ovalbox{\tt\small REJECT} 15(BH)094310_{95}94560(N(B_{U})095550395289515095640(B_{J})09499501008609512095590_{95}950(Nb)09498095030950_{7094}20_{94}949609497095F)0950_{70}30950_{50}40_{9501}94740950_{10}80951509515094809481094670948909551804095195052184$

$\ovalbox{\tt\small REJECT} 20(BH)09441094720948(B_{U})09531095380952409469094940953109508(N(B_{J})09489095020950109457094920210949(Nb)09498094980950009496094880949709F)094850950909497094800949509494095058609449094790_{95}951509464857$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{95}25(B_{H})0947009471094570947209486094980948(N(B_{U})0953095280948509489049909514095(B_{J})050_{0}4001094670948^{r}00_{9}92050702(Nb)09504095130947709490094870_{9}94960_{949}949F)0_{9}95010950809461094890_{94}949909501094018545$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}^{9}30(BH)0948909474094920980949409511(B_{U})0954205190953709521095150505(N(B_{J})0951700951951305100_{952609}952409498(Nb)0950_{30_{9497}}50_{9}4950950_{80}6095\mathrm{o}\mathrm{o}0950709508095F)09509504094990_{94}95120_{9}95010950_{70949}40950014$

$\ovalbox{\tt\small REJECT} 50(B_{H})094840947209478094(B_{U})09524094960000498094950949109512(N(B_{J})09503094870948809492094910948509512(Nb)09507094950_{95}9498094960949709498F)0948709490095000_{9}94890949709480095121850948209476095109510$

$\ovalbox{\tt\small REJECT} 100(BH)094810950209511(B_{U})04950951509520095020506095020511(N(B_{J})09485110951094980500950009511(Nb)0950_{909}30950609499095050_{9}94900949909496F)0_{9}9484094990950_{5}7094900_{9}950_{3}5095020_{9}950094950949909497095601$
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表 2: $\alpha=0.10$ ; $\theta=2$ の場合のシミュレーション (反復 10000回) による
予測区間 $(N_{b})$ , $(N_{F}),$ $(B_{H})$ , $(B_{J})$ , $(B_{U})$ の被覆確率

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{(B}^{()}(B)9\ovalbox{\tt\small REJECT}_{(B)}^{(N}(B)94\ovalbox{\tt\small REJECT}_{()8}^{0_{7}90_{9}}(B)\ovalbox{\tt\small REJECT}_{(B}^{(N}(B)74\ovalbox{\tt\small REJECT}_{()}^{7}(B)\ovalbox{\tt\small REJECT}_{(B)}^{(N)8789}(B)7\ovalbox{\tt\small REJECT}_{(B}^{(}(B)93(N(N)(N(B)070(B)777604(N(B((N)700(N)(B(N)77((((NBBBBN)0709606BNN))))0)09809090903003090)89)0)40_{89}0_{9})))879))))74079807790778079608088900004$
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表 3: $\alpha=0.05$ ; $\theta=0.5$ の場合のシミュレーション (反復 10000回) による
予測区間 $(N_{b}),$ $(N_{F}),$ $(B_{H}),$ $(B_{J}),$ $(B_{U})$ の被覆確率

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{(}^{(}(B)\ovalbox{\tt\small REJECT}_{()}^{(N}(B)\ovalbox{\tt\small REJECT}_{(B}^{(N)}(B)\ovalbox{\tt\small REJECT}_{(}^{()}(B)\ovalbox{\tt\small REJECT}_{(B}^{(N}(B)\ovalbox{\tt\small REJECT}_{(}^{(N}(B)\ovalbox{\tt\small REJECT}_{(B}^{()}(N(B)(N(B(N(B)(N(B(B(B)(B)(N)(B)(N)(BBBN)BNNN)))))))))))))))))$
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表 4: $\alpha=0.10$ ; $\theta=0.5$ の場合のシミュレーション (反復 10000回) による

予測区間 $(N_{b}),$ $(N_{F}),$ $(B_{H}),$ $(B_{J}),$ $(B_{U})$ の被覆確率
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表 5: $\alpha=0.05$ ; $\theta=1$ の場合のシミュレーション (反復 10000回) による
予測区間 $(N_{b})$ , $(N_{F})$ , $(B_{H})$ , $(B_{J})$ , $(B_{U})$ の被覆確率

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{95}10(BH)093980944309450094(B_{U})095830640955209511095080953105(N(B_{J})095040951105050947009473095130_{953}52(Nb)09505095090_{9}949609501095060_{9}9493094F)0951509503095010948309491094830_{9}94014094940497095488725$

$\ovalbox{\tt\small REJECT} 15(B_{H})09427094390945809424(BU)095570954309512094990948709510(N_{F}(B_{j}(N_{b})0949809500095120949909501095050_{9}9)09497094970949909462094670950_{7})09496094950949609498095110949509484609479094840990_{94}4847499963$

$\ovalbox{\tt\small REJECT} 20(BH)09449094690947(B_{U})0953602805280947809479094780(N(B_{J})09498094990950109465094730947409493(Nb)095010_{95}950509494094980_{94}950_{409}20947409483F)09497095000_{9}950609489095000949209109443084580_{9}4829485498$

$\ovalbox{\tt\small REJECT} 25(B_{H})0945509477094700943609513094770470(B_{U})095270952809516094870948209496094(N(B_{J})0949309503094920946609476094840948(Nb)09500095100948709497095140950209487F)0949309503094890949509510094960_{9}9488881$

$\ovalbox{\tt\small REJECT} 30(B_{H})09450047309488094(BU)0950951909519505094680949(N_{F}(B_{j}(N_{b})0950_{40}60_{9}949609501095120_{94750}950_{9094}40948009)09478094950950_{70}3094880946609)094760949609499095100951109486095086909485709474650950_{1}51387$

$\ovalbox{\tt\small REJECT} 50(BH)0_{9}94730_{95260}8(B_{U})095100950309507094610949409506(N(B_{J})0491095120949209496094620948095(Nb)094890_{9501094}9499095050949409502095\mathrm{o}_{8}\mathrm{o}09501F)0949409505094940949809505094970950309487949309481094019120$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}^{9}1\mathrm{o}\mathrm{o}(BH)094940491094890(BU)09508095009499095250840950505(N_{F}(B(N_{b})094960950_{5}8095040_{9}9514094960950_{0}80_{9}9J)095030949909493095200948709504095)09499094850948909509094970949109505150_{94}949209500958500512113$
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表 6: $\alpha=0.05$ ; $\theta=3$ の場合のシミュレーション (反復 10000回) による

予測区間 $(N_{b})$ , $(N_{F})$ , $(B_{H})$ , $(B_{J})$ , $(B_{U})$ の被覆確率
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