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概要

本稿では相対レニーエントロピーを用いて非正則なモデルも含めて 1 パラメータ推定の漸近論を扱う. 評価の
方法として大偏差及び極限分布の双方の視点に注目する. 特に本稿では推定値が底値より大きくなるときの誤差
と小さくなるときの誤差を同等ではなく重みをつけて評価を行う. 漸近 1次のレベルでは, モデルが正則であると
きには双方の誤差を均等に評価した場合の最適解が重み付けした場合の最適解にもなっていることが示せた. $-$

方で, 一様分布族等の非正則モデルにおいては, 重みの取り方に依存して最適解が変化する. さらに, このようなモ
デルで大偏差型の評価では極限の取り方を変えることににより全く異る評価が得られることが示せた.

1 まえがき

本稿では 1 パラメータの確率分布族のパラメータ推定の問題を後に述べる相対レニーエントロピーを用いて漸
近理論の枠組みで扱う. そのために \S 2では相対レユ一エントロピーに関する議論をまとめておいた. \S 2.1では個々
のモデルについて相対レニーエントロピーの極限を評価する. このとき通常の Fisher 情報量の定義では発散する
モデルで発散しないように Fisher 情報量を再定義する. そして \S 2.2では相対レニ一エントロピーと帰無仮説及び
対立仮説がともに単純である仮説検定との関係について述べる. それらの準備の下で \S 3及び \S 4では正則なモデル
だけでなく異なる未知パラメータに対応する確率分布が互いに絶対連続にならないという意味での非正則 3なモデ
ルを含む–般的なモデルについて漸近論とりわけ大偏差型の評価や極限分布の視点から考察する. (\S 3では大偏

差に注目した議論を行い, \S 4では極限分布に注目した議論を行う) 上述の意味での非正則なモデルについてなさ

れた研究は $\mathrm{A}\mathrm{k}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{a}[1],\mathrm{A}\mathrm{k}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{a}$and $\mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{i}[2],\mathrm{I}\mathrm{b}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{v}$ and Has’minskii [3] などがあるが正則な場合に比べる

と極めて少ない. 本稿では相対レニーエントロピーを用いることによって非正則なモデルを含む–般的な状況の下
で漸近論を展開する.

\S 3.1及び \S 4.1では, 誤差を推定値が真値よりも大きくなる誤差 (右側誤差) と推定値が真筆よりも小さくなる

誤差 (左側誤差) に別けて議論し, それらを同等な評価のみではなく, ある重みをつけた評価も同時に行う. この

ような議論を行うことによって両者の trade off を扱うことができる. 一般には–様分布族の場合最大値と最小値

の中間の値 (標本中点) が最適な推定量であると認識されている. しかし本稿で扱った–様分布族などの非正則な

モデルにおいては最適な推定量は–意には決まらず最適性が重みの取り方に依存することの方が–般的であるこ
とが確かめられた. この現象は–様分布族において顕著にあらわれる (fig. 2). (大偏差, 極限分布双方に評価方法

の下で確かめられた (定理 2及び定理 3) $)$ 同時に, 正則なモデルもしくは正則なモデルに近い場合は推定量の最適

性が重みの取り方に依存しないことが確かめられた (fig. 1, fig. 4). これは, 正則なモデルについては従来の trade

off を扱わない定式化で全く問題がないことを示している.
続いて, 右側誤差と左側誤差を同等に評価する枠組みの下で位置共変モデルについてより詳しい考察を行った.

\S 3.2及び \S 4.2ではある極限操作の取り替えに関してある病的な現象に注目した. この病的な現象は大偏差型の評

価及び極限分布どちらの評価を採用してもモデルが非正則である場合に限って起る. 以下この議論を \S 3.2で扱っ
た大偏差の場合に限ってこの現象の概略を述べる. 大偏差型の評価では–般に真面から推定値が $\epsilon$ 以上ずれる確

率の rate を $\epsilon$ の関数として考える. そして個々の推定量の rate の $\epsilonarrow+0$ の極限を調べる. -方それとは異り $\epsilon$

を固定する毎に推定量についてその rate の上限を取り, その上限の $\epsilonarrow+0$ の極限を考えることもできる. 両者

は極限 $\epsilonarrow+0$ と $\sup$ の順序が異るだけである. 従って安易に極限の取り換えを許すのであれば両者は–致する.
実際, 正則なモデルにおいては両者は–致する (64),(65). しかしながら, 非正則なモデルの場合には必ずしも両者
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は–致せず, 異る場合の方が–般的である. 本稿で注目した例については推定量を位置共変なものに限定して考え
たときに両者が–致しないことが確かめられた (62) (63). ただし, モデルが非正則である場合に必ずそのような病

的な現象が起きるとは限らず正則なモデルに近いときやモデルが対称であるときは両者は–致する.
この相違は以下に述べるように点推定と区間推定の相違という観点から捉えることができる. まず, $\epsilon$ を固定し

たときの大偏差の評価は区間推定に対応していると考えることができ, $\epsilonarrow+0$ の極限を考えたときの大偏差の意

味で最適な推定量を考えることは点推定に対応していると考えることが出来る. したがって上記の 2つの量の不

致から点推定が区間推定の極限として捉えることができないと考えられる. また逆に正則なモデルのときのように
両者が –致する場合についは点推定を区間推定の極限として捉えることができる. 極限分布における同様の考察に

おいても \S 4.2で見るように同種の 2つの極限式を考えることができる. そして非正則の場合には–般には両者が

異ることが同様に確かめられ (87) (88), 正則なモデルもしくは正則なモデルに近い場合はそのような両者が–致す
ることが確かめられる (89) $-(92)$ . しかしながら, 本文を読めば分るように大偏差の場合のように両者の違いを区間

推定と点推定の相違に結び付けるという解釈ができない.
そのほか大勢差押の評価に限って様々な議論を \S 3では扱った. \S 3.3では右側誤差と左側誤差を同等に評価する

枠組みで 2次の漸近理論も扱った. 正則なモデルでの大偏差型評価の下での高次の漸近論は $\mathrm{F}\mathrm{u}[4]$ により議論され

ているが本稿で扱うような非正則なモデルでの大偏差型評価の下での高次の漸近論は著者の知る限りなされてい
ない. しかし, 残念ながらこれについては達成可能な限界をほとんど求めることができず今後の課題となる.
そして \S 3.4では大偏差型の評価における超有効性についても触れておいた. モデルが正則であるときには大偏

差型の評価については相対エントロピー (Kullback-Leibler の divergence) の単調性から限界を導くことができる
$[5, 6]$ ため, MSE と異なり超有効性は起きない. しかしながら, モデルが非正則である場合は大偏差型の評価にお

いても超有効な推定量が存在することが Ibragimov and Has’minskii [3] により指摘されている. ここでは本稿で

行った定式化と超有効性との関係について述べる.

2 相対レニーエントロピー

後の節での議論の準備のため以下に定義する相対レニーエントロピー $I^{s}(p||q)$ を調べることから議論を始める

ことにする.

$I^{s}(p||q):=- \log(\int_{\Omega}(\frac{\partial p}{\partial r}(\omega))^{s}(\frac{\partial q}{\partial r}(\omega))-r(d\omega)1s)$ .

ただし, $p,$ $q$ は $\Omega$ 上の確率分布で嫁ま $p,$ $q$ の双方の確率測度に対して絶対連続になる $\Omega$ 上の測度である. なお,

上の定義は $r$ の取り方に依存しないことが容易に確認できる. また, 本稿では 8は $0<s<1$ となる任意の実数
とする.

なお, 本稿では確率空間 $\Omega$ 上の確率分布族 $S:=\{p_{\theta}|\theta\in\ominus\subset \mathbb{R}\}$ の有る確率分布 $P\theta$ にしたがって独立な $n$ 個

生成される確率変数 $\omega_{1},$ $\cdots,$ $\omega_{m}$ から未知パラメータ $\theta$ を推定する関数 $T_{n}$ の系列 $T:=\{T_{n}\}$ を推定量と呼び, そ

の漸近的挙動を上記の観点から考察することが目的となる.

2.1 相対レニーエントロピーの性質とその極限挙動

ここで相対レニーエントロピーの性質及び $I^{s}(p_{\theta}||p_{\theta+\epsilon})$ の $\epsilonarrow 0$ の極限での挙動についていくつかの具体例に

ついて調べておく, この計算は後のいくつかの具体例について調べる際に必要になる. まず相対レニーエントロ

ピーについては以下の 2つの以下の性質が知られている.

補題 1 $p,$ $q$ を $\Omega_{1}$ 上の確率分布とする.

$I^{s}(p^{n}||q^{n})=nI^{s}(p||q)$ .
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ただし, $p^{n}$ は確率分布 $P$ の $n$ 個の独立同–分布とする. 次に $f$ を $\Omega_{1}$ から $\Omega_{2}$ への可測写像とする. このとき以

下の不等式が成立する.

$I^{s}(p||q)\geq I^{S}(p\circ f-1||q\mathrm{o}f-1)$ .

さらに相対エントロピー $D(p||q):= \int_{\Omega^{-\mathrm{l}}}\mathrm{o}\mathrm{g}\frac{\partial q}{\partial p}(\omega)p(d\omega)$ が収束するときについては以下の式が知られている.

$D(p||q)= \lim_{sarrow 1}\frac{1}{s(1-S)}I^{S}(p||q)=sarrow\lim_{0}\frac{1}{s(1-S)}$Is $(q||p)$ . (1)

以下で確率分布族 $S$ について 2種の条件を導入する.

(A 1) 任意の $\theta,$ $\theta’\in\ominus$ について $P\theta’$ が $\grave{P}\theta$ について絶対連続であり, 以下の式が成り立つ.

$\lim_{\epsilonarrow 0}\frac{1}{\epsilon^{2}s(1-s)}Is(p\theta||p\theta+\epsilon)=\lim_{\epsilonarrow 0}\frac{1}{\epsilon^{2}}D(p\theta||p_{\theta+}\epsilon)=\lim\epsilonarrow 0\frac{1}{\epsilon^{2}}D(p_{\theta\epsilon}+||p_{\theta})=\frac{1}{2}J_{\theta}$ . (2)

(A 2) 任意の $\theta\in\ominus$ について以下の式が成り立つ.

$\lim_{\epsilonarrow 0}\frac{1}{\epsilon^{2}s(1-s)}$ Is $(p \theta||p\theta+\epsilon)=\frac{1}{2}J_{\theta}$ . (3)

なお, このとき Fisher 情報量 $J_{\theta}$ は以下で定義した.

$J_{\theta_{0}}:= \int_{\Omega}(\frac{\partial\log\frac{\partial p_{\theta}}{\partial p_{\theta_{0}}}(\omega)}{\partial\theta})^{2}p_{\theta_{0}}(d\omega)$ .

次に $F$ を $\mathbb{R}$ 上の確率測度とし瓦で $F_{\epsilon}([x, y])=F([x+\epsilon, y+\epsilon])$ となる確率測度を表すことにする. そして確率

分布族 $S_{p}:=\{F_{\theta}|\theta\in \mathbb{R}\}$ について注目する. そのために $I^{s}(F_{\theta}||F_{\theta+\epsilon})$ の $\epsilonarrow 0$ での極限挙動を調べる. $P$ のサ

ポートが $\mathbb{R}$ のときは $f$ が連続である限り正則であり扱いが容易である. 区間 $(a, b)$ がサポートのときについては

非正則な場合であり扱いは極めて難しい. 以下ではサポートが区間 $(a, b)$ であり, 密度関数が $f$ で記述される場

合を扱う. 以下 $(a, b)$ で微分可能かつ微分が連続となる確率密度関数 $f(x)$ に以下の 3種の条件を考える.

(A 3) $\lim_{xarrow a+0}f(x)=\lim_{0xarrow b-}f(x)=0$ 及び $\lim_{xarrow a+0}f’(X)=\lim_{0xarrow b-}f’(x)=0$ が成立する.

(A 4) $f(x),$ $1/f(x)$ 及び $f’(x)$ が $(a, b)$ で有界である.

(A 5) 十分小さい $\delta>0$ がとれて以下の条件が満たされる. $f(x)$ 及び $1/f(x)$ は $(a+\delta, b-\delta)$ で有界でありか

つ以下の式が成立する.

$f(x)=A_{1}(x-a)^{\gamma 1}-1$ , $a<\forall x<a+\delta$

$f(x)=A_{2}(b-X)^{\gamma 2^{-}}1$ , $b-\delta<\forall x<b$ .

定理 1 $\epsilonarrow+0$ の極限に関して以下の式が成立する. 条件 (A 3) の下で以下の式が成立する.

$\int_{a}^{b-\epsilon}f^{1-}S(x)f^{S}(X+\epsilon)dx\cong_{\epsilon^{2_{arrow 0}}}1-\frac{s(1-S)}{2}J_{f}\epsilon^{2}$ (4)

$\int_{a+\epsilon}^{b}f1-S(x)f^{S}(x-\epsilon)dx\cong_{\epsilon^{2}}arrow 01-\frac{s(1-s)}{2}J_{f}\epsilon^{2}$. (5)
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条件 (A 4) の下で以下の式が成立する.

$\int_{a}^{b-\epsilon}f^{1}-s(_{X})fS(x+\epsilon)dx\cong 2\epsilonarrow 01-(sf(a)+(1-S)f(b))\epsilon-(Sf^{;}(a)-(1-S)f’(b))\frac{\epsilon^{2}}{2}-\frac{s(1-s)}{2}Jf\epsilon^{2}$ (6)

$\int_{a+\epsilon}^{b}f^{1s}-(x)f^{s}(x-\epsilon)dx\cong_{\epsilon^{2}}arrow 01-(sf(a)+(1-S)f(b))\epsilon-(_{Sf(a}’)-(1-S)f’(b))\frac{\epsilon^{2}}{2}-\frac{s(1-s)}{2}J\epsilon^{2}\hat{J}$. (7)

ただし, 条件 (A 3) 及び (A 4) の下では Fisher 情報量 $J_{f}$ は以下で定義される.

$J_{f}:= \int_{a}^{b}\frac{f’(x)^{2}}{f(x)}dx$.

条件 (A 5) の下で以下の式が成立する.

$\int_{a}^{b-\epsilon}f^{1}-S(X)f^{s}(x+\epsilon)dx\cong_{\epsilon}2arrow 01-\frac{s(1-s)}{2}J_{f}\epsilon^{2}+A_{1}C(\gamma_{1}, s, \epsilon)+A_{2}C(\gamma_{2},1-S, \epsilon)$ (8)

$\int_{a+\epsilon}^{b}f^{1}-s(X)fS(x-\epsilon)dX\cong_{\epsilon^{2}arrow 0}1-\frac{s(1-s)}{2}J_{f}\epsilon^{2}+A_{1}C(\gamma_{1}, s, \epsilon)+A_{2}C(\gamma_{2},1-S, \epsilon)$. (9)

なお本稿では $B(, )$ でべ= タ $-$関数を表し, $\cong_{\epsilon^{2}arrow 0}$ は ((右辺)–(左辺 $)$ ) $/\epsilon^{2}$ 力\sim に関して–様に $0$ に収束する

ことを意味することとする. $C(\gamma, s, \epsilon)$ 及び Fisher 情報量 $J_{f}$ は以下で与えられる.

$C( \gamma, s, \epsilon):=|_{0}^{s\epsilon}B(\gamma+S\gamma s,1-\gamma)\frac{s(\gamma-1)}{\gamma}\epsilon)\frac{B(s(1-S)\gamma+}{2}\epsilon^{2}s1^{-}-\gamma s,2-\frac{s(1-s(\gamma}{-5)+\frac{s(1-S)-1))_{\epsilon}}{2}\gamma}\mathrm{o}\mathrm{g}\epsilon+(\frac{s(3s\gamma)}{4}\gamma\gamma(E_{u}+\psi(2-S))\epsilon^{2}$
$\gamma=1\gamma=2\gamma>20<\gamma 1<\gamma<2<1$ (10)

$J_{f}:= \int_{a+\delta}^{b-\delta}f^{-1}(x)(f’(x))^{2}dx+A_{1}D(\gamma_{1}, \delta)+A_{2}D(\gamma_{2}, \delta)$ (11)

$D(\gamma, \delta):=\{$

$\frac{(\gamma-1)^{2}}{\gamma-2}\delta^{\gamma-2}$ $\gamma\neq 2$

$\log\delta$ $\gamma=2$ .
(12)

$E_{u}$ は Euler の定数であり $\psi(x)$ はディガンマ関数 $(\Gamma’(x)/\Gamma(x))$ である. ここで Fisher 情報量 $J_{f}$ の定義は $\delta>0$

の取り方に依存しないこと及び $\gamma_{1},$ $\gamma_{2}>2$ のときは条件 (A 2) の下での定義と –致していることに注意せよ.

この (8) 及び (9) に関して $0<\gamma_{1}=\gamma_{2}\leq 2$ となるときに限定して議論する. ここで注目すべきことは Fisher 情
報量 $J_{j}$ の定義である. $\gamma_{1}=\gamma_{2}=1$ となる場合を除きふつうに Fisher 情報量 $J_{f}$ を定義すると発散する, (11) で

は発散の原因となる無限大の項を捨てることによって Fisher 情報量 $J_{f}$ を定義している. この捨てられた無限大

の項は $\gamma_{1}=\gamma_{2}$ が 1より大きいか否かで, 符合が異なり, この項について適切な解釈を与えることは難しい.

証明 条件 (A 3) の下での (4) は補題 2の (19) 及び (20) から得られる. さらに (4) に $s\ovalbox{\tt\small REJECT}arrow(1-s),$ $Xrightarrow-X$ とすると

(5) が導ける. 条件 (A 4) の下での (6) は補題 2の (21) 及び (22) がから得られる. さらに (6) に $srightarrow(1-s),$ $Xrightarrow-X$

とすると (7) が導ける. 同様にして条件 (A.5) の下での (8) は補題 2から導くことができ, (9) は (8) から導くこと

ができる 口

条件 (A 3) の下で以下の式が成り立ち,

$I^{s}(F_{\theta}||F_{\theta}+ \epsilon)\cong_{\epsilon^{2}arrow 0}\frac{s(1-S)}{2}J_{f}\epsilon^{2}$ . (13)
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条件 (A 4) の下で以下の式が成り立つ.

$I^{s}(F_{\theta}||F \theta+\epsilon)\cong_{\epsilon^{2}arrow 0}(sf(a)+(1-s)f(b))|\epsilon|+((sf’(a)-(1-s)f’(b)+s(1-s)Jf+(Sf(a)+(1-S)f(b))^{2})\frac{\epsilon^{2}}{2}$ .

(14)

(13) は $\mathrm{A}\mathrm{k}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{a}[1]$ で得られた結果に含まれる内容であり, (14) の特殊な場合も $\mathrm{A}\mathrm{k}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{a}[1]$ で得られた結果である.

そして条件 (A 5) の下で以下の式が成り立つ. $0<\gamma_{1}=\gamma_{2}<1$ のときは以下の式が成立する.

$\lim_{\epsilonarrow 0}\frac{1}{|\epsilon|\gamma_{1}}\tau^{s}(F\theta||F_{\theta}+\epsilon)=\frac{1-\gamma_{1}}{\gamma_{1}}(A_{1^{S}}B(s+\gamma_{1}(1-s), 1-\gamma 1)+A_{2}(1-s)B(1-S+\gamma 1^{\mathit{8}},1-\gamma_{1}))$. (15)

$\gamma_{1}=\gamma_{2}=1$ のときは以下の式が成立する.

$\lim_{\epsilonarrow 0}\frac{1}{|\epsilon|}I^{s}(F_{\theta}||F_{\theta}+\epsilon)=A_{1}s+A_{2}(1-S)$ . (16)

1 $<\gamma_{1}=\gamma_{2}<2$ のときは以下の式が成立する.

$\lim_{\epsilonarrow 0}\frac{1}{|\epsilon|\gamma_{1}}I^{s}(F_{\theta}||F\theta+\epsilon)$

$= \frac{A_{1}s(1-S(\gamma 1-1))B(_{S}+\gamma_{1}(1-s),2-\gamma 1)+A_{2}(1-S)(1-(1-S)(\gamma 1-1))B(1-S+\gamma 1S,2-\gamma 1)}{\gamma_{1}}$ . (17)

$\gamma_{1}=\gamma_{2}=2$ のときは以下の式が成立する.

$\lim_{\epsilonarrow 0}\frac{\mathrm{l}}{-\epsilon^{2}\log|\epsilon|}I^{s}(F_{\theta}||F_{\theta}+\epsilon)=\frac{(A_{1}+A_{2})S(1-S)}{2}$. (18)

さらに $\gamma_{1}<\gamma_{2}$ のときについては先のそれそのの場合に $A_{2}=0$ を代入した式が成立する. さらに上記 (15-18) は

$0<s<1$ に関して–様収束する.

補題 2 区間 $(a, b)$ 内の点 $c$ をとり

$\tilde{I}_{s}^{-}(c, f, \epsilon):=\int_{a}^{c}f^{1}-s(x)fs(x+\epsilon)dx$ , $\tilde{I}_{s}^{+}(c, f, \epsilon):=\int_{c}^{b-}\epsilon f^{1-s}(X)f^{s}(x+\epsilon)dx$

と定義し, ついで

$I_{S^{-(c,f,\epsilon)}}:=\tilde{I}_{s}^{-(_{C}},$ $f,$ $\epsilon)-\int_{a}^{C}f(x)dx-f(_{C})S\epsilon-\frac{s}{2}f’(c)\epsilon^{2}$ ,

$I_{s}^{+}(c, f, \epsilon):=\tilde{I}_{s}^{+}(c, f, \epsilon)-\int_{c}^{b}f(x)dx+f(_{C})s\epsilon+\frac{s}{2}f’(c)\epsilon^{2}$ .

と定義する. 条件 (A 3) の下で以下の式が成立する.

$I_{S^{-(c,f,\epsilon)}} \cong_{\epsilon^{2}arrow 0}\frac{s(s-1)}{2}J_{f}^{-}\epsilon^{2}$ (19)

$I_{s}^{+}(C, f, \epsilon)\cong_{\epsilon^{2}arrow 0}\frac{s(s-1)}{2}J_{f}^{+}\epsilon^{2}$ . (20)

条件 (A 4) の下で以下の式が成立する.

$I_{S^{-(c,f,\epsilon)}} \cong_{\epsilon^{2}arrow 0}-f(a)S\epsilon+(\frac{s(s-1)}{2}J_{f}^{-}-\frac{s}{2}f’(a))\epsilon^{2}$ (21)

$I_{s}^{+}(C, f, \epsilon)\cong_{\epsilon^{2}arrow 0}-f(b)(1-S)\epsilon+(\frac{s(s-1)}{2}J^{+}+\frac{1-s}{2}ff’(b))\epsilon 2$ . (22)
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なお条件 (A 3) 及び条件 (A 4) の下では $J_{\hat{J}^{-}},$ $J_{j}^{+}$ は以下で定義した.

$J_{f,c}^{-}:= \int_{a}^{C}f^{-1}(x)(f’(X))^{2}dx$ , $J_{j,c}^{+}:= \int_{c}^{b}f^{-1}(x)(f’(x))^{2}dX$.

条件 (A 5) の下で以下の式が成立する.

$I_{S^{-(c,f,\epsilon)}} \cong_{\epsilon^{2}arrow 0}A_{1}C(\gamma_{1}, S, \epsilon)-\frac{s(1-s)}{2}J_{fc}^{-2},\epsilon$ (23)

$I_{s}^{+}(C, f, \epsilon)\cong_{\epsilon^{2}arrow 02}AC(\gamma_{2},1-S, \epsilon)-\frac{s(1-s)}{2}J_{f}+,c\epsilon^{2}$ . (24)

ここで $J_{f^{\text{。}}f,\text{。}^{}-},\text{及び}J^{+}\text{は以下で定義した}$ .

$J_{f}^{-}$,。: $= \int_{a+\delta}^{c}f^{-}1(x)(f’(X))2dX+A_{1}D(\gamma_{1}, \delta)$ , $J_{f,c}^{+}$ $:= \int_{\text{。}^{}b-\delta}f^{-1}(x)(f’(x))2dX+A_{2}D(\gamma_{2}, \delta)$ .

22 相対レニーエントロピーと仮説検定

次にここで推定における大偏差型評価を行うために仮説検定における相対レニーエントロピーを用いた大偏差
型評価について触れておく. 以下 $P$ を帰無仮説, $q$ を対立仮説とした仮説検定 $T:=\{T_{n}\}$ を考える ($n$ 個の独立な

同–分布が有るときについて考える)
$\beta$ ($p$ , Tn):真の分布が $\mathrm{P}$ であるにもかかわらず $\mathrm{q}$ と判断する確率.
$\beta$ ( $q$ , Tn):真の分布が $\mathrm{q}$ であるにもかかわらず $\mathrm{P}$ と判断する確率.

とする.
$\beta(p, T_{n})+\exp(-nr)\beta(q, \tau_{n})$ を最小化する問題を考える.

補題 3 $I^{s}(q||p)$ が収束し, $\sup_{0<S<1}-rs+I^{s}(p||q)>0$ とする. さらに $C:=\mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}(p)\mathrm{n}\mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{P}(q)$ 上で $p,$ $q$ は互い

に絶対連続であるとする. このとき, 以下の不等式が成立する.

$- \lim_{narrow\infty}\frac{1}{n}\log$ $(\beta(p, \tau_{n})+\exp(-nr)\beta(q, \tau \mathrm{h}))$ $\leq\sup_{0<s<1}rs+I^{S}(q||p)$ . (25)

さらに仮説 $P$ を採択する領域が $\{\vec{\omega}=(\omega_{1}, \ldots, \omega_{n})\in C^{n}|\frac{1}{n}\sum^{n}i=1(\log p(\omega_{i}) -\log q(\omega_{i}))\succ-r\}\cup \mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}(p)^{n}\backslash C^{n}$

となる仮説検定 $T(r):=\{T(r)_{n}^{-1}(p)\}$ を用いたとき (25) で等号が成立する. そして以下の式が成立する.

$- \lim_{narrow\infty}\frac{1}{n}\log(\beta(p, T(r)_{n}))=\sup_{0<s<1}rs+I^{S}(q||p)$ if $r \leq\frac{1}{q(C)}\int_{C}\log\frac{\partial q}{\partial p}(\omega)q(d\omega)$ (26)

$- \lim_{narrow\infty}\frac{1}{n}\log(\beta(q, T(r)n))=0<S<\sup_{1}rs+I^{s}(q||p)-r$ if $\frac{1}{p(C)}\int_{C}\log\frac{\partial q}{\partial p}(\omega)p(d\omega)\leq r$ . (27)

証明 (25) の左辺を最小化する検定は $T(r)$ であることが分る. したがって

$\frac{1}{p(C)}\int_{C}\log^{\frac{\partial q}{\partial p}(}\omega)_{P()}d\omega\leq\frac{1}{q(C)}\int_{C}\log\frac{\partial q}{\partial p}(\omega)q(d\omega)$ となることと (26) $(27)$ から (25) が導ける. 四 $r$ が正である

ことは–切仮定していないので (26) が示せれば $rarrow 1-r,$ $sarrow 1-s,parrow q,$ $qarrow p$ と置き換えることにより (27)

が示せる. 以下 (26) を示す. Chernoff の補題 (Bahadur [5]) を用いると以下の式が得られる.

$\lim_{narrow\infty}\frac{1}{n}\log\beta(p, \tau(r)_{n})=\lim_{narrow\infty}\frac{1}{n}\log p(\log\frac{\partial q}{\partial p}(\vec{\omega}n)\geq nr|\vec{\omega}\in cn)+\log p(C)$

$=- \sup_{0\leq S}(sr-\log(\frac{1}{p(C)}\int_{C}\exp(s\log\frac{\partial q}{\partial p}(\omega))p(d\omega)))+\log p(c)$

$=- \sup_{0\leq S}(sr-\log\int_{C}\exp(s\log\frac{\partial q}{\partial p}(\omega))p(d\omega))$ .
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ここで $\psi_{r}(s):=sr-\log\int_{c^{\exp}}(s\log\frac{\partial q}{\partial p}(\omega))P(d\omega)$ とすると $\phi_{r}(t)$ {ま凹関数 (上に凸) となる. さらに (26) の条
件より $\psi_{r}’(1)\leq 0$ となるしたがって

$- \lim_{narrow\infty}\frac{1}{n}\log\beta(p, \tau(r)_{n})=\sup\phi 0\leq s\leq 1r(s)=\sup_{s0\leq\leq 1}rs+I^{S}(q||p)$ .

となり (26) を得る. 口

この補題 3は以下のように–般化できる.

補題 4 $p_{n},$ $q_{n}$ を確率空間 $\Omega_{n}$ 上の確率分布とし, $C_{n}:=\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}(p_{n})\cap \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}(q_{n})$ 上で $p_{n},$ $q_{n}$ は互いに絶対連続
とする. さらに $L_{n}$ を無限大に発散する単調増加数列とする. このとき,0 $<s$ $<1$ に対して $I^{s}(p\gamma|\vec{q})$ $:=$

$\lim_{narrow\infty}\frac{1}{L_{n}}Is(p_{n}||q_{n})$ がが $s$ ににつついいてて微微分分可可能能ととすするる. そそのの他他 22つつのの極極限限 $\lim_{n}\frac{1}{L_{n}p_{n}(c_{n})}\int_{C_{n}}\log\frac{\partial q_{n}}{\partial p_{n}}(\omega)_{P}n(d\omega)$ ,

$\lim_{narrow\infty}\frac{1}{L_{n}q_{n}(\text{。_{}n})}\int_{C_{n}}\log\frac{\partial q_{n}}{\partial p_{n}}(\omega)qn(d\omega)$ の存在を仮定する. これらの条件の下で以下の式を得る.

$- \lim_{narrow\infty}\log(\beta(p_{n’ n}T)+\exp(-L_{n}r)\beta(q_{n}, \tau_{n}))\leq\sup_{0<S<1}rs+I^{s}(q\neg|\vec{p})$ . (28)

さらに仮説 $p_{n}$ を採択する領域が $\{\omega\in C_{n}|\log pn(\omega)-\log qn(\omega)>-L_{n}r\}\cup \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{P}(p_{n})\backslash C_{n}$ となる仮説検定 $T(r)_{n}$

について以下の式が成立する.

$- \lim_{narrow\infty}\frac{1}{L_{n}}\log\beta(pn’ T(r)n)=\sup_{S0<<1}$ rs+Is(引 $|\vec{p}$) if $r \leq\lim_{narrow\infty}\frac{1}{L_{n}q_{n}(c_{n})}\int_{C_{n}}\log\frac{\partial q_{n}}{\partial p_{n}}(\omega)q_{n}(d\omega)$ (29)

$- \lim_{narrow\infty}\frac{1}{L_{n}}\log\beta(qn’ T(r)n)=\sup_{0<s<1}r(S-1)+I^{s}(q\neg|p)\neg$ iif $r \geq\lim_{n}\frac{1}{L_{n}p_{n}(c_{n})}\int_{C_{n}}\log\frac{\partial q_{n}}{\partial p_{n}}(\omega)p_{n}(d\omega)$ . (30)

証明 $\lim_{n}\frac{1}{L_{n}p_{n}(c_{n})}\int_{C_{n}}\log\frac{\partial q_{n}}{\partial p_{n}}(\omega)_{P}n(d\omega)\leq 0\leq\lim_{n}\frac{1}{L_{n}q_{n}(c_{n})}\int_{C_{n}}\log\frac{\partial q_{n}}{\partial p_{n}}(\omega)q_{n}(d\omega)$ であるから, 補題 3

の証明と同様の理由で (29) を示せば十分である.

$\lim_{narrow\infty}\frac{1}{L_{n}}\log \mathrm{E}_{pn}(\frac{\partial q_{n}}{\partial p_{n}}|sc_{n)}=-I^{s}(\beta|D+\lim_{narrow\infty}\frac{1}{L_{n}}\log pn(C_{n})$

となる. ここで $\mathrm{E}_{p_{n}}(X|C_{n})$ は確率分布 $p_{n}$ の下での確率変数 $X$ の条件 $\omega\in C_{n}$ に関する条件付き期待値を表す.
$\sup_{0<S}<1r(s-1)+I^{s}(p\neg|$のは有限区間 $(0,1)$ で $\sup$ を考えているので, 関数 $r-+ \sup_{0<S<1}r(s-1)+I^{s}(p\neg|\vec{q})$

は連続である. この嫁こ関する連続性と (29) での $r$ に関する条件に注意して, G\"artner-Ellis の補題 (補題 5) を適
用すると

$\lim_{narrow\infty}\frac{1}{L_{n}}\log p_{n}(\log\frac{\partial q_{n}}{\partial p_{n}}\geq L_{n}r|\omega\in C_{n})=\sup_{0<S<1}(sr-\lim_{narrow\infty}\frac{1}{L_{n}}\log \mathrm{E}pn(\frac{\partial q_{n}}{\partial p_{n}}S|C_{n}))$

を得る. したがって以下の式を得る.

$\lim_{narrow\infty}\frac{1}{L_{n}}\log\beta(pn’(Tr)n)=\lim_{narrow\infty}\frac{1}{L_{n}}\log pn(\log\frac{\partial q_{n}}{\partial p_{n}}\geq L_{n}r|\omega\in C_{n})+\lim_{narrow\infty}\frac{1}{L_{n}}\log pn(c_{n})$

$= \sup_{S0<<1}$
(sr+Is0\urcorner |の).

よって (29) を得た. 口

韓 [7] には以下の形とは若干主張の異った G\"artner-Ellis の補題が述べられているがその証明を読むと以下の主
張が証明されていることが分る.

補題 5 $X_{n}$ を $\mathbb{R}$ に値を持つ確率分布 $p_{n}$ に従う確率変数とし, $\{L_{n}\}$ を無限大に発散する単調増加数列とする. 有
限開区間 $(a, b)$ の任意の点肩こ対して以下の極限が存在するとする.

1
$\phi(s):=$ Jim – $\log \mathrm{E}_{p_{n}}(e^{sX_{n}})$ . (31)

$narrow\infty L_{n}$
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このとき $\Gamma\subset \mathbb{R}$ に対して, 以下の不等式が成立する.

1
$\lim_{narrow}\sup_{\infty}\overline{L_{n}}\log pn\{xn\in \mathrm{r}\}\leq-\mathrm{i}\mathrm{n}_{\frac{\mathrm{f}}{\Gamma}}I(R\in R)$

. (32)

$\overline{\Gamma}$ は $\Gamma$ の閉包を表すこととする. ここで $R\in \mathbb{R}$ に対して $I(R)$ は以下で定義した. このとき, $\phi$ の凸性及び区間

$(a, b)$ の有限性から $I(R)$ は連続となる.

$I(R)$ $:=$ $\sup(sR-\emptyset(s))$ . (33)
$s\in(a,b)$

さらに $\phi(s)$ が開区間 $(a, b)$ 上で微分可能であるとき, このとき集合 $\Lambda:=\{\phi’(s)|s\in(a, b)\}$ は連結となり, A の開
部分集合 $\Lambda’$ に対して以下の不等式が成り立つ.

1
-

$\inf_{R\in},$ $I(R) \leq\lim_{narrow}\inf_{\infty}$ $\overline{L_{n}}\log p_{n}\{X_{n}\in\Lambda’\}$ . (34)

$R\in\Lambda$ については $I(R)$ は次の式でも与えることができる. $R=\phi’(sR)(S_{R}\in(a, b))$ とすると $I(R)=s_{R}R-\phi(S_{R})$

となる.

3 大偏差型評価
$t$

この節では support が重ならないという意味での非正則なモデルを含む–般の 1-パラメータモデルのパラメー

タ推定を大偏差型評価の視点から扱う.

3.1 大偏差型評価における右側誤差と左側誤差の trade off

ここでは, 推定値が真値より大きくなる誤差 (右側誤差) と推定値が真心より小さくなる誤差 (左側誤差) の 2

つに誤差を別けて議論し, モデルが非正則の場合には–般には両者の trade-off を扱う必要があることを見る. は

じめに, 推定量丁, $\epsilon>0$ に対して $\beta^{+}(T, \theta, a),$ $\beta^{-}(T, \theta, a)$ を以下で定義する.

$\beta^{+}(\tau, \theta, a).---\lim\inf\log\underline{1}p_{\theta}^{n}(T_{n}\geq a)$ , $\beta^{-}(T, \theta, a):=-\lim\inf\log\underline{1}p_{\theta}^{n}(T_{n}\leq a)$ .
$narrow\infty n$ $narrow\infty n$

また $\beta(T, \theta, \epsilon)$ を $\beta(T, \theta, \epsilon):=\min\{\beta^{+}(T, \theta, \theta+\epsilon), \beta^{-}(T, \theta, \theta-\epsilon)\}$ で定義する. このとき,\beta +(T, $\theta,$ $a$ ) は $a$ につい

て単調増加であり, $\beta^{-}(T, \theta, a)$ は $a$ について単調減少である.

以下 $g(x)$ を $xarrow \mathrm{O}$ で $0$ に収束する連続関数とし以下の量を定義する.

$\alpha^{+}(g, T, \theta):=\lim_{\epsilonarrow+0}\frac{\beta^{+}(T,\theta,\theta+\epsilon)}{g(\epsilon)}$ , $\alpha^{-}(_{\mathit{9}}, \tau, \theta):=\lim_{\epsilonarrow+0}\frac{\beta^{-}(T,\theta,\theta-\epsilon)}{g(\epsilon)}$ , $\alpha(_{\mathit{9}}, T, \theta):=\lim_{\epsilonarrow+0}\frac{\beta(T,\theta,\epsilon)}{g(\epsilon)}$ . (35)

上記 2 っの量が存在し $\theta_{0}$ の近傍で $\theta$ に関して–様に収束するとき $T$ のことを $\theta_{0}$ での $g$-両側 $\mathrm{L}\mathrm{D}$ 型局所一様推定

量と呼ぶことにする. -方, 特に $\theta_{0}$ での $g$-両側 $\mathrm{L}\mathrm{D}$ 型局所一様推定量 $T$ について以下の条件 (36) を満たすとき
$T$ を $\theta_{0}$ での $g$-両側 $\mathrm{L}\mathrm{D}$ 型局所共高評定量と呼ぶことにする. $g$-右側 (左側)LD 型局所一様推定量及び $g$-右側 (左

側)LD 型局所共変推定量についても同様に定義する.

$\alpha^{+}(g, T, \theta 0)=\lim_{\thetaarrow\theta_{0}}\alpha^{+}(g, T, \theta)$ , $\alpha^{-}(g,$ $T,$
$\theta_{0)}=\lim_{\thetaarrow\theta 0}\alpha-(g, \tau, \theta)$ . (36)

$\alpha^{+}(g, T, \theta_{0})$ 等の量や $\mathrm{L}\mathrm{D}$ 型局所共変性を導入する理由などについての詳しい解析は \S 3.4を参照のこと. 以下右側

誤差と左側誤差の trade off を扱うために $\alpha^{+}(g, T, \theta)$ 及び $\alpha^{-}(g, T, \theta))$ の取りうる値の集合 $\mathcal{L}(g, \theta)$ を調べること

にする.

$\mathcal{L}(g, \theta):=$ { $(\alpha^{+}(g,$ $T,$ $\theta),$ $\alpha^{-}(g,$ $T,$ $\theta))|T$ :\theta での g-LD 型局所共変推定量}.

各条件の下での $\mathcal{L}(g, \theta)$ は次のように図示できる.
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定理 2条件 (A 2) の下では $g(x)=x^{2}$ とするとモデルが適当な正則性条件 (例えば条件 (A 3) を満たすときは

満たされる) を満たすならば $\mathcal{L}(g, \theta)$ の境界は fig. 1で与えられる.

$I_{f}./\mathit{2}$

$|$

ご

$0$

$I_{f}./\mathit{2}$

$\alpha^{+}$

また条件 (A 4) の下では (条件 (A 5) の下での $\gamma_{1}=\gamma_{2}=1$ ときは含まれる) $L(g, \theta)$ の境界は fig. 2で与えら

れる. このとき $g(x)=|x|$ とする.

$f(a)$

$\alpha^{+}$
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また条件 (A 5) の下での $\gamma_{1}=\gamma_{2}=2$ ときは $\mathcal{L}(g, \theta)$ は fig. 3で与えられる集合よりも狭い. このとき

$g(x)=-x^{2}\log|x|$ とする.

$|$

何

以下定理 2の証明を与える. ここで $\beta^{+}(T, \theta, a),$ $\beta^{-}(T, \theta, a)$ を下半連続になるように再定義したものを $\overline{\beta}(T, \theta, a),\overline{\beta}(T, \theta, a)$

と記すことにする.

$\overline{\beta}(T, \theta, a):=\lim_{\epsilonarrow+0}\beta^{+}(\tau, \theta, a+\epsilon)$ , $\overline{\beta}(T, \theta, a):=\lim_{\epsilonarrow-0}\beta^{-}(T, \theta, a+\epsilon)$ .

このず $(T, \theta, a),$ $\overline{\beta}-(T, \theta, a)$ について以下の補題が成立する.

補題 6 $\theta’>\theta,$ $0<s<1$ に対して以下の条件が成立するとき,

$\beta^{+}(T, \theta, \theta)=\beta^{-}(T, \theta^{;}, \theta l)=0$ ,

以下の不等式が成立する.

inf $s\overline{\beta}^{+}(T, \theta, \theta^{\prime;})+(1 - s)\overline{\beta}^{-}(T, \theta’, \theta\prime l)\leq I^{s}(p_{\theta}||p_{\theta’})$ . (37)
$\{\theta’’|\theta’\geq\theta\prime\prime\geq\theta\}$

証明 $m$ を任意の整数とし, 区間 $[\theta, \theta’]$ を $m$ 等分する $i=0,$ $\ldots,$ $m$ に対して, $\theta_{i}:=\theta+\frac{\theta’-\theta}{m}i$ と定義する. さら

に任意の $\epsilon>0$ に対して以下の条件を満たすような十分大きな整数 $N$ をとる.

$\frac{1}{n}\log p_{\theta}^{n}(T_{n}\geq\theta_{i})\leq-\beta^{+}(T, \theta, \theta i)+\epsilon$ , $\frac{1}{n}\log p_{\theta}^{n}(T_{n}\leq\theta_{i})\leq-\beta^{-}(T, \theta, \theta_{i})+\epsilon$ , for $\forall n\geq N,$ $0\leq\forall i\leq m$ .
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相対レニーエントロピーの単調性より以下の式が導ける.

$-nI^{s}(p_{\theta}||p_{\theta}’)$

$\leq\log((p_{\theta}^{n}(Tn\leq\theta))s(p_{\theta}^{n}’(\tau n\leq\theta))^{1-S}+(p\theta(n\theta’<T_{n}))s(p_{\theta}l(n\theta’<T_{n}))^{1-}S$

$+ \sum_{i=1}^{m}(p\theta(n\theta_{i-1}<T_{n}\leq\theta_{i}))^{1-S}(p^{n}\theta’(\theta_{i-1}<T_{n}\leq\theta_{i}))^{1s}-\mathrm{I}$

$\leq\log((p_{\theta}^{n}, (T_{n}\leq\theta))^{1-}s+(p_{\theta}^{n}(\theta’<T_{n}))^{1-}s+\sum_{i=1}^{m}(p^{n}\theta(\theta i-1<T_{n}))s(p^{n}\theta’(\tau_{n}\leq\theta_{i}))^{1s}-\mathrm{I}$

$\leq\log(+\exp(-ns(\beta^{+}(T, \theta, \theta l)-\epsilon))+\exp(-n(1-s)(\beta^{-}(\tau, \theta^{;}, \theta)-\epsilon))$

$+ \sum_{i=1}^{m}\exp(-n(S\beta+(T, \theta, \theta_{i1}-)+(1-S)\beta-(\tau, \theta’, \theta_{i})-\epsilon)))$

$\leq\log((m+2)$ $\exp(-n(\min_{1\leq i\leq m}S\beta^{+}(\tau, \theta, \theta_{i-1})+(1-S)\beta-(\tau, \theta^{;}, \theta i)-\epsilon)))$

$=( \log(m+2)-n(\min_{1\leq i\leq m}s\beta^{+}(\tau, \theta, \theta i-1)+(1-S)\beta-(T, \theta’, \theta i)-\epsilon))$ .

両辺を $n$ で割った後で $narrow\infty$ を考えると,

$I^{s}(p_{\theta}||p_{\theta’}) \geq(_{1\leq i\leq}\min_{m}S\beta^{+}(T, \theta, \theta_{i}-1)+(1-S)\beta-(\tau, \theta l, \theta i)-\epsilon)$

となり $\epsilon>0$ は任意であるから,

$I^{s}(p_{\theta}||p_{\theta’}) \geq\min_{1\leq i\leq m}s\beta^{+}(T, \theta, \theta_{i}-1)+(1-S)\beta-(T, \theta’, \theta_{i})$

を得る $marrow\infty$ を考えると (37) を得る. $\Lambda$

次に定理 2を示すために $t(T):= \lim_{\epsilonarrow+0}\frac{\beta^{-}(T,\theta,\theta+\epsilon)}{\beta^{+}(T,\theta,\theta-\epsilon)}$ と定義し, 以下の補題を準備する.

補題 7 $t(T)=t$ とし, $T$ を $\theta$ での g-LD 型局所共高冷定量とする. このとき以下の不等式を得る.

$\lim_{\epsilonarrow 0}\frac{I^{s}(p\theta||p\theta+\epsilon)}{g(\epsilon)}$

$\alpha^{+}(_{\mathit{9}}, T, \theta)\leq\{s|0<s\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}<1\}$ inf $sg(\eta\epsilon)+(1-S)tg((1-\eta)\epsilon)$
(38)

$\{\eta|0\leq\eta\leq 1\}$

$\lim_{\epsilonarrow 0\overline{g(\epsilon)}}$

$= \inf_{\}\{s|0<s<1}\lim_{\epsilonarrow 0\{\eta 1}\sup_{0\leq\eta\leq 1\}}\frac{I^{s}(p_{\theta}||p_{\theta}+\epsilon)}{sg(\eta\epsilon)+(1-S)tg((1-\eta)\epsilon)}$ .

さらに $g$ が凹関数であるとき (38) は以下のように変形できる.

$\alpha^{+}(g, T, \theta)\leq\inf_{0<S<1}\frac{1}{\min\{s,(1-s)t\}}\{s|\}\epsilonarrow\lim_{0}\frac{I^{s}(p\theta||p\theta+\epsilon)}{g(\epsilon)}$ . (39)

証明 ここで補題 6を用いると, 以下の式が得られる.

$\frac{1}{g(\epsilon)}\inf_{\eta\{\eta|0\leq\leq 1\}}s\overline{\beta}(\tau, \theta, \theta+\eta\epsilon)+(1-S)t\overline{\beta}^{-}(\tau, \theta+\epsilon, \theta+\eta\epsilon)\leq\frac{I^{s}(p_{\theta}||p_{\theta}+\epsilon)}{g(\epsilon)}$ . (40)
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方, $\alpha^{-}(g, T, \theta)=\lim_{\epsilonarrow+0^{\frac{\overline{\beta}^{-}(T,\theta+\epsilon,\theta+\eta\epsilon)}{g((1-\eta)\epsilon)}}}$ であり, この収束は局所一様収束である. したがって (40) において
$\epsilonarrow 0$ の極限を考え, 極限の順序交換を行うと以下の式を得る.

inf $sg(\eta\epsilon)+(1-s)tg((1-\eta)\epsilon)$

$\alpha^{+}(g, T, \theta)\lim_{0arrow}\frac{\{\eta|0\leq\eta\leq 1\}}{g(\epsilon)}\epsilon\leq\lim_{\epsilonarrow 0}\frac{I^{s}(p\theta||p\theta+\epsilon)}{g(\epsilon)}$ .

したがって,

$\lim_{\epsilonarrow 0}\frac{I^{s}(p\theta||p\theta+\epsilon)}{g(\epsilon)}$

$\alpha^{+}(g, T, \theta)\leq$

inf $sg(\eta\epsilon)+(1 - s)tg((1-\eta)\epsilon)$

$\lim_{\epsilonarrow 0}\underline{\{\eta|0\leq\eta\leq 1\}}$
$g(\epsilon)$

を得る. よって (38) を得た. 口

まず正則なモデルもしくはそれに近いモデルの場合について考える.

補題 8条件 (A 2) の下で $g(x)=x^{2}$ とすると (38) 式は以下のように書き換えられる.

$\alpha^{+}(_{\mathit{9}}, \tau, \theta)\leq\{$

$\frac{J_{\theta}}{2}$ $t<1$

$- J_{A}2t$ $t\geq 1$ .
(41)

したがって条件 (A 2) を満たすときは $\alpha^{+}(g, T, \theta)$ と $\alpha^{-}(g, T, \theta)$ の取りうる範囲の集合は $\mathcal{L}(\theta, g)\subset\{(x, y)|x\leq$

$\underline{J}_{\mathrm{A}}2’ y\leq\frac{J}{2}\mathrm{L}\}$ となる. 特に

$\alpha^{+}(g, T, \theta)=\alpha^{-}(_{\mathit{9}}, \tau, \theta)=\frac{J_{\theta}}{2}$ (42)

となる $g(x)=x^{2_{- \mathrm{L}\mathrm{D}}}$ 型局所共雨蛙定量 $T$ が存在するときは, その推定量が最適となり trade off を考える必要が
無い. なお, モデルに対する適当な正則性条件の下で最尤推定量が (42) を満たすことが示されている $(\mathrm{F}\mathrm{u}[6])$ . した
がって補題 8が示せると条件 (A 2) の下では適当な正則性条件の下で fig. 1で $\mathcal{L}(\theta, g)$ 与えられることが示せる.

証明 まず $g(x)=x^{2}$ であることから以下のような変形が出来る.

inf $sg(\eta\epsilon)+(1-s)tg((1-\eta)\epsilon)$

$\frac{\{\eta|0\leq\eta\leq 1\}}{g(\epsilon)}=\inf_{\eta\{\eta|0\leq\leq 1\}}s\eta+$
$(21 - s)b(1-\eta)^{2}$

$= \inf_{1\{\eta|0\leq\eta\leq\}}(S+(1-s)t)(\eta-\frac{(1-s)t}{s+(1-s)t})^{2}+\frac{s(1-S)t}{s+(1-S)t}$

$= \frac{s(1-s)t}{s+(1-s)t}$ .

ここで条件 (A 2) を用いると (38) の右辺 $[]\mathrm{h} \inf_{<\{s|0<S1\}}\frac{J_{\theta}}{2}(\frac{s}{t}+(1-s))$ に書き換えられる. したがって (41) を得

る 口

補題 9条件 (A 5) の下で以下の式が成り立つ. なお, 条件 (A 4) の下では $\gamma_{1}=\gamma_{2}=1$ の場合と同種の式が成立

する. $0<\gamma_{1}=\gamma_{2}<2$ の場合 $g(x)=|x|^{\gamma_{1}}$ と取る. $0<\gamma_{1}=\gamma_{2}<1$ の場合以下の式を得る.

$\alpha^{+}(g, T, \theta)\leq\frac{1-\gamma_{1}}{\gamma_{1}}(A_{1}B(\frac{t+\gamma_{1}}{1+t},1-\gamma 1)+A_{2}\frac{1}{t}B(\frac{1+t\gamma_{1}}{1+t},1-\gamma_{1}))$ . (43)

$\gamma_{1}=\gamma_{2}=1$ の場合以下の式を得る.

$\alpha^{+}(_{\mathit{9}}, T, \theta)\leq A_{1}+\frac{1}{t}A_{2}$ . (44)
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さらに $1<\gamma_{1}=\gamma_{2}<2$ の場合以下の式が得られる.

$\alpha^{+}(g, T, \theta)$

$\leq\inf_{<\{s|0<S1\}}\frac{A_{1}s(1-s(\gamma_{1^{-}}1))B(_{S}+\gamma_{1}(1-s),2-\gamma 1)+A2(1-S)(1-(1-S)(\gamma 1^{-}1))B(1-S+\gamma 1S,2-\gamma 1)}{\gamma_{1\{\eta|\leq\eta}\inf 0\leq 1\}s\eta\gamma 1+(1-S)t(1-\eta)^{\gamma_{1}}}$.

(45)

そして $\gamma_{1}=\gamma_{2}=2$ のときについては $g(x)=-x^{2}\log x$ とすると以下の式が得られる.

$\alpha^{+}(g, T, \theta)\leq\{$

$\frac{A_{1}+A_{2}}{2}$ $t<1$

$\frac{A_{1}+A_{2}}{2t}$ $t\geq 1$ .
(46)

$\gamma_{1}=\gamma_{2}>2$ のときは補題 8を参照のこと. 特に $A_{1}=A_{2},$ $t=1$ のときは以下の式が成立する.

$\alpha^{+}(g, T, \theta)\leq\{$

$\frac{2(1-\gamma_{1})}{\gamma_{1}}A_{1}B(\frac{1+\gamma_{1}}{2},1-\gamma_{1})$ $0<\gamma_{1}<1$

$2A_{1}$ $\gamma_{1}=1$

$\frac{1}{\gamma_{1}}A_{1}2^{\gamma_{1}}(1-\frac{\gamma_{1}-1}{2})B(\frac{1+\gamma_{1}}{2},2-\gamma 1)$ 1 $<\gamma_{1}<2$

$A_{1}$ $\gamma_{1}=2$ .

(47)

また $\gamma_{1}<\gamma_{2}$ のときについては $A_{2}$ のところに $0$ を代入すると良い.

したがって上記の補題 9から $\gamma_{1}=\gamma_{2}=1$ かつ $g(x)=|x|$ のときについては $\mathcal{L}(g, \theta)\subset\{(x, y)\text{化}\leq A_{1}A_{2}/(x-$

$A_{1})+A_{2}\}$ となることが分る. 条件 (A 4) の下では同様にして $\mathcal{L}(g, \theta)\subset\{(x, y)|y\leq f(a)f(b)/(x-f(a))+f(b)\}$

となることが分り, $\mathcal{L}(g, \theta)$ が fig. 2で与えられる領域に含まれることが確認できる.

同様に $\gamma_{1}=\gamma_{2}=2$ かつ $g(x)=-x^{2}\log|x|$ のときについては $\mathcal{L}(g, \theta)\subset\{(x, y)|x\leq\frac{A+A}{2}, y\leq\infty_{2}A+A\geq\}$ とな

り, 補題 9から $\mathcal{L}(g, \theta)$ が fig. 3で与えられる領域に含まれることが確認できる.

証明 $1<\gamma_{1}=\gamma_{2}<2$ のときの (45) は補題 7と (17) より自明. $0<\gamma_{1}=\gamma_{2}\leq 1$ のときについて考える. この

とき $g(x)=$ 国 $\gamma_{1}$ は凹関数であるから, (39) が使える. 以下 $0<\gamma_{1}<1$ のときに限定して考える. まず以下のよ

うに $h_{1},$ $h_{2}$ を定義する.

$h_{1}(s):= \frac{(1-\gamma_{1})(A_{1^{S}}B(s+\gamma_{1}(1-s),1-\gamma 1)+A_{2}(1-S)B(1-S+\gamma 1s,1-\gamma 1))}{\gamma_{1}s}$

$h_{2}(s):= \frac{(1-\gamma_{1})(A_{1}sB(_{S+}\gamma_{1}(1-s),1-\gamma_{1})+A_{2}(1-S)B(1-s+\gamma 1S,1-\gamma 1))}{\gamma_{1}(1-s)t}$ .

$h_{1}( \frac{t}{1+t})=h_{2}(\frac{t}{1+t})$ であるから ((38) の右辺) $= \inf_{S\{s|0<<1\}}\max\{h1(s), h_{2}(S)\}\leq h_{1}(\frac{t}{1+t})=$((43) の右辺) となり

(43) が得られる.

さらに $\gamma_{1}=\gamma_{2}=1$ のときは (38) の右辺は次のように書き換えられ (44) を得る.

$\{s|0<s\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}\max<1\}\{\frac{A_{2}+(A_{1}-A_{2})s}{s},$ $\frac{A_{2}+(A_{1}-A2)S}{(1-S)b}\}=A_{1}+A_{2}\frac{1}{t}$ .

次に $\gamma_{1}=\gamma_{2}=2$ のときについて考える. 以下の (48) が示せると (18) と (38) を組み合わせることにより補題 8の

証明と同様にして (46) が得られる.

$\lim_{\epsilonarrow 0}\frac{\inf_{\{\eta|0\leq\eta\leq 1\}}-s(\eta\epsilon)^{2}\log(\eta\epsilon)-(\mathrm{l}-S)t((1-\eta)\epsilon)^{2}\log((1-\eta)\epsilon)}{-\epsilon^{2}\log\epsilon}=\frac{s(1-s)t}{s+(1-s)t}$. (48)

90



以下 (48) を示す. $h( \epsilon, \eta):=\frac{-s(\eta\epsilon)^{2}\log(\eta\epsilon)-(1-\mathit{8})t((1-\eta)\epsilon)^{2}\log((1-\eta)\epsilon)}{-\epsilon^{2}\log\epsilon}$ とおく. ここで $h(\epsilon, \eta)$ の定義式の

分母は正になっていることに注意せよ. $h(\epsilon, \eta)\geq s\eta^{2}+(1-s)(1-\eta)^{2}$ となることから,

$\epsilonarrow+0\lim_{0}\inf_{<\eta<1}h(\epsilon, \eta)\geq 0<\eta 1\inf_{<}S\eta^{2}+(1-s)(1-\eta)2$ (49)

方,lim\epsilon \rightarrow +0 $h(\epsilon, \eta)=s\eta^{2}+(1-s)(1-\eta)2$ となることから,

$\epsilonarrow+0\lim_{0}\inf_{<\eta<1}h(\epsilon, \eta)\leq\inf_{0<\eta<1\epsilon}\lim_{arrow+0}h(\epsilon, \eta)=\inf_{0<\eta<1}s\eta^{2}+(1-s)(1-\eta)2$ (50)

となり,

$\epsilonarrow+0\lim_{0}\inf_{<\eta<1}h(\epsilon, \eta)=\inf_{0<\eta<1}s\eta 2+(1-s)(1-\eta)2=\frac{s(1-S)t}{s+(1-s)t}$ (51)

を得る. したがって (46) を得た. 口

条件 (A 3)\sim 条件 (A 5) の下で以下では具体的な推定量を構成して先に与えた下限を達成しているか調べる.
まず以下のように最大値及び最小値を定義する. $\underline{\theta}_{n}:=\min\{\omega_{1}, \ldots, \omega_{n}\}-a$ , $\overline{\theta}_{n}:=\max\{\omega_{1}, \ldots, \omega_{n}\}-b$ そし

て $0\leq\lambda\leq 1$ に対して $\check{\theta}(\lambda):=\{\check{\theta}(\lambda)_{n}:=\lambda\underline{\theta}_{n}+(1-\lambda)\overline{\theta}_{n}\}$ を定義する. これらの推定量について以下の補題が成
り立つ.

補題 10 $S$ が $\mathbb{R}$ の区間 $(a, b)$ をサポートにもつ確率分布 (その密度関数を $f$ とする) がシフトするモデルである
とする. $0<\lambda<1$ とすると, 推定量 $\check{\theta}(\lambda)$ について以下の式が成り立つ.

$\beta^{+}(\check{\theta}(\lambda), \theta, \theta+\epsilon)=-\log(\int_{a}^{b-\frac{\epsilon}{1-\lambda}}f(_{X})dx\mathrm{I}$ (52)

$\beta^{-}(\check{\theta}(\lambda), \theta, \theta-\epsilon)=-\log(\int_{a+\frac{\epsilon}{\lambda}}^{b}f(X)dX\mathrm{I}\cdot$ (53)

補題 10より $0<\gamma_{1}=\gamma_{2}\leq 2$ のとき以下の式を得る.

$\lim_{\epsilonarrow+0}\frac{1}{\epsilon^{\gamma_{1}}}\beta^{+}(\check{\theta}(\lambda), \theta, \theta+\epsilon)=A_{1}\frac{1}{\gamma_{1}\lambda^{\gamma_{1}}}$ (54)

$\lim_{\epsilonarrow+0}\frac{1}{\epsilon^{\gamma_{1}}}\beta^{-}(\check{\theta}(\lambda), \theta, \theta-\epsilon)=A_{2}\frac{1}{\gamma_{2}(1-\lambda)^{\gamma_{2}}}$ . (55)

したがって条件 (A 5) の $0<\gamma_{1}=\gamma_{2}<2$ のときについては少なくとも最適なオーダーを達成していることが
分る. また条件 (A 4) の下では (もしくは条件 (A 5) の $\gamma_{1}=\gamma_{2}=1$ の場合)

$\lim_{\epsilonarrow+0}\frac{1}{\epsilon}\beta^{+}(\check{\theta}(\lambda), \theta, \theta+\epsilon)=f(a)\frac{1-\lambda}{\lambda}+f(a)$ , $\lim_{\epsilonarrow+0}\frac{1}{\epsilon}\beta^{-}(\check{\theta}(\lambda), \theta, \theta-\epsilon)=f(b)\frac{\lambda}{1-\lambda}+f(b)$

となり $\lambda$ を動かしたときの $(\alpha^{+}, \alpha^{-})$ の軌道が fig. 2が与える領域が $\mathcal{L}(g, \theta)$ の境界と –致することが確かめられ
る. したがって定理 2が示せた.

しかし, 条件 (A 5) の $\gamma_{1}=\gamma_{2}=1$ 以外のときは補題 9が与える First order の係数に関する bound を達成し
ない.

補題 10の証明
$\overline{\omega}_{n}:=\max\{\omega_{1}, \ldots, \omega_{n}\},$$\underline{\omega}_{n}arrow:=\min\{\omega_{1}, \ldots, \omega_{n}\}$

とする. ここで扱う推定量は全て位置共変
的なので, 以下では $\theta=0$ のときのみ扱うこととする. その結合確率密度関数 $f_{n}(\overline{\omega}_{n}, \underline{\omega}_{n})$ は以下で与えられる.

$f_{n}(\overline{\omega}_{n}, \underline{\omega}_{n}):=\{$

$n(n-1)( \int_{\underline{\omega}_{n}}^{\overline{\omega}_{n}}f(x)dX)n-2)f(\underline{\omega}_{n})f(\overline{\omega}_{n}$
$\overline{\omega}_{n}\geq\underline{\omega}_{n}$

$0$
$\overline{\omega}_{n}<\underline{\omega}_{n}$ .
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ここで

$g(\underline{\omega}_{n}, \overline{\omega}_{n}):=\{$

$\int_{\underline{\omega}_{n}}^{\overline{\omega}_{n}}f(_{X})d_{X}$ $\overline{\omega}_{n}\geq\underline{\omega}_{n}$

$0$
$\overline{\omega}_{n}<\underline{\omega}_{n}$

とおくと, 以下の式を得る.

$p_{\theta}^{n}(T_{n} \leq\theta-\epsilon)=\int_{\theta(\lambda)\leq\epsilon}n(n-1)g(\underline{\omega}\overline{\omega}_{n})nf(\underline{\omega}_{n})f(n’\overline{\omega}_{n})d\underline{\omega}n\mathrm{c}\tau\omega_{n}$ . (56)

$f(\underline{\omega}_{n})f(\overline{\omega}_{n})$ 及び $g(\underline{\omega}_{n},\overline{\omega}_{n})$ の連続性より

$\lim_{narrow\infty}\frac{1}{n}\log p\theta n(T_{n}\leq\theta-\epsilon)=\sup-\log g(\underline{\omega}_{n},\overline{\omega}n)$

$\check{\theta}(\lambda)\leq\epsilon$

$=- \log(\int_{a}^{b-\frac{\epsilon}{1-\lambda}}f(_{X})dx\mathrm{I}$

を得る. よって (52) を得た (53) についても同様に導くことができる. なお (56) より以下の式が導ける.

$p_{\theta}^{n}(T_{n} \leq\theta-\epsilon)\leq(\int_{a}^{b-\frac{\epsilon}{1-\lambda}}f(x)dx\mathrm{I}^{n}\cdot$ (57)

口

ここで後の議論のため補題 3の極限として得られる $\beta^{-}(\tau, \theta’, \theta l’),$ $\beta^{+}(\tau, \theta, \theta’’)$ に関する補題を示す.

補題 11 $\theta,$ $\theta’\in\ominus$ とする. さらに $\theta>\theta’’>\theta’$ となる $\theta’’\in\ominus$ を考える. $r\in \mathbb{R}$ について以下の不等式が成立する.

$\min\{\beta^{-}(T, \theta’, \theta’’)+r, \beta+(\tau, \theta, \theta’’)\}\leq\sup_{0<S<1}rs+I^{s}(p_{\theta’}||p_{\theta})$ . (58)

証明 $P\theta,P\theta’$ の仮説検定を考えて補題 3を適用すればよい. 口

この補題の極限として以下の補題を得る. 次に補題 11から $\alpha^{+}$ に関する評価式を導く.

補題 12条件 (A 5) が成立し, $0<\gamma_{1}=\gamma_{2}\leq 2,$ $A_{1}=A_{2},$ $t=1$ とする. このとき以下の式を得る.

$\alpha^{+}(g, T, \theta)\leq\{$

$\frac{2^{\gamma_{1}}(1-\gamma_{1})}{\gamma_{1}}A_{1}B(\frac{1+\gamma_{1}}{2},1-\gamma_{1})$ $0<\gamma_{1}<1$ , $g(x)=|x|^{\gamma_{1}}$

$2A_{1}$ $\gamma_{1}=1$ , $g(x)=|x|$

$\underline{A}_{\frac{2^{\gamma_{1}}}{\gamma_{1}}}(1-\frac{\gamma_{1}-1}{2})B(\frac{1+\gamma_{1}}{2},2-\gamma 1)$ $1<\gamma_{1}<2$ , $g(x)=|x|^{\gamma_{1}}$

$A_{1}$ $\gamma_{1}=2$ , $g(x)=-x^{2}\log|X|$ .

(59)

$0<\gamma_{1}=\gamma_{2}<1$ のときに注目すると (47) で与えた評価よりも (59) で与えた評価の方が優れていることが分る.
したがって必ずしも補題 6の極限から得られる限界が達成可能とは限らない.
証明 定理 1を参考にしながら補題 11に $r=0,$ $\theta’’=\theta+\epsilon,$ $\theta’=\theta+2\epsilon$ を代入して $\epsilonarrow 0$ の極限を取ると (59)
を得る 口

32 極限の取り替え

以下では, ある極限操作の取り替えに関する議論を行う. 著者の知る限り同種の極限操作の取り替えに関する議
論は長岡 $[8, 9]$ にはじめて見られる. 以下で扱う状況では個々の極限操作が, 点推定と区間推定の極限に対応する
ことに注目し, それらが, 非正則なモデルでは必ずしも –致しないことを確認する.
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尤度比推定量と呼ばれる推定量 $\tilde{\theta}_{\text{。},\epsilon}=\{\tilde{\theta}_{n,\text{。},\epsilon}\}$ を導入する. 尤度比推定量はモデルが正則であるときには

$\mathrm{H}\mathrm{u}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{r}[10]$ により定義されたが, 本稿では非正則な場合にもこれを拡張する. この推定量は $S$ が $\mathbb{R}$ 上の確率分布

がシフトするモデルであり, $d_{\epsilon}(x):=f(x+\epsilon)/f(x-\epsilon)$ が $-\infty,$ $\infty$ を含めて $x$ に関して単調減少のときに定義さ

れる.

以下の手順で尤度比推定量 $\tilde{\theta}_{\text{。},\epsilon}$ を定数 $c$ と $\epsilon>0$ に依存して定義する.

$\frac{1}{n}\sum_{i=1}^{n}(\log f(X_{i}+\tilde{\theta}n,c,\epsilon+\epsilon)-\log f(_{X_{i}+}\tilde{\theta}_{n,c,\epsilon}-\epsilon)\mathrm{I}-c=0$. (60)

(60) の解として $\tilde{\theta}_{c,\epsilon}:=\{\tilde{\theta}_{n,\text{。}},\epsilon(x1, \ldots, x_{n})\}$ を定義する. もし解が存在しないときは ( (60) の左辺が不連続で $0$ を

飛び越えるときは) $0$ を飛び越えたときの値を推定値とする. また解が複数存在するときはどれをとってもかま

わない. ただし, $f$ のサポートが $(a, b)$ のときは以下のように定義を書き換える必要がある. $\underline{\theta}_{n}-\overline{\theta}_{n}>2\epsilon$ のと

きは (60) の解 $\tilde{\theta}_{n,c,\epsilon}$ は $\underline{\theta}_{n}-\epsilon$ から $\overline{\theta}_{n}+\epsilon$ の範囲でのみ考えて推定値 $\tilde{\theta}_{c,\epsilon}$ を決定する. $\underline{\theta}_{n}-\overline{\theta}_{n}\leq 2\epsilon$ のときは

$\tilde{\theta}_{n,c,\epsilon}:=\frac{1}{2}(\underline{\theta}_{n}+\overline{\theta}_{n})$ と定義する.

ここで, 定義した尤度比推定量 $\tilde{\theta}_{\text{。},\epsilon}$ は shift-invariant である. この推定量について以下の補題が成立する. (正則

な場合については $\mathrm{H}\mathrm{u}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{r}[10]\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{S}[11]\mathrm{F}\mathrm{u}[12]$ を参照のこと) 以下の補題の $c=0$ の場合は区間推定の限界を表し

ていると考えることができる.

補題 13 $d_{\epsilon}(x)$ が $-\infty,$ $\infty$ を含めて単調減少であるとする. このとき, 尤度比推定量 $\tilde{\theta}_{c,\epsilon}$ について以下の式が成立

する.

$\min\{\beta^{-}(\tilde{\theta}_{c,\epsilon}, \theta, \theta-\epsilon)+C, \beta+(\tilde{\theta}_{c,\epsilon}, \theta, \theta+\epsilon)\}=\sup_{0<s<1}Cs+Is(F_{\theta+2\epsilon}||F_{\theta})$ .

上記の条件を満たすものは定理 1で扱った例の中では $1\leq\gamma_{1},$ $\gamma_{2}$ のときに限られる. さらに, 上記の条件を満たす

とき推定量として $T_{n}:=\tilde{\theta}_{n,\text{。},\epsilon}+\eta\epsilon(-1<\eta<1)$ と定義すると補題 11で $\theta’=\theta+2\epsilon,$ $\theta’’=\theta+(1-\eta)\epsilon$ の場合の

式 (58) で等号が成立する.

位置共変モデルで条件 (A 5) の下で $1\leq\gamma_{1},$ $\gamma_{2}$ で尤度比推定量が存在するときについては以下の式が成立する.

$\sup$ { $\min\{\beta^{-}(\tau,$ $\theta,$ $\theta-\epsilon),$ $\beta^{+}(T,$ $\theta,$ $\theta+\epsilon)\}|T$ : 位置共変推定量} $= \sup_{0<s<1}Is(F_{\theta+}2\epsilon||F_{\theta})$ .

ここで $\epsilonarrow+0$ の極限を取ると以下の式を得る.

$\lim\underline{1}\sup$ { $\min\{\beta^{-}(\tau,$ $\theta,$ $\theta-\epsilon),$ $\beta^{+}(T,$ $\theta,$ $\theta+\epsilon)\}|T$ : 位置共変推定量} $= \lim_{\epsilonarrow+0}\frac{1}{g(\epsilon)}\sup_{0<S<1}I^{S}(F_{\theta+}2\epsilon||F_{\theta})$ .
$\epsilonarrow+0g(\epsilon)$

(61)

(61) は区間推定の極限を表す式と考えることができ, 以下点推定の場合に対応する式 (補題 7が与える下限) との

比較を条件 (A 4) が成り立つ場合と (A 3) が成立する場合の 2つの場合について行う.

条件 (A 4) が成り立ち十分小さな $\epsilon>0$ について尤度比推定量が存在するとき以下のように極限の順序を取り

替えることによって以下のように異る値が得られる.

$\epsilon 0\lim\frac{1}{\epsilon}\sup$ { $\min\{\beta^{-}(T,$ $\theta,$ $\theta-\epsilon),$ $\beta^{+}(\tau,$ $\theta,$ $\theta+\epsilon)\}|T$ : 位置共変推定量} $=2 \max\{f(a), f(b)\}$ (62)

$\sup\{\lim_{\epsilonarrow+0}\frac{1}{\epsilon}\min\{\beta^{-}(T, \theta, \theta-\epsilon), \beta+(\tau, \theta, \theta+\epsilon)\}|T:\text{位置共変推定量}\}=f(a)+f(b)$ . (63)

なお条件 (A 3) の下で尤度比推定量が存在する場合には以下の式が成立し (62),(63) のような病的な現象は起き

ない.

$\lim_{\epsilonarrow+0}\frac{1}{\epsilon^{2}}\sup$ { $\min\{\beta^{-}(T,$ $\theta,$ $\theta-\epsilon),$ $\beta^{+}(\tau,$ $\theta,$ $\theta+\epsilon)\}|T$ : 位置共変推定量} $= \frac{J_{f}}{2}$ (64)

$\sup\{\lim_{\epsilonarrow+0}\frac{1}{\epsilon^{2}}\min\{\beta^{-}(T, \theta, \theta-\epsilon), \beta+(\tau, \theta, \theta+\epsilon)\}|T:\text{位置共変}\Re\xi \text{定量}\}=\frac{J_{j}}{2}$ . (65)
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条件 (A 5) の下で $\gamma_{1}=\gamma_{2}=2$ となり, 尤度比推定量が存在する場合には十分な解析が出来ていないが条件 (A 3)
が成立する場合と同じように両者は–致すると思われる.

33 2次漸近論

モデルが条件 (A 4) を満たす場合の 2次の評価を大偏差の視点から行う. 大偏差の枠組みでの高次の議論は
$\mathrm{F}\mathrm{u}[4]$ によりなされたが, 非正則な場合については全くなされていない. -方, 情報量損失の観点からの 2次の評価

は非正則な場合について $\mathrm{A}\mathrm{k}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{a}[1]$ によりなされた研究がある.

定義 1推定量 $T=\{T_{n}\}$ に対して 2次式 $h$ が以下の条件 (66) を満たすとき 2次式 $h$ を $h(T, \theta)$ で表すことに

する.

$\lim_{\epsilonarrow 0}\frac{\beta(T,\theta,\epsilon)-h(\epsilon)}{\epsilon^{2}}=0$ . (66)

(66) を満たす 2次式 $h$ は存在すれば–意である. $h(T, \theta)$ は存在すれば–意である. 同様に $h^{+}(T, \theta),$ $h^{-}(T, \theta)$ を

定義する. 推定量 $T=\{T_{n}\}$ について式 (66) の左辺が $\theta_{0}$ の適当な近傍で–様収束するとき両側 2次 $\mathrm{L}\mathrm{D}$ 型局所

様であるいうことにする. さらに推定量 $T=\{T_{n}\}$ が両側 2次 $\mathrm{L}\mathrm{D}$ 型局所一様性に加えて

$\lim_{\thetaarrow\theta_{0}}h(T, \theta)=h(T, \theta_{0})$

を満たすとき両側 2次 $\mathrm{L}\mathrm{D}$ 型局所共変と呼ぶことにする. 同様に右側 (左側)2次 $\mathrm{L}\mathrm{D}$ 型局所一様性性及び右側 (左
側)2次 $\mathrm{L}\mathrm{D}$ 型局所共変性を定義することとする.

ただ, $\beta^{+}$ と $\beta^{-}$ に関する trade-off を含めた意味での 2次の評価は極めて難しいので先ほどまでのように trade-off
を扱う議論は行わず, もう少し特殊な問題設定の下で考える.

定理 3 モデルが条件 (A 4) を満たしかつ $f(a)=f(b)$ とする. 推定量 $T=\{T_{n}\}$ が両側 2次 $\mathrm{L}\mathrm{D}$ 型局所共変であ

るとき以下の式が成立する.

$h(T, \theta)(x)\leq\{$

$2f(a)x+2(f(a)^{2}+f’(a))X^{2}$ if $J_{f}\neq 0$ , $\frac{j_{f}+f’(a)+f\prime(b)}{2J_{f}}>1$

$2f(a)x+2(f(a)^{2}-f;(b)+ \frac{(^{j_{f}+}f\prime(a)+f^{l}(b))^{2}}{J_{f}})x^{2}$ if $J_{f}\neq 0$ , $0 \leq\frac{J_{f}+f’(a)+f’(b)}{2J_{f}}\leq 1$

$\forall x>0$ .
$2f(a)x+2(f(a)2-f’(b))X^{2}$ if $J_{f}\neq 0$ , $\frac{J_{f}+f’(a)+f\prime(b)}{2J_{f}}<0$

$2f(a)x+2(f(a)^{2}+ \min\{f’(a), -f’(b)\})X^{2}$ if $J_{f}=0$

(67)

証明 補題 11より $\beta(T, \theta, \epsilon)\leq\sup_{0<s<1}I^{s}(F_{\theta}||F_{\theta+2\epsilon})$
が成り立つ. さらに (14) の $s$ に関する –様収束性及び $T$ の

両側 2次 $\mathrm{L}\mathrm{D}$ 型局所共変性より

$h(T, \theta)(x)\leq\sup_{0<s<1}f(a)2x+(sf’(a)-(1-s)f’(b)+s(1-s)J_{f}+f^{2}(a))\frac{(2x)^{2}}{2}$

$=\{$

$2f(a)x+2(f(a)^{2}+f’(a))x^{2}$ if $J_{f}\neq 0$ , $\frac{J_{f}+f’(a)+f\prime(b)}{2J_{f}}>1$

$2f(a)x+2(f(a)^{2}-f’(b)+ \frac{(^{j_{f}}+f\prime(a)+f\prime(b))2}{J_{f}})x^{2}$ if $J_{f}\neq 0$ , $0 \leq\frac{J_{f}+f’(a)+f\prime(b)}{2J_{f}}\leq 1$

$2f(a)x+2(f(a)2-f’(b))X^{2}$ if $J_{f}\neq 0$ , $\frac{J_{f}+f’(a)+f\prime(b)}{2J_{f}}<0$

$2f(a)x+2(f(a)^{2}+ \min\{f’(a), -f’(b)\})X2$ if $J_{\hat{J}}=0$ ,

となり題意が成り立つ. 口
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定理 3の (67) が与える限界を達成する推定量の存在が興味のあるところであるが残念ながら今のところそのよう
な推定量の存在は確認できていない. 例えば先に定義した推定量 $\check{\theta}(\lambda)$ については $\lambda=1/2$ のときについては式

(52),(53) より $f(a)=f(b)$ となる条件に注意すると以下の式が得られる.

$h^{+}( \check{\theta}(\frac{1}{2}),$ $\theta)(x)=2f(b)x+2(-f^{l}(b)+f^{2}(b))x^{2}$

$h^{-}( \check{\theta}(\frac{1}{2}),$ $\theta)(x)=2f(a)x+2(f’(a)+f^{2}(a))X^{2}$

$h( \check{\theta}(\frac{1}{2}),$ $\theta)(x)=2f(a)x+2(\min\{f’(a), -f’(b)\}+f^{2}(a))X^{2}$ , $\forall x>0$ .

特に $J_{f}=0$ のとき (例えば–様分布族) の場合には (67) が与える限界を達成していることが分る. しかしながら

$J_{f}\neq 0$ となる場合についてはここで提案した推定量では (67) が与える限界を達成しない. $\mathrm{A}\mathrm{k}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{a}[1]$ によると,

最大値 $\overline{\theta}$ 最小値 $\underline{\theta}$ に対数微分を組み合わせたものが, 漸近 2次の意味で情報量損失が無い. したがって $\check{\theta}(\frac{1}{2})$ に

如何に対数微分の情報を組み合わせて推定量を改良するかが課題となる.

3.4 超有効性と LD 型局所共変性

以下では \S 3.1で導入した $\mathrm{L}\mathrm{D}$ 型局所共変性と Ibragimov and Has’minskii [3] により指摘された超有効性との

関係について考える. 以下の内容に関する総合的な日本語の文献として赤平 [13] がある. モデルが条件 (A 1) を

満たす (正則である) 場合では大偏差型の限界は Bahadur [5] により Kullback- Leibler の divergence の単調性

を利用して弱一致性のみを課すだけで限界が得られることが知られている. そのため, MSE 型の評価と異なり超

有効性が生じない. しかしながら, 本稿で扱う例のように support が重ならない非正則なモデルでは divergence

が発散するため divergence の単調性からは意味のある限界を導くことができない. そのため本稿では相対レニー

エントロピーを用いて大偏差型の限界を導出した. \S 3.1での限界の導出には弱一致性に加えてさらに強い条件す
なわち LD 型局所共変性を課した. 非正則なモデルについては推定量に弱一致性を課すのみでは Ibragimov and

Has’minskii [3] により指摘された以下の例 1にあるように超有効性を排除できない. 例 1は \S 3.1で与えられた限
界の導出に関して $\mathrm{L}\mathrm{D}$ 型島所共変性が本質的であることを示している.

例 1一様分布族を考える. すなわち密度関数 $f_{\theta}(x)$ が以下で定義される確率分布族 $\{p_{\theta}|\theta\in \mathbb{R}\}$ を考える.

$f_{\theta}(_{X)}:=\{$

1, $| \theta-x|<\frac{1}{2}$

$0$ , $| \theta-x|\geq\frac{1}{2}$ .

そして $X_{1},$
$\ldots,$

$X_{n}$ を確率分布 $P\theta$ に従う確率変数とする. $\check{\theta}(\frac{1}{2})$ は限界を達成する LD 型局所共変推定量であっ

た. $\check{\theta}(\frac{1}{2})$ を以下のように変形して $\check{\theta}(\frac{1}{2})’$ を以下のように構成する.

$\overline{\theta}(\frac{1}{2})_{n}’:=\{$

$0$ 全ての $k$ について $X_{k}\in[-1/2,1/2]$

$\overline{\theta}(\frac{1}{2})_{n}$ 上記以外.

このとき, 任意の $\epsilon>0$ について

$\frac{1}{2}(1-2\epsilon(1+\theta)n,\frac{1}{2})^{n}-((11-\theta)^{n}\leq-2\epsilon)^{n}\leq$ $p_{\theta}^{n}p_{\theta}^{n}p_{\theta}^{n}p^{n}\theta$ $= \leq\frac{1}{02}(1-2\epsilon)^{n}\leq\frac{1}{2}(1-2\epsilon)\leq\frac{1}{2}(1-2\epsilon)n+n(1+\theta)^{n}$
$\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{f}$ $0<\theta 0=\theta\theta<-\epsilon-\epsilon<\theta<0$
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が成り立つ. したがって任意の $\epsilon>0$ について以下の式を得る.

$\beta^{+}(\check{\theta}(\frac{1}{2})’,$ $\theta,$ $\theta+\epsilon)\{$

$=-\log(1-2\epsilon)$ , if $2\epsilon\leq\theta$

$\geq-\log(1-2\epsilon)$ , if $0<\theta<2\epsilon$

$=\infty$ , if $\theta=0$

$\geq-\log(1-2\epsilon)$ , if $-\epsilon<\theta<0$

$=-\log(1+\theta)$ , if $-2\epsilon<\theta\leq-\epsilon$

$=-\log(1-2\epsilon)$ , if $\theta\leq-2\epsilon$ .

この場合は (35) で–様収束していないので定理 9は適用できないが $g(x)=|x|$ とすると以下のように計算できる.

$\alpha^{+}(g,\overline{\theta}(\frac{1}{2})’,$ $\theta)=\{$

$\infty$ if $\theta=0$

2 if $\theta\neq 0$ .
(68)

同様にして以下の式を得る.

$\alpha^{-}(g,\check{\theta}(\frac{1}{2})’,$ $\theta)=\{$ $2\infty$ $\mathrm{i}\mathrm{f}\theta\neq 0\mathrm{i}\mathrm{f}\theta=0$

.
’

$\alpha(g,\overline{\theta}(\frac{1}{2})’,$ $\theta)=\{$

$\infty$ if $\theta=0$

2if $\theta\neq 0$ .
(69)

上記の例 1では $\mathrm{L}\mathrm{D}$ 型局所共変性を満たさない推定量 $\overline{\theta}(\frac{1}{2})’$ は (54) $,(55),(68)$ 及び (69) より $\alpha(x,\overline{\theta}(.\frac{1}{2})’,$ $\theta)$ に

注目する限り, $\check{\theta}(\frac{1}{2})$ よりも良くなったように見えるが, 以下に述べる理由から必ずしも良くなったとは言えない.

まず, あくまでも $\alpha(g, T, \theta)$ は $\beta(T, \theta, \epsilon)$ の $\epsilon>0$ が十分小さいときの挙動をあらわすために導入した量である

ことに注意してもらいたい. 本来, 推定量 $T’$ が推定量 $T$ より大偏差の意味での優越はたとえば以下で定義される

べきである. すなわち, 任意の $\theta\in\ominus,$ $\epsilon>0$ について $\beta(\tau’, \theta, \epsilon)\geq\beta(T, \theta, \epsilon)$ となるときに推定量 $T’$ は推定量 $T$

より大偏差の意味で優越すると言える.
しかしながら –般に任意の $\epsilon>0$ についての $\beta(T, \theta, \epsilon)$ などの大小関係から推定量の優越を議論することは変

数などが多く –般には極めて難しい. この議論を簡単にするために導入された量が $\alpha(g, T, \theta)$ などである. これ

らの量は先に定義した $\mathrm{L}\mathrm{D}$ 型局所共変性を満たすときはこれらの量の大小関係が以下の議論を経ることによって
$\beta(T, \theta, \theta+\epsilon)$ 等の量の大小関係に結び付けることが可能である.

すなわち真のパラメータが $\ominus$ のコンパクト部分集合 Oo に含まれていることが既知であるとする. 任意の $\theta\in\Theta_{0}$

について $\alpha(\mathit{9}, T’, \theta)\geq\alpha(g, T, \theta)$ とすると任意の $\delta>0$ に対して十分小さな $\epsilon_{0}>0$ をとると以下の式が成立する.

$\beta(T’, \theta, \epsilon)+\delta g(\epsilon)\geq\beta(\tau, \theta, \epsilon)$ , $\epsilon_{0}>\epsilon>0,$ $\theta\in\ominus_{0}$ (70)

すなわち $\mathrm{L}\mathrm{D}$ 型局所共変性が満たされるときは上記のように $\alpha(g, T, \theta)$ に関する不等式を $\beta(T, \theta, \epsilon)$ に関する不等

式に結び付けることができる.
逆に $\mathrm{L}\mathrm{D}$ 型局所共変性が満たされないときは, 未知のパラメータ $\theta\in$ Oo に関して–様に $\epsilon_{0}$ . $>0$ を取ることが

できないので $\alpha(g, T, \theta)$ に関する不等式を $\beta(T, \theta, \epsilon)$ に関する不等式に結び付けることはできない. 先の例 1で扱っ

た推定量 $\check{\theta}(\frac{1}{2})’$ は $\mathrm{L}\mathrm{D}$ 型局所共変性をみたしておらず, $\alpha$ の大小関係を $\beta$ の大小関係に結び付けることができな

い. そのため, このような状況ではたとえ $\alpha$ の大小関係において $\overline{\theta}(\frac{1}{2})’$ の方が $\overline{\theta}(\frac{1}{2})$ 優れていても $\overline{\theta}(\frac{1}{2})’$ の方が優

れいていると判断できない. したがって,\alpha (g, $T,$ $\theta$) を用いて推定量の優越を評価するためには, 先に導入した LD
型局所共変性を満たす推定量に制限する必要がある. 同様の現象は以下に扱う以下の例 2においても現れる [3].

例 2確率密度関数 $f(x)$ が条件 (A 3) を満たすときについて考える. 最尤推定量を $\hat{\theta}_{ML}:=\{\hat{\theta}_{ML,n}\}$ と書き

$g(x)=x^{2}$ とすると以下の不等式を得る.

$\alpha(g,\hat{\theta}_{ML}, \theta)=\lim\lim_{n\epsilonarrow 0arrow\infty}\frac{\beta(\hat{\theta}_{ML},\theta,\epsilon)}{\epsilon^{2}}=\frac{J_{f}}{2}$ . (71)
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したがって (41) が与える限界を最尤推定量は達成している. また,最尤推定量は位置に関して共変であるから, (71)

は $\theta$ に関して–様収束している. さらに, 次に最尤推定量 $\hat{\theta}_{ML}$ を変形して $\hat{\theta}_{ML}’:=\{\hat{\theta}_{ML,n}’\}$ を以下のように構成

する.

$\hat{\theta}_{ML,n}’.=\{$

$0$ 全ての $k$ について $X_{k}\in[-1,1]$

$\hat{\theta}_{ML,n}$ 上記以外 .

このとき先ほどと同じような計算をすると, $g(x)=x^{2}$ の下で以下の式を得る.

$\alpha(g,\hat{\theta}_{ML}’, \theta)=\lim_{\epsilonarrow 0}\lim_{narrow\infty}\frac{\beta(\hat{\theta}_{ML}’,\theta,\epsilon)}{\epsilon^{2}}=\{$

$\infty$ , if $\theta=0$

$\underline{J}_{\mathrm{A}}2$

’ if $\theta\neq 0$ .
(72)

$\mathrm{L}\mathrm{D}$-型局所共変であれば不等式 (41) が成立する事実の対偶を考えると, (72) から推定量 $\hat{\theta}_{ML}’$ は LD-型局所共変で

ないことが確かめられる.

4 極限分布に関する漸近論

この節では大偏差ではなく極限分布に注目することによって漸近論を展開する.

4.1 極限分布に関する右側誤差と左側誤差の trade off

まずはじめに \S 3.1で扱った右側誤差と左側誤差に関する trade-off を極限分布に注目する形で議論する. 単調増

加数列 $\vec{a}:=\{a_{n}\}$ 及び推定量 $T$ に対して以下の量か収束するとき $P(\vec{a}, T, \theta)(x, y)$ を以下のように定義する.

$P( \vec{a}, T, \theta)(X, y):=\lim_{narrow\infty}p_{\theta}^{n}(\theta+y/a_{n}\geq T_{n}\geq\theta+x/a_{n})$ .

そして $P(\vec{a}, \tau, \theta)(x, y)$ で定義される $\mathbb{R}$ 上の確率分布を $P(\vec{a}, \tau, \theta)$ で表すことにする. 数列 $\vec{a}$ に対して推定量 $T$

が以下の条件を満たすとき $\theta$ で a\rightarrow -局所共変であると呼ぶことにする.

$P( \vec{a},,T, \theta)(x-\epsilon, y-\epsilon)=\lim_{narrow\infty}p_{\theta+\epsilon/a_{n}}^{n}(\theta+y/a_{n}\geq T_{n}\geq\theta+x/an)$ .

補題 14推定量 $T$ を $\theta$ で岳局所共平野定量とする. このとき以下の不等式を得る.

$I^{s}(P( \vec{a}, T, \theta)||P(\vec{a}, T, \theta)\epsilon)\leq\lim_{narrow\infty}I^{S}(p^{n}\theta||p\theta+\epsilon/a_{n})n$ .

証明 相対レニーエントロピーの単調性と局所共変性を用いると明らか 口

補題 15数列 $\vec{a}$ がある $0<s<1$ について以下の条件を満たすとする.

$\lim_{narrow\infty}I^{s}(p^{n}\theta||p\theta+\epsilon/an)n=0$ .

このとき $\theta$ で岳局所共変推定量は存在しない.

以下では数列 $\vec{a}=\{a_{n}\}$ が以下の条件を満たす場合についてのみ考え, 推定量 $T$ は $\theta$ で a\rightarrow -局所共変とする.

$0< \lim_{narrow\infty}I^{S}(p_{\theta}|n|p\theta+\epsilon/a_{n})n<\infty$ for $0<\forall s<1$ .

そして $\alpha^{+}(\vec{a}, g, \tau, \theta),$ $\alpha-(\vec{a}, g, T, \theta)$ を以下で定義する.

$\alpha^{+}(\tilde{a}, g, T, \theta):=-\lim_{Larrow+\infty}\frac{\log P(\vec{a},\tau,\theta)(L,\infty)}{g(L)}$ , $\alpha^{-}(\vec{a}, g, T, \theta):=-\lim_{Larrow+\infty}\frac{\log P(\vec{a},T,\theta)(-\infty,-L)}{g(L)}$ .
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$(\alpha^{+}(\vec{a}, \mathit{9}, \tau, \theta), \alpha-(\vec{a}, g, \tau, \theta))$ のなす集合 $C(\vec{a}, g, \theta)$ ( (73) で定義される) について次の定理が成立する.

$C(\vec{a}, g, \theta):=$ { $(\alpha(+\vec{a},$ $g,$ $\tau,$ $\theta),$ $\alpha-(\vec{a},$ $g,$ $\tau,$ $\theta))|T$ : $\vec{a}$-局所共変推定量} (73)

定理 4条件 (A 2) の下では適当な条件が満たされ, $\vec{a}=\{\sqrt{n}\},$ $g(L)=L^{2}$ とするとき, 集合 $C(\vec{a}, g, \theta)$ は fig. 1で

与えられる. また条件 (A 4) の下では $\vec{a}=\{n\},$ $g(L)=L$ とするとき, 集合 $C(\vec{a}, g, \theta)$ は fig. 2で与えられ, 条件

(A 5) の $\gamma_{1}=\gamma_{2}=2$ のときは $\vec{a}=\{\sqrt{n\log n}\},$ $g(L)=L^{2}$ とすると集合 $C(\vec{a}, g, \theta)$ は以下の fig. 4で与えられる.

$(A_{l}+A_{\mathit{2}})/\mathit{4}$

1何

$0$

$(A_{J}+A_{\mathit{2}})/\mathit{4}$

$\alpha^{+}$

以下定理 4の証明に必要な補題を準備する.

補題 16 $t= \frac{\alpha^{-}(\vec{a},g,T,\theta)}{\alpha^{+}(\vec{a},g,T,\theta)}$ とするとき以下の式が成立する.

$\lim I^{s}(p_{\theta}^{n}||p_{\theta+/a}Ln)n$

$\lim_{Larrow\infty}\frac{narrow\infty}{g(L)}$

$\alpha^{+}(\vec{a}, g, T, \theta)\leq_{\{s|0}\inf_{<s<1\}}$
$\inf$ $(1-S)tg((1-\eta)L)+sg(\eta L)$

(74)

$\lim_{Larrow\infty}\frac{0\leq\eta\leq 1}{g(L)}$

$= \inf_{\{s|0<S<1\}}\lim_{Larrow\infty}\frac{\lim_{narrow\infty}I^{S}(p_{\theta}|n|p_{\theta+L}^{n}/a_{n})}{\inf_{0\leq\eta\leq 1}(1-s)tg((1-\eta)L)+Sg(\eta L)}$. (75)

さらに $g$ が凹関数であるとき (74) は以下のように書き換えられる.

$\alpha^{+}(\vec{a}, g, T, \theta)\leq\inf_{<\{s|0s<1\}}\frac{1}{\min\{s,(1-s)t\}}Larrow\lim\frac{narrow\infty}{g(L)}\infty$ .
$\lim I^{S}(p_{\theta}^{n}||p_{\theta+/a}Ln)n$

証明 $m$ を任意の正の整数とする. そして任意の $\epsilon>0$ に対して以下の条件を満たす $L_{0}>0$ を取る. 任意の
$L\geq L_{0}$ に対して以下の不等式が成立する.

$\log P(\vec{a}, T, \theta)(\frac{L}{m}$ $\infty)\leq-\alpha^{+}(\vec{a}, g, \tau, \theta)g(L)+\epsilon$, $\log P(\vec{a}, T, \theta)(-\infty,$ $- \frac{L}{m})\leq-\alpha^{-}(\vec{a}, g, T, \theta)g(L)+\epsilon$ .
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補題 16及び相対レニーエントロピーの単調性より以下の式が得られる.

$- \lim_{narrow\infty}I^{s}(p^{n}\theta||p^{n}\theta+L/a_{n})$

$\leq\log((P(\vec{a}, T, \theta)(-\infty, \mathrm{o}))^{S}(P(\vec{a}, T, \theta)(-\infty, -L))^{1}-S+(P(\vec{a}, T, \theta)(L, \infty))^{s}(P(\vec{a}, T, \theta)(\mathrm{o}, \infty))^{1}-S$

$+ \sum_{i=1}^{m}(P(\vec{a}, \tau, \theta)(\frac{i-1}{m}L,$ $\frac{i}{m}L))^{s}(P(\vec{a}, T, \theta)(\frac{i-1-m}{m}L,$ $\frac{i-m}{m}L))^{1-s}\mathrm{I}$

$\leq\log((P(\vec{a}, T, \theta)(-\infty, -L))^{1-}\mathrm{s}+(P(\vec{a}, T, \theta)(L, \infty))^{s}+\sum_{i=1}^{m}(P(\vec{a}, T, \theta)(\frac{i-1}{m}L,$ $\infty))^{s}(P(\vec{a}, T, \theta)(-\infty,$ $\frac{i-m}{m}L))^{1}$

$\leq\log(\exp(1-s)(-\alpha^{-}(\vec{a}, g, T, \theta)g(L)+\epsilon)+\exp s(-\alpha^{+}(\vec{a}, g, T, \theta)g(L)+\epsilon)$

$+ \sum_{i=1}^{m}\exp(s(-\alpha^{+}(\vec{a}, g, T, \theta)_{\mathit{9}}(\frac{i-1}{m}L)+\epsilon)+(1-s)(-\alpha^{-}(\vec{a}, g, T, \theta)g(\frac{m-i}{m}L)+\epsilon)))$

$\leq\log((m+2)\exp(-\min_{1\leq i\leq m}S\alpha^{+}(\vec{a}, g, T, \theta)g(\frac{i-1}{m}L)+(1-S)\alpha^{-}(\vec{a}, g, T, \theta)g(\frac{m-i}{m}L)+\epsilon))$

$= \log(m+2)-(_{1\leq\leq m}\min_{i}s\alpha(+\vec{a}, \mathit{9}, \tau, \theta)_{\mathit{9}}(\frac{i-1}{m}L)+(1-S)\alpha^{-}(\vec{a}, g, T, \theta)g(\frac{m-i}{m}L))+\epsilon$ .

さらに両辺を $g(L)$ で割った上で $Larrow\infty$ の極限を考えると以下の式を得る.

$\lim_{Larrow\infty}\frac{\lim_{narrow\infty}I^{S}(p_{\theta}^{n}||p_{\theta+/a}Ln)n}{g(L)}\geq\lim_{Larrow\infty\overline{\mathit{9}()}}L^{\cdot}$

$\min_{1\leq i\leq m}s\alpha^{+}(\vec{a}, g, T, \theta)g(\frac{i-1}{m}L)+(1-S)\alpha^{-}(\vec{a}, g, T, \theta)g(\frac{m-i}{m}L)-\epsilon$

ここで $\epsilon>.0$ は任意であるから以下の式を得る.

$\lim_{Larrow\infty}\frac{\lim_{narrow\infty}I^{S}(p_{\theta}^{n}||p^{n}\theta+L/an)}{g(L)}\geq\lim_{Larrow\infty}\frac{\min_{1\leq i\leq m}s\alpha(+\tilde{a},g,\tau,\theta)g(\frac{i-1}{m}L)+(1-S)\alpha^{-}(\vec{a},g,\tau,\theta)g(\frac{m-i}{m}L)}{g(L)}$

.

さらに, $m$ が任意であることと $f$ の連続性より以下の式を得る.

$\lim_{Larrow\infty}\frac{\lim_{narrow\infty}I^{S}(p_{\theta}^{n}||p\theta+L/a_{n})n}{g(L)}\geq\lim_{Larrow\infty}\frac{\inf_{0\leq\eta\leq 1}s\alpha^{+}(\vec{a},g,\tau,\theta)g(\eta L)+(1-S)\alpha^{-}(\tilde{a},g,\tau,\theta)g((1-\eta)L)}{g(L)}$ .

さらに $\alpha^{-}(\vec{a}, g, T, \theta)=t\alpha^{+}(\vec{a}, g, \tau, \theta)$ であるから, 以下の式を得る.

$\lim_{Larrow\infty}\frac{\lim_{narrow\infty}I^{S}(p_{\theta}|n|p_{\theta L}+/a_{\mathfrak{n}})n}{g(L)}\geq\alpha^{+}(\vec{a}, g, T, \theta)\lim\frac{0\leq\eta\leq 1}{g(L)}Larrow\infty$.
inf $sg(\eta L)+(1-S)tg((1-\eta)L)$

したがって, $0<s<1$ が任意であることから (74) を得る. 口

補題 8の証明と同様にして以下の補題を得る.

補題 17条件 (A 2) が満たされ, 適当な正則性条件が満たされるとき $\vec{a}=\{\sqrt{n}\}$ とすると,

$\lim_{narrow\infty}I^{S}(p_{\theta}^{n}||p^{n}\theta+L/an)=\frac{s(1-s)}{2}J_{\theta}L^{2}$ .

が得られる. さらに $g(x)=x^{2}$ とするとさらに $\{\sqrt{n}\}$ -局所共変推定量 $T$ に対して以下の式が成立する.

$\alpha^{+}(\vec{a}, g, T, \theta)\leq\{$

$\underline{J}_{\mathrm{A}}2$ $t<1$

$\frac{J_{\theta}}{2t}$ $t\geq 1$

(76)
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条件 (A 2) の下では $\alpha^{+}(\vec{a}, g, T, \theta)$ と $\alpha^{-}(\vec{a}, g, T, \theta)$ の取りうる範囲の集合については $C(\vec{a}, g, \theta)\subset\{(x, y)|x\leq$

$- J_{\Delta}2’ y \leq\frac{J}{2}L\}$ がわかる. なお適当な正則性条件の下で最尤推定量は $\alpha^{+}(\vec{a}, g, T, \theta)=\alpha^{-}(\vec{a}, g, T, \theta)=\frac{J}{2}\$ を満たす.

したがって最尤推定量が最適となりこの場合は trade off を考える必要が無い. よって条件 (A 2) の下では適当な

正則性条件の下で $C(\vec{a}, g, \theta)$ は fig. 1と $-$致する.

さらに, 補題 9と同様にして以下の補題が得られる.

補題 18条件 (A 5) の下で以下の式が成り立つ. なお, 条件 (A 4) の下では $\gamma_{1}=\gamma_{2}=1$ の場合と同種の式が成

立する. $0<\gamma_{1}=\gamma_{2}<2$ の場合は $\vec{a}=\{n^{1/\gamma_{1}}\},$ $g(x)=x^{\gamma_{1}}$ とおく. さらに $\{\mathrm{n}^{1/\gamma_{1}}\}$ -局所共変推定量 $T$ に対して

以下の式が成立する. $0<\gamma_{1}=\gamma_{2}<1$ のときについては以下の式が得られる.

$\alpha^{+}(\vec{a}, g, T, \theta)\leq\frac{1-\gamma_{1}}{\gamma_{1}}(A_{1}B(\frac{t+\gamma_{1}}{1+t},1-\gamma 1)+A_{2}\frac{1}{t}B(\frac{1+t\gamma_{1}}{1+t},1-\gamma 1))$ . (77)

$\gamma_{1}=\gamma_{2}=1$ の場合以下の式を得る.

$\alpha^{+}(\vec{a}, g, T, \theta)\leq A_{1}+\frac{1}{t}A_{2}$ . (78)

さらに $1<\gamma_{1}=\gamma_{2}<2$ の場合は以下の式が得られる.

$\alpha^{+}(a, g,)arrow T,\theta$

$\leq\inf_{<\{s|0s<1\}}\frac{A_{1}s(1-S(\gamma 1^{-}1))B(s+\gamma_{1(1S),-\gamma_{1}}-2)+A2(1-S)(1-(1-s)(\gamma 1-1))B(1-S+\gamma_{1}s,2-\gamma 1)}{\gamma 1\inf\{\eta|0\leq\eta\leq 1\}S\eta^{\gamma}1+(1-S)l(1-\eta)^{\gamma_{1}}}$.

(79)

そして $\gamma_{1}=\gamma_{2}=2$ のときについては $a_{n}=\sqrt{n\log n},$ $g(x)=x^{2}$ とすると $\{\sqrt{n\log n}\}$ -局所共変推定量 $T$ に対し

て以下の式が成立する.

$\alpha^{+}(\vec{a}, g, T, \theta)\leq\{$

$\frac{A+A}{4}$ $t<1$

$\underline{A}_{4arrow,4t}+A$ $t\geq 1$ .
(80)

$\gamma_{1}=\gamma_{2}>2$ のときは補題 17を参照のこと. また $\gamma_{1}<\gamma_{2}$ のときについては $A_{2}$ のところに $0$ を代入すると良い.

証明 $0<\gamma_{1}<2$ のときについては以下の式を得る.

$\lim_{narrow\infty}I^{s}(p_{\theta}^{n}||p_{\theta+\frac{L}{n^{1/\gamma_{1}}}}^{n})=$

$\frac{1-\gamma_{1}}{\gamma_{1}}L^{\gamma_{1}}(A_{1}sB(s+\gamma_{1}(1-s), 1-\gamma 1)+A_{2}(1-S)B(1-s+\gamma_{1}s, 1-\gamma_{1}))$ $0<\gamma_{1}<1$

$(A_{1^{S+}}A2(1-S))L$ $\gamma_{1}=1$

$\frac{A_{1^{S}}(1-S(\gamma 1-1))B(s+\gamma_{1(1s),)(1-}-2-\gamma 1+A2s)(1-(1-S)(\gamma 2^{-1}))B(1-S+\gamma 2s,2-\gamma 2)}{\gamma_{1}}L^{\gamma_{1}}$ $1<\gamma_{1}<2$ .

この式と補題 16を組み合わせれば, 補題 9と同様にして $0<\gamma_{1}<2$ のときについては補題の主張を示すことが

できる. 次に $\gamma_{1}=2$ のときについて考える.

$\lim_{narrow\infty}I^{s}(p_{\theta}^{n}||p_{\theta+\frac{L}{\sqrt{n\log n}}}^{n})=\frac{(A_{1}+A_{2})S(1-s)}{2}\lim_{narrow\infty}-n(\frac{L}{\sqrt{n\log n}})^{2}\log\frac{L}{\sqrt{n\log n}}$

$= \frac{(A_{1}+A_{2})S(1-S)}{2}\lim_{narrow\infty}-\frac{L^{2}}{\log n}(\log L-\frac{1}{2}(\log n+\log\log n))=\frac{(A_{1}+A_{2})S(1-S)}{4}L^{2}$ .

したがって補題 16を組み合わせると, 補題 8と同様にして, (80) を示すことが出来る. 口

次に具体的な推定量の下で上記 bound を達成しているか調べる.

Akahira and $\mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{i}[2]$ によると, 条件 (A 5) の $\gamma_{2}=\gamma_{1}=2$ の場合は最尤推定量 $\hat{\theta}$ を用いると極限分布
$P(\{\sqrt{n\log n}\},\hat{\theta}, \theta)$ は分散 $\frac{2}{A_{1}+A_{2}}$ の正規分布となり $t=1$ を代入した (80) の等号を達成する. したがって条件

(A 5) の $\gamma_{2}=\gamma_{1}=2$ の場合はと集合 $C(\vec{a}, g, \theta)$ は fig. 4で与えられる.
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補題 $190<\gamma_{1}=\gamma_{2}<2,$ $a_{n}=n^{\frac{1}{\gamma 1}}$ とする. このとき, 以下の式を得る.

$P(\tilde{a}, T, \theta)(-\infty, -L)\leq e^{-A_{2}L^{\gamma 1}}$ (81)
$P(\vec{a}, T, \theta)(L, \infty)\leq e^{-A_{1}L^{\gamma 1}}$ . (82)

証明 (57) より,

$P( \vec{a}, T, \theta)(-\infty, -L)\leq\lim_{narrow\infty}(1$ $- \int_{b-}^{b}f(x)\frac{L}{(1-\lambda)n^{\overline{\gamma}}1}1dXn=e^{-A_{2}L^{\gamma 1}}$ (83)

となり (81) を得る. 同様に (82) を得る. 口

よって補題 19を用いると,補題 18で扱ったモデルについて \S 3.1で導入した推定量 $\overline{\theta}(\lambda)$ の $\alpha^{+}(\vec{a}, g,\overline{\theta}(\lambda), \theta),$ $\alpha^{-}(\vec{a}, g,\overline{\theta}(\lambda), \theta)$

は以下のように計算できる.

$\alpha^{+}(\vec{a}, g,\overline{\theta}(\lambda), \theta)\geq\frac{A_{1}}{\gamma_{1}\lambda^{\gamma_{1}}}$ , $\alpha^{-}(\vec{a}, g,\overline{\theta}(\lambda), \theta)\geq\frac{A_{2}}{\gamma_{1}(1-\lambda)^{\gamma 1}}$ .

なおここで $\gamma_{1}=\gamma_{2}$ とし, $a=arrow\{n^{1/\gamma_{1}}\},$ $g(x)=$ 国 $\gamma_{1}$ とした. 特に $\gamma_{1}=\gamma_{2}=1$ のときについては推定量 $\check{\theta}(\lambda)$ が

任意の点で缶局所共変推定量であることから, (78) が適用でき以下の式を得る.

$\alpha^{+}(\vec{a}, g,\overline{\theta}(\lambda), \theta)=A_{1}(\frac{1-\lambda}{\lambda}+1)$ , $\alpha^{-}(\vec{a}, g,\check{\theta}(\lambda), \theta)=A_{2}(\frac{\lambda}{1-\lambda}+1)$ .

したがって $\gamma_{1}=\gamma_{2}=1$ のときについては Order だけではなく最高次の係数の意味で限界を達成している. 同種

の議論から条件 (A 4) の場合には集合 $C(\vec{a}, g, \theta)$ は fig. 2で与えられる. よって定理 4が示せた.

方, それ以外のときについては下限は Order については推定量 $\overline{\theta}(\lambda)$ は限界を達成しているがその最高次の係

数までは限界を達成していない.

42 極限の取り替え

\S 3.2で扱ったものと類似の極限の取り替えについて考る. 極限分布に注目した場合も \S 3.2と同様の式が得ら
れたが, 以下の内容を読めば分かるようにその極限操作の取り替えを区間推定の極限と点推定という捉え方がで
きない. 以下,\S \S 32と同じように $\mathbb{R}$ 上の確率分布がシフトするモデルのみ扱い尤度比推定量に注目する. まず

$\tilde{\theta}^{L}:=\{\tilde{\theta}_{0,n,L/an}\}$ と推定量 (推定量の無限列) を定義する. 十分小さい任意の $\epsilon>0$ に対して $d_{\epsilon}(x)$ が単調減少で

あるとき

$- \log\max\{P(\vec{a},\tilde{\theta}^{L}, \theta)(L, \infty),$ $P( \vec{a},\tilde{\theta}^{L}, \theta)(-\infty, -L)\}\geq\sup_{0<S<1n}\lim_{arrow\infty}I^{s}(F_{\theta}||F_{\theta})+\frac{2L}{a_{n}}$ (84)

が成り立つ.

(84) の証明 Markov の不等式より $0<s<1$ となる $s$ について

$- \log p_{\theta}^{n}(\theta+L/a_{n}\leq\tilde{\theta}_{n}^{L})\geq I^{s}(F\theta||F_{\theta})+\frac{2L}{a_{n}}$ (85)

を得る (85) は Chernoff の上界式と呼ばれる $[14, 15]$ . $P(\vec{a},\overline{\theta}^{L}, \theta)(L, \infty)$ の定義に注意して $narrow\infty$ の極限を取

ると

$- \log P(\vec{a},\tilde{\theta}^{L}, \theta)(L, \infty)\geq\lim_{narrow\infty}$ Is $(F_{\theta}||F_{\theta+\frac{2L}{a_{n}}})$
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となる. $s$ について $\sup$ を取ると,

$- \log P(\vec{a},\tilde{\theta}^{L}, \theta)(L, \infty)\geq\sup_{0<s<1n}\lim_{arrow\infty}I^{s}(F_{\theta}||F_{\theta+\frac{2L}{a_{n}})}$

となる. 同様に

$- \log P(\vec{a},\tilde{\theta}L, \theta)(-\infty, -L)\geq\sup_{0<S<1narrow\infty}\lim I^{s}(F_{\theta}||F_{\theta})+\frac{2L}{a_{n}}$

を得る. したがって (84) を得た. 口

そして $Larrow+\infty$ の極限を考えると (61) に対応する式として以下の式を得る.

$\lim_{Larrow\infty\overline{g(}}\perp L)^{\sup}$ {-logmax $\{P(\vec{a},$ $T,$ $\theta)(L,$ $\infty),$ $P(\vec{a},$ $\tau,$ $\theta)(-\infty,$ $-L)\}|T$ : 位置共変推定量}

$= \lim-\wedge\sup$ $\lim I^{s}(F\theta||F_{\theta})+\frac{2L}{a_{n}}$ . (86)
$Larrow\infty \mathit{9}(L)_{0}\leq S\leq 1narrow\infty$

(86) の証明 位置可変推定量 $T$ として $\tilde{\theta}^{L}$ を考えると (84) のより $\geq$ は導ける. 以下 $\leq$ を導く. 各 $L$ について

$L$ に関して単調増加な整数 $n_{L}$ 及び $n_{L}$ 個のデータに対する位置共変推定量 $T_{n_{L}}^{L}$ (各 $L$ 毎に決めることにする) を

以下の式が成立するように取るとする.

$|- \log p^{n}\theta L(\theta+L/a_{n}\leq T_{n_{L}}^{L})-\sup$ { $-\log P(\vec{a},$ $\tau,$ $\theta)(L,$ $\infty)|T$ : 位置共変推定量}| $< \frac{1}{Lg(L)}$

$|- \log p_{\theta}nL(T_{n_{L}}^{L}\leq\theta-L/a_{n})-\sup$ { $-\log P(\vec{a},$ $\tau,$ $\theta)(-\infty,$ $-L)|T$ : 位置共変推定量 } $|< \frac{1}{Lg(L)}$

$|I^{s}(F_{\theta}||F_{\theta+\frac{2L}{a_{n_{L}}}})- \lim_{narrow\infty}$ IS $(F \theta||F_{\theta+\frac{2L}{a_{n}}})|<\frac{1}{Lg(L)}$ .

$\lim_{narrow\infty}Is(F_{\theta}||F_{\theta+\frac{2L}{a_{n}}})$ は $0<s<1$ について–様収束することに注意せよ. このとき

$\lim_{Larrow\infty\overline{g(}}\log(-\perp L)\max\{p_{\theta}(nL\theta+L/a_{n}\leq T_{n_{L}}^{L}),p_{\theta}^{n}L(\tau^{L}n_{L}\leq\theta-L/a_{n})\})$

$= \lim_{Larrow\infty}\frac{-1}{g(L)}\sup$ { $\log(\max\{P(\vec{a},$ $T,$ $\theta)(L,$ $\infty),$ $P(\vec{a},$ $\tau,$ $\theta)(-\infty,$ $-L)\})|T$ : 位置共変推定量},

$\lim_{Larrow\infty g}-\sup_{s<}$ IS$(F_{\theta} \overline{(L)}_{0<1}||F_{\theta})+\frac{2L}{a_{n_{L}}}=\lim_{\mathit{9}Larrow\infty}-\sup_{s0<<1}\lim_{arrow}\overline{(L)}n\infty I^{s}(F_{\theta}||F_{\theta})+\frac{2L}{a_{n}}$

となる. ここで補題 4の $r=0$ の場合を適用すると以下の式を得る.

$\lim_{Larrow\infty}\frac{-1}{g(L)}\log(\max\{p_{\theta}^{n_{L}}(\theta+L/a_{n}\leq T_{n_{L}}^{L}),p^{n_{L}}\theta(T_{n_{L}}^{L}\leq\theta-L/a_{n})\})\leq\lim_{Larrow\infty}\frac{1}{g(L)}\sup I^{S}0<s<1(F_{\theta}||F_{\theta})+\frac{2L}{a_{n_{L}}}$ .

よって (86) を得た $\square$

以下 (86) と補題 16が与える下限との比較をなお条件 (A 4) の場合と条件 (A 5) の $\gamma_{1}=\gamma_{2}=2$ となる場合及び

条件 (A 3) の場合の 3つの場合の間の比較を行う.
$\mathrm{c}$

まず, 条件 (A 4) の場合は十分小さな $\epsilon>0$ について尤度比推定量が存在するとき以下のように極限の順序を

取り替えることによって以下のように異る値が得られる. ここでは $\vec{a}$ として $\{n\}$ を考える.

$\lim_{L\infty}\frac{1}{L}\sup$ { $- \log(\max\{P(\vec{a})\tau,$ $\theta)(L,$ $\infty),$ $P(\vec{a},$ $\tau,$ $\theta)(-\infty,$ $-L)\})|\tau$ : 位置共変推定量} $=2 \max\{f(a), f(b)\}$

(87)

$\sup\{\lim_{L\infty}\frac{-1}{L}\log(\max\{P(\vec{a}, \tau, \theta)(L, \infty), P(\vec{a}, T, \theta)(-\infty, -L)\})|T$ : 位置\exists k‘$\text{変推定量}\}=f(a)+f(b)$ . (88)
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条件 (A 5) の $\gamma_{1}=\gamma_{2}=2$ のときは以下の式が成立し (87),(88) のような病的な現象は起きない. 以下の式では $a\sim$

は数列 $\{\sqrt{n\log n}\}$ を表すこととする.

$\lim_{Larrow+\infty}\frac{1}{L^{2}}\sup$ { $- \log(\max\{P(\vec{a},$ $\tau,$ $\theta)(L,$ $\infty),$ $P(\vec{a},$ $\tau,$ $\theta)(-\infty,$ $-L)\})|T$ : 位置共変推定量} $= \frac{A_{1}+A_{2}}{4}$ (89)

$\sup\{\lim_{Larrow+\infty}\frac{-1}{L^{2}}\log(\max\{P(\vec{a}, T, \theta)(L, \infty), P(\vec{a}, T, \theta)(-\infty, -L)\})|T:\text{位置共変}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\text{定量}\}=\frac{A_{1}+A_{2}}{4}$. (90)

(90) は不等式 (80) から $\leq$ が導かれ, 最尤推定量 $\hat{\theta}$ に関する極限分布 $P(\vec{a},\hat{\theta}, \theta)$ が分散 $\frac{2}{A_{1}+A_{2}}$ の正規分布になる

事実から $\geq$ が導かれる. すなわち, 位置共変推定量 $T$ として最尤推定量 $\hat{\theta}$ を選ぶと (90) が与える限界を達成する.

条件 (A 3) の下では以下の式が成立し同様に (87),(88) のような病的な現象は起きない. なお, $\vec{a}$ は数列 $\{\sqrt{n}\}$

を表すこととする.

$\lim_{Larrow+\infty}\frac{1}{L^{2}}\sup$ { $- \log(\max\{P(\vec{a},$ $\tau,$ $\theta)(L,$ $\infty),$ $P(\vec{a},$ $\tau,$ $\theta)(-\infty,$ $-L)\})|T$ : 位置共変遷定量} $= \frac{J_{f}}{2}$ (91)

$\sup \mathrm{t}\lim_{Larrow+\infty}\frac{-1}{L^{2}}\log(\max\{P(\vec{a}, \tau, \theta)(L, \infty), P(\vec{a}, \tau, \theta)(-\infty, -L)\})|T:\text{位置共変}oe\text{定量}\}=\frac{J_{f}}{2}$ . (92)

(92) は不等式 (76) と最尤推定量 $\hat{\theta}$ に関する極限分布 $P(\vec{a},\hat{\theta}, \theta)$ が分散 $\frac{1}{J_{\theta}}$ の正規分布になる事実から導かれる. す

なわち, 位置共変推定量 $T$ として最尤推定量 $\hat{\theta}$ を選ぶと (92) において等号が成立する.

5 結論

異なる未知パラメータに対応する確率分布が互いに絶対連続にならないという意味での非正則なモデルについ
て漸近論を展開した. 定理 1の (8) $(9)$ で現れた再定義された Fisher 情報量についてどのように解釈すべきか不明

である. 今後, 導出方法などを洗練することにより, より深い解析を行う必要がある.

\S 3.1で行った推定に関する大偏差型の限界の導出 (主に補題 6) で用いられた手法は韓 [16] で用いられた「情報

スペクトル切り出し」 と呼ばれる手法極めて類似している. この議論の特徴は相対エントロピーの単調性を用いな

いで推定の大偏差型の限界が導出できる点にある. 著者が推定に関する大偏差型の限界の導出のためにこのような
手法をはじめて用いたのは量子状態族のパラメータ推定の大偏差型の限界を量子相対エントロピーの単調性を用
いないで導出するためである [17]. (量子相対エントロピーから得られる限界は推定本来の限界よりも弱 V\)

大偏差, 及び極限分布双方の基準の下で trade-off を考慮にいれた推定量に対する限界を導出した. 条件 (A 5)

の下では $\gamma_{1}=\gamma_{2}=1$ のときを除いて限界を達成する推定量を構成することができなかった. 基本的に順序統計量

を用いる方針で問題ないと思われるが, 最大値及び最小値以外の統計量に含まれる情報をどのように利用するかが
問題になると思われる. $\gamma_{1}=\gamma_{2}=1$ のときについては大偏差のときに限って 2次の漸近論を展開したが残念なが
ら限界を達成する推定量を–般に構成することができなかった. この場合についても最大値及び最小値以外の統計
量に含まれる情報をどのように利用するかが問題になると思われる. $\mathrm{A}\mathrm{k}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{a}[1]$ はこのような状況の下で漸近 2次

のレベルで情報量損失が無い統計量を導出している. 今後, このモデルで $\mathrm{A}\mathrm{k}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{a}[1]$ が導出した統計量の組から,

2次のレベルで限界を達成する推定量を構成することが 1つの課題となる.
最後に,\S 32及び \S 4.2で行った極限の取り替えについて触れてお $\text{く}.\S 3.2$ での極限の取り替えときの相違につい

ては区間推定と点推定の相違として捕らえるという解釈が可能であるが, \S 4.2での同種の議論ではそのような解釈
が不可能である. \S 4.2での極限の取り替えに関する議論をどう解釈するかは今後の課題となる. また, このような

病的な現象が生じる原因をうまく説明する描像についてもいまのところ獲得できていない. 今後, このような現象

が起きる原因について別な視点から考える必要がある.
幾何学視点から非正則モデルを捉えなおすことは興味あるテーマである. 非正則モデルに関する幾何的考察とし

て甘利 [18] による先駆的研究がある力沐研究と甘利 [18] との関連にまで触れることができなかった. このような

非正則モデルの幾何的考察は今後の課題となる.
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A 補題 2の証明

はじめに条件 (A 3) の下で (19) 及び (20) を示す. 条件 (A 3) の下では容易に以下の変形が可能となる.

$\overline{I}_{S^{-(c,f,\epsilon)}}$

$\cong_{\epsilon^{2}arrow+0}\int_{a}^{c}(f(x)+f^{1}-s(S)(f^{s})’(x)\epsilon+f^{1}-s(s)(f^{S})\prime l(x)\frac{\epsilon^{2}}{2})dx$

$= \int_{a}^{c}f(X)dx+f(C)\epsilon S+f’(c)_{S}\frac{\epsilon^{2}}{2}+\frac{s(s-1)}{2}(\int_{a}^{\text{。}}f^{-1}(X)(f’(x))2d_{X)}\epsilon^{2}.$ (93)

同様に以下の式を得る.

$\tilde{I}_{s}^{+}(C, f, \epsilon)$

$\cong_{\epsilon^{2}arrow+}0\int_{\text{。}^{}b-\epsilon}(f(x)+f^{1-}S(S)(fS)’(x)\epsilon+f1-s(s)(f^{S})\prime\prime(X)\frac{\epsilon^{2}}{2})dx$

$= \int_{c}^{b}f(x)dx-f(c)\epsilon S-f^{l}(_{C})s\frac{\epsilon^{2}}{2}+\frac{s(s-1)}{2}(\int_{\text{。}^{}b}f^{-1}(X)(fl(X))2dX)\epsilon^{2}$ . (94)

したがって (19) 及び (20) を得た.

次に条件 (A 4) の下で (21) 及び (22) を示す.

$\tilde{I}_{s}^{-}(c, f, \epsilon)$

$\cong_{\epsilon^{2}arrow+0}\int_{a}^{C}(f(x)+f^{1-s}(X)(f^{s})’(X)\epsilon+f^{1-s}(X)(f^{s})^{;l}(x)\frac{\epsilon^{2}}{2})dx$

$= \int_{a}^{c}(f(x)+f’(X)s\epsilon+(\frac{s(s-1)}{2}f^{-1}(X)(f’(X))^{2}+\frac{s}{2}f\prime\prime(X))\epsilon)2dx$

$= \int_{a}^{\text{。}}f(x)d_{X}+f(C)\epsilon s+f’(C)S\frac{\epsilon^{2}}{2}-f(a)s\epsilon+(\frac{s(s-1)}{2}\int_{a}^{C}f^{-1}(x)(f’(X))^{2}dx-\frac{s}{2}f’(a))\epsilon 2$ . (95)

よって (21) が示せた. また $\tilde{I}_{s}^{+}(c, f, \epsilon)$ の極限について以下の式が成立する.

$\tilde{I}_{s}^{+}(C, f, \epsilon)$

$\cong_{\epsilon^{2}arrow 0}\int_{c}^{b-\epsilon}(f(x)+f’(X)_{S\epsilon}+f^{-}1(x)(f’)2(X)\frac{s(s-1)}{2}\epsilon^{2}+f’’(x)\frac{s}{2}\epsilon^{2})dx$

$\cong_{\epsilon^{2}arrow 0}\int_{c}^{b}(f(x)+f’(x)_{S\epsilon}+f^{-}1(x)(f’)2(X)\frac{s(s-1)}{2}\epsilon^{2}+f\prime\prime(x)\frac{s}{2}\epsilon^{2})dx-\int_{b-\epsilon}^{b}(f(X)+f’(X)S\epsilon)dx$

$\cong_{\epsilon^{2}arrow 0}\int_{\text{。}^{}b}f(x)d_{X}+(f(b)-f(C))s\epsilon+(f^{l}(b)-f’(C))\frac{s}{2}\epsilon^{2}+(\int_{\text{。}^{}b}f^{-1}(X)(f’)2(_{X)}dx\mathrm{I}\frac{s(s-1)}{2}\epsilon^{2}$

$- \int_{b-\epsilon}^{b}(f(b)+f’(b)(x-b)+f’(b)_{S\epsilon)}dx$

$\cong_{\epsilon^{2}arrow 0}\int^{b}C(f(x)dx-f(_{C})S\epsilon-f’(_{C)}\frac{s}{2}\epsilon+f(b)s\epsilon+f’b2)\frac{s}{2}\epsilon^{2}+(\int_{C}^{b}f^{-1}(X)(f’)2(_{X)}dx\mathrm{I}\frac{s(s-1)}{2}\epsilon^{2}$

$-f(b) \epsilon+f’(b)\frac{\epsilon^{2}}{2}-f’(b)_{S}\epsilon^{2}$

$\cong_{\epsilon^{2}arrow 0}\int_{c}^{b}f(_{X})dX-f(c)s\epsilon-f’(c)\frac{s}{2}\epsilon^{2}$

$+f(b)(_{S}-1) \epsilon.+f’(b)(1-S)\frac{\epsilon^{2}}{2}+(\int_{c}^{b}f^{-1}(x)(f;)2(_{X)}dx\mathrm{I}\frac{s(s-1)}{2}\epsilon^{2}$ . (96)
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よって (22) が示せた.

以下条件 (A 5) の下でそれぞれの場合について (23) (24) を示す. 以下では $\delta$ を $0<\delta<c-a$ となる任意の実

数とする. はじめに $1>\gamma_{1}>0$ のときの $\tilde{I}_{S}^{-}(c, f, \epsilon)$ の極限を調べる. このとき以下の式を得る.

$\tilde{I}_{S^{-(c,f,\epsilon)}}$

$\cong_{\epsilon^{2}arrow+}0\int_{a+\delta}^{C}(f(x)+f^{1-s}(x)(f^{S})l(X)\epsilon+f^{1}-s(x)(fs)\prime\prime(X)\frac{\epsilon^{2}}{2})dx+\int_{a}^{a+\delta}f^{1S}-(x)f^{s}(x+\epsilon)d_{X}$

$= \int_{a}$

。

$f(x)dx+( \int_{a+}$

。

$\delta f’(x)dx)s\epsilon+\frac{s(s-1)}{2}(\int_{a+}^{c_{\delta}}f-1(x)(fl(x))^{2}dx)\epsilon 2+\frac{s}{2}(\int_{a+\delta}^{C}f’’(X)d_{X)}\epsilon^{2}$

$+ \int_{a}^{a+\delta}(f^{1-s}(x)f^{s}(x+\epsilon)-f(x))dx$

$= \int_{a}$

。

$f(x)dx+(f(c)-f(a+ \delta))_{S}\epsilon+(f^{l}(C)-f’(a+\delta))\frac{s}{2}\epsilon^{2}+\frac{s(s-1)}{2}\int_{a+\delta}^{c}f^{-}1(x)(f’(_{X}))2dx\epsilon^{2}$

$+ \int_{a}^{a+\delta}\int_{0}^{\epsilon}f^{1-s}(x)(f^{s})’(_{X}+y)dydx$

$= \int_{a}^{c}f(x)dX+f(C)S\epsilon+\frac{s}{2}sf’(_{C})\epsilon^{2}$

$-f(a+ \delta)S\epsilon-f’(a+\delta)\frac{s}{2}\epsilon+2\frac{s(s-1)}{2}(\int_{a+}$

。

$\delta f^{-1}(x)(f’(_{X))^{2}d_{X})\epsilon}2$

$+ \int_{a}^{a+\delta}\int_{0}^{\epsilon}f^{1s}-(x)(f^{s})’(_{X}+y)dydx$ . (97)

以下さらに $f(x)\cong A_{1}(x-a)^{\gamma_{1}-}1$ $(xarrow a+\mathrm{O})$ であるから以下の式を得る.

$\frac{1}{(\gamma_{1}-1)A1\mathit{8}}\int_{a}^{a+\delta}\int_{0}^{\epsilon}f^{1-S}(X)(fs)l(_{X}+y)dydx$

$= \int_{a}^{a+\delta}\int_{0}^{\epsilon}\frac{x^{()(}\gamma_{1}-11-s)}{(X+y)^{(}\gamma_{1}-1)(1-s)+2-\gamma_{1}}dydX$

$= \int_{0}^{\epsilon}\int_{0}^{\frac{\delta}{y}}\frac{z^{(\gamma_{1})(1}-1-S)}{(_{Z}+1)^{()(}\gamma_{1}-11-s)+2-\gamma 1}dzy^{\gamma_{1}-1}dy$

$= \int_{0}^{\epsilon}\int_{0}^{\frac{\delta}{y}}Z\gamma_{1}-2(1+\frac{1}{z})^{(}\gamma 1-1)(1-s)+\gamma 1-2dzy^{\gamma_{1}-1}dy$

$= \int_{0}^{\epsilon}B(\gamma_{1}+s-\gamma_{1}s, 1-\gamma_{1})y\gamma_{1}-1-\int_{\frac{\delta}{y}}^{\infty}z^{\gamma_{1}-2}(1+\frac{1}{z})(\gamma_{1}-1)(1-s)+\gamma 1-2dzy^{\gamma_{1}-1}dy$

$\cong_{\epsilon^{2}arrow+}0\frac{B(\gamma_{1}+s-\gamma_{1}s,1-\gamma_{1})}{\gamma_{1}}\epsilon^{\gamma_{1}}-\int_{0}^{\epsilon}\int_{\frac{\delta}{y}}^{\infty}Z\gamma_{1}-2(1+((\gamma_{1}-1)(1-S)+\gamma 1-2)\frac{1}{z})dzy^{\gamma_{1}-1}dy$

$= \frac{B(\gamma_{1}+s-\gamma_{1}s,1-\gamma_{1})}{\gamma_{1}}\epsilon^{\gamma_{1}}+\frac{1}{\gamma_{1}-1}\delta^{\gamma_{1}-1}\epsilon-\frac{(\gamma_{1}-1)(_{S}-1)+2-\gamma_{1}}{2(\gamma_{1}-2)}\delta\gamma_{1}-2\epsilon 2$ . (98)

ここで $z= \frac{x}{y}$ とおいた. $f(a+\delta)=A_{1}\delta^{\gamma_{1}1}-,$ $f’(a+\delta)=A_{1}(\gamma_{1}-1)\delta^{\gamma_{1}-2}$ であることに注意して (97) に (98) を

代入すると以下の式を得る.

$\tilde{I}_{s}^{-}(c, f, \epsilon)$

$\cong_{\epsilon^{2}arrow+}0\int_{a}^{C}f(x)dX+f(C)S\epsilon+\frac{s}{2}sf’(_{C})\epsilon^{2}$

$+ \frac{A_{1}s(\gamma_{1}-1)}{\gamma_{1}}B(\gamma_{1}+S-\gamma_{1}s, 1-\gamma_{1})\epsilon^{\gamma 1}+(\frac{s(s-1)}{2}(\int_{a+\delta}^{C}f^{-1}(X)(f’(X))2d_{X}+\frac{A_{1}(\gamma_{1}-1)2}{\gamma_{1}-2}\delta\gamma_{1}-2))\epsilon^{2}$.

(99)
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次に $\gamma_{1}=1$ のときの $\tilde{I}_{s}^{-}(c, f, \epsilon)$ の極限を調べる. (95) $\text{を}$’用いると以下の式を得る.

$\tilde{I}_{S^{-(c,f,\epsilon)}}$

$\cong_{\epsilon^{2}arrow+}0\int_{a}^{C}f(X)dx+\epsilon sf(C)+\frac{\epsilon^{2}}{2}sf’(C)-A1S\epsilon+(\frac{s(s-1)}{2}\int_{a}^{C}f^{-1}(x)(f’(X))2d_{X})\epsilon 2$ . (100)

次に $1<\gamma_{1}\leq 2$ のときの $\tilde{I}_{s}^{-}(c, f, \epsilon)$ の極限を調べる. このとき以下の式を得る.

$\tilde{I}_{S^{-(c,f,\epsilon)}}$

$\cong_{\epsilon^{2}arrow+}0\int_{a+}$

。

$\delta(f(x)+f^{1-s}(x)(fS)l(x)\epsilon+f1-s(X)(fs)’’(x)\frac{\epsilon^{2}}{2})dx+\int_{a}^{a+\delta}f^{1-s}(X)f^{S}(_{X}+\delta)dX$

$= \int_{a}^{\text{。}}(f(x)+f’(x)_{S\epsilon)}dx+\frac{s(s-1)}{2}(\int_{a+}^{c_{\delta}}f^{-1}(x)(f’(x))^{2}dx)\epsilon^{2}+\frac{s}{2}(\int_{a+\delta}^{c}f’’(x)dX)\epsilon^{2}$

$+ \int_{a}^{a+\delta}f^{1}-s(X)f^{s}(x)-f(X)-\epsilon f^{1s}-(x)(f^{S})’(X)dx$

$= \int_{a}^{C}f(x)dX+(f(_{C})-f(a))_{S}\epsilon+(f’(_{C})-f’(a+\delta))_{S}\frac{\epsilon^{2}}{2}$

$+ \frac{s(1-S)}{2}(\int_{a+\delta}^{c}f^{-}1(x)(f’(x))^{2}d_{X})\epsilon 2+\int_{a}^{a+\delta}\int_{0}^{\epsilon}\int_{0}^{y_{1}}f^{1-s}(x)(f^{S})\prime\prime(x+y_{2})dy_{2}dy_{1}dX$ . (101)

(101) の最終項は $1<\gamma_{1}<2$ のときはさらに $z= \frac{x}{y_{2}}$ とおくと以下のように計算できる.

$\frac{1}{A_{!}S(\gamma 1-1)(s(\gamma 1-1)-1)}\int_{a}^{a+\delta}\int_{0}^{\epsilon}\int_{0}^{y_{1}}f^{1-}s(X)(fS)’l(_{X}+y_{2})dy_{2y_{1}dX}d$

$= \int_{0}^{\delta}\int_{0}^{\epsilon}\int_{0}^{y}1x^{(1}-S)(\gamma_{1}-.1)(X+y_{2})s(\gamma_{1}-1)-2dy2dy_{1}d_{X}$ .

$= \int_{0}^{\epsilon}\int_{0}^{y_{1}}\int_{0}^{\delta}x^{(}1-S)(\gamma_{1}-1)(x+y_{2})^{S(\gamma-1)-}12dXdy_{2}dy_{1}$

$= \int_{0}^{\epsilon}\int_{0}^{y_{1}}\int_{0}^{\frac{\delta}{y2}}z^{(1-S}(_{Z})(\gamma_{1}-1)+1)^{s}(\gamma_{1}-1)-2\gamma 1-2y_{1}y2ddZy2d$

$= \int_{0}^{\epsilon}\int^{y_{1}}\mathrm{o}(B(2-\gamma_{1}, (1-s)(\gamma_{1}-1)+1)-\int^{\infty}\frac{\delta}{y2}z-s-((1)(\gamma_{1}1)Z+1)^{s}(\gamma 1-1)-2d_{Z)\gamma 1}y_{2}d-2y2dy_{1}$

$=B(2- \gamma 1, (1-s)(\gamma_{1}-1)+1)\frac{1}{\gamma_{1}(\gamma_{1}-1)}\epsilon^{\gamma}-\int_{0}\epsilon\int_{0}y1\int_{\frac{\delta}{y2}}\infty Z^{\gamma_{1}-3}(1+\frac{1}{z})^{S}(\gamma_{1}-1)-2d_{Z}y^{\gamma-2}2y1d2dy1$

$\cong_{\epsilon^{2}arrow 0}B(2-\gamma 1, (1-s)(\gamma_{1}-1)+1)\frac{1}{\gamma_{1}(\gamma_{1}-1)}\epsilon-\gamma\int_{0}^{\epsilon}\int_{0}^{y_{1}}\int_{\frac{\delta}{y2}}^{\infty}Z^{\gamma_{1}3}-d_{Z}y_{2}d\gamma 1-2y2dy1$

$=B(2- \gamma_{1}, (1-s)(\gamma_{1}-1)+1)\frac{1}{\gamma_{1}(\gamma_{1}-1)}\epsilon^{\gamma}-\frac{1}{2(\gamma_{1}-2)}\delta\gamma 1-2\epsilon 2$ . (102)

したがって (101) と (102) を組み合わせると $1<\gamma_{1}<2$ のときについては以下の式を得る.

$\overline{I}_{S^{-(c,f,\epsilon)}}$

$\cong_{\epsilon^{2}arrow+0}\int_{a}^{c}f(x)dX+f(C)s\epsilon+f’(C)\frac{s}{2}\epsilon^{2}$

$+ \frac{A_{1}s(\gamma 1-1)(S(\gamma_{1}-1)-1)}{\gamma_{1}(\gamma_{1}-1)}B(2-\gamma_{1}, (1-s)(\gamma_{1}-1)+1)\epsilon^{\gamma}$

$+( \frac{s(s-1)}{2}(\int_{a+\delta}^{c}f^{-}1(x)(f’(x))^{2}dX+\frac{A_{1}(\gamma_{1}-1)^{2}}{\gamma_{1}-2}\delta^{\gamma_{1}-2)})\epsilon^{2}$ . (103)
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$\gamma_{1}=2$ のときについては (101) の最終項は $z= \frac{x}{y_{2}}$ とおくと以下のように計算できる.

$\frac{1}{A_{1}s(s-1)}\int_{a}^{a+\delta}\int_{0}^{\epsilon}\int_{0}^{y_{1}}f^{1-S}(X)(fs)l;(x+y_{2})dy2dy_{1}d_{X}$

$= \int_{0}^{\delta}\int_{0}^{\epsilon}\int_{0}^{y_{1}}X^{1-s}(X+y_{2})^{S-}2dy2dy_{1}dx$

$= \int_{0}^{\epsilon}\int_{0}^{y_{1}}\int_{0}^{\delta}X-S(1X+y_{2})^{s-2}dxdy2dy_{1}$

$= \int_{0}^{\epsilon}\int_{0}^{y_{1}}\int_{0}^{\frac{\delta}{y2}}z^{1-S}(z+1)^{S-}2dZdy_{2}dy_{1}$ . (104)

方,v $=$ 毒とおくと以下の式が成り立つ.

$\lim_{y_{2^{arrow}}0}\int_{0}^{\frac{\delta}{y2}}(Z^{1-S}(Z+1)^{s}-2-\frac{1}{1+z})dz=\int_{0}^{1}\frac{1-v^{1-s}}{1-v}dv=-E_{u}-\psi(2-S)$ (105)

$\lim_{y_{2^{arrow}}0}\int_{0}^{\frac{\delta}{y2}}\frac{1}{1+z}dz-(\log\delta-\log y2)=0$ .

(105) の導出については例えば森口, 宇田川, –松 [19] の p.225を参照のこと. したがって

$\frac{1}{A_{1}s(s-1)}\int_{a}^{a+\delta}\int_{0}^{\epsilon}\int_{0}^{y_{1}}f^{1-}S(_{X})(fs)\prime\prime(x+y_{2})dy2dy1d_{X}$

$\cong_{\epsilon^{2}arrow 0}\int_{0}^{\epsilon}\int_{0}^{y}1\log\delta-\log y2-Eu-\psi(2-s)dy2dy_{1}$

$=- \frac{1}{2}\epsilon^{2}\log\epsilon+\frac{1}{2}(\log\delta+\frac{3}{2}-E_{u}-\psi(2-S))\epsilon 2$ (106)

となる $\gamma_{1}=2$ のときについは (101) と (106) を組み合わせると以下の式を得る.

$\tilde{I}_{S^{-(c,f,\epsilon)}}$

$\cong_{\epsilon^{2}arrow+0}\int_{a}^{c}f(x)dX+f(C)S\epsilon+f’(C)\frac{s}{2}\epsilon^{2}+\frac{A_{1}s(1-S)}{2}\epsilon 2\log\epsilon$ ..

$+ \frac{s(s-1)}{2}(\int_{a+}^{c_{\delta}}f^{-}1(_{X)(}f’(x))2dx+A1\log\delta)\epsilon 2+\frac{A_{1}s}{2}(-1+(1-s)(-\frac{3}{2}(1-s)+Eu+\psi(2-S))\mathrm{I}^{\epsilon^{2}}$

(107)

$\gamma>2$ のときは式 (93) が適用できて (23) がそのまま示せる.

次に (24) を示すために $\tilde{I}_{s}^{+}(c, f, \epsilon)$ の極限を調べる. はじめに以下の式が成立する.

$\tilde{I}_{s}^{+}(C, f, \epsilon)$

$\cong_{\epsilon^{2}arrow+0}\int_{c}^{b-\delta}f(x)+\epsilon f^{1-s}(X)(f^{S})’(X)+\frac{\epsilon^{2}}{2}f^{1-s}(x)(f^{S})’’(x)dX+\int_{b\delta}^{b-\epsilon}-f1-S(x)f^{s}(x+\epsilon)dx$ . (108)
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以下 $0<\gamma_{2}<1$ のときについて $\tilde{I}_{s}^{+}(c, f, \epsilon)$ の極限を調べる.

$\tilde{I}_{s}^{+}(C, f, \epsilon)$

$\cong_{\epsilon^{2}arrow+}0\int_{b-\delta+\epsilon}^{b}(f^{1-S}(x-\epsilon)fs(x)-f(x))dx+\int_{c}^{b}f(x)dx-\int_{b\delta}^{b-\delta+\epsilon}-f(X)dx$

$+( \int_{\text{。}^{}b-\delta}f^{1}-S(X)(f^{s})^{l}(X)dX)\epsilon+(\int_{C}^{b-\delta}f^{1}-S(X)(f^{s})’;(x)dx)\frac{\epsilon^{2}}{2}$

$= \int_{b-\delta\epsilon}^{b}+Xf^{s}()\int_{-\epsilon}^{0}(f^{1-}s)’(x+y)dydx+\int$

。

$bf(x)d_{X}- \int_{b\delta}^{b-\delta+\epsilon}-f(X)dx$

$+( \int_{c}^{b-\delta}f’(x)dX)s\epsilon+(\frac{s(s-1)}{2}\int_{c}^{b}-\delta\int(s-1)f-1(\chi)(f’(X))^{2}dX+\frac{s}{2}f’;(\text{。}b-\delta x)dX)\epsilon^{2}$

$= \int_{b-\delta\epsilon}^{b}+XfS()\int_{-\epsilon}^{0}(f1-S)’(x+y)dydx+\int_{c}^{b}f(x)dx-\int_{b\delta}^{b-\delta+\epsilon}-f(X)dx$

$+(f(b- \delta)-f(C))s\epsilon+(j’(b-\delta)-f^{l}(C))\frac{s}{2}\epsilon^{2}+\frac{s(s-1)}{2}(\int_{\text{。}^{}b-\delta}f^{-1}(x)(f’(x))^{2}dx)\epsilon^{2}$ . (109)

そこで右辺の第 1項については $z= \frac{x}{y}$ とすると以下の式を得る.

$\frac{1}{A_{2}(1-S)(\gamma_{2}-1)}\int_{b\delta+\epsilon}^{b}-(_{X)}fs\int_{-\epsilon}^{0}(f^{1-}s)’(x+y)dydx$

$= \int_{-}^{0}\delta+\epsilon\int_{-\epsilon}^{0}\frac{(-X)^{s}(\gamma_{2}-1)}{(-x-y)s(\gamma 2^{-1})+2-\gamma 2}dydX$

$= \int_{-\epsilon}^{0}\int_{-\delta \text{軽}^{}0}$ $\frac{(-x)^{s()}\gamma_{2}-1}{(-x-y)^{S()}\gamma_{2}-1+2-\gamma 2}dxdy$

$= \int_{0}^{\epsilon}’\int_{0}^{\delta-\epsilon}\frac{x^{s(\gamma_{2}-1)}}{(x+y)^{S(}\gamma 2^{-1})+2-\gamma 2}dXdy$

$= \int_{0}^{\epsilon}\int_{0}^{\frac{\delta-\epsilon}{y}}\frac{z^{s(\gamma_{2}-1)}}{(z+1)S(\gamma 2-1)+2-\gamma 2}y^{\gamma_{2^{-1}}}d_{Zdy}$

$= \int_{0}^{\epsilon}(B(s(\gamma_{2}-1)+1,1-\gamma 2)-\int_{\frac{\delta-\epsilon}{y}}\infty\frac{z^{s(\gamma 2}-1)}{(z+1)^{s}(\gamma_{2}-1)+2-\gamma 2}dz\mathrm{I}^{y^{\gamma 1}}2^{-}dy$

$= \int_{0}^{\epsilon}(B(s(\gamma_{2}-1)+1,1-\gamma 2)-\int_{\frac{\delta-\epsilon}{y}}\infty\gamma 2z-2(1+\frac{1}{z})-s(\gamma 2-1)+\gamma 2^{-}2d_{Z}\mathrm{I}^{y^{\gamma}dy}2-1$

$\cong_{\epsilon^{2}arrow 0}\int_{0}^{\epsilon}(B(S(\gamma 2-1)+1,1-\gamma 2)-\int_{\frac{\delta-\epsilon}{y}}^{\infty}Z-22+\gamma(-S(\gamma 2-1)+\gamma_{2}-2)z^{\gamma_{2}-}dz\mathrm{I}^{y^{\gamma 2}}3-1dy$

$=B(s( \gamma_{2}-1)+1,1-\gamma 2)\frac{1}{\gamma_{2}}\epsilon^{\gamma_{2}}+\frac{(\delta-\epsilon)^{\gamma-1}2}{\gamma_{2}-1}\epsilon+\frac{(-s(\gamma_{2}-1)+\gamma_{2}-2)(\delta-\epsilon)^{\gamma_{2}-}2}{2(\gamma_{2}-2)}\epsilon^{2}$

$\cong_{\epsilon^{2}arrow 0}B(s(\gamma 2-1)+1,1-\gamma 2)\frac{1}{\gamma_{2}}\epsilon^{\gamma}+2\frac{\delta^{\gamma_{2}-1}}{\gamma_{2}-1}\epsilon+(\frac{(-s(\gamma 2^{-}1)+\gamma 2-2)\delta^{\gamma}2-2}{2(\gamma_{2}-2)}-\delta^{\gamma_{2}-2)\epsilon}2$

$=B(s( \gamma_{2}-1)+1,1-\gamma_{2})\frac{1}{\gamma_{2}}\epsilon^{\gamma 2}+\frac{\delta^{\gamma_{2}-1}}{\gamma_{2}-1}\epsilon+(-\frac{s(\gamma_{2^{-}}1)\delta^{\gamma-2}2}{2(\gamma_{2}-2)}-\frac{1}{2}\delta^{\gamma_{2}}-2)\epsilon^{2}$ . (110)
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そのほか以下の式が成立する.

$\int_{b\delta}^{b-\delta+\epsilon}-xf()dx\cong_{\epsilonarrow 0}2A_{2}(\delta^{\gamma_{2}-1}\epsilon+\frac{\gamma_{2}-1}{2}\delta^{\gamma_{2}-2}\epsilon^{2)}$ (111)

$f(b-\delta)S\epsilon=A_{2}\delta^{\gamma_{2}-1}$ (112)

$f’(b- \delta)\frac{s}{2}\epsilon^{2}=-A_{2}(\gamma_{2}-1)\delta^{\gamma}2-2$ . (113)

(109) に $(110),(111),(112)$ 及び (113) を組み合わせると以下の式を得る.

$\tilde{I}_{s}^{+}(C, f, \epsilon)$

$\cong_{\epsilon^{2}arrow+0}\int_{c}^{b}f(X)dx-f(c)s\epsilon-f’(C)\frac{s}{2}\epsilon^{2}$

$+B(s( \gamma 2-1)+1,1-\gamma 2)\frac{A_{2}(1-s)(\gamma 2-1)}{\gamma_{2}}\epsilon^{\gamma 2}+(\int_{c}^{b-\delta}f-1(_{X})(f’(_{X}))2dx+\frac{A_{2}(\gamma_{2}-1)2}{\gamma_{2}-2}\delta^{\gamma}2-1)\frac{s(s-1)}{2}\epsilon^{2}$ .

(114)

次に $\gamma_{2}=1$ のときについて $\tilde{I}_{s}^{+}(c, f, \epsilon)$ の極限を調べる. (96) を用いると以下の式を得る.

$\tilde{I}_{s}^{+}(C, f, \epsilon)$

$\cong_{\epsilon^{2}arrow 0}\int_{c}^{b}f(X)d_{X}-f(c)S\epsilon-f’(C)\frac{s}{2}\epsilon 2+A_{2}(s-1)\epsilon+(\int_{c}^{b}f^{-1}(X)(f’)2(X)dx)\frac{s(s-1)}{2}\epsilon^{2}$ . (115)
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次に $1<\gamma_{2}\leq 2$ のときについて $\tilde{I}_{s}^{+}(c, f, \epsilon)$ の極限を調べる. (108) を参考にすると以下の式が成り立つ.

$\tilde{I}_{s}^{+}(c, f, \epsilon)$

$\cong_{\epsilon^{2}arrow 0\int_{c}^{b}}(f(x)+f’(x)s\epsilon)dx-\int_{b}^{b}-\delta(f(x)+f’(x)S\epsilon)dx+(\int_{C}^{b-\delta}f^{1}-S(x)(f^{s})’’(x)dx\mathrm{I}\frac{\epsilon^{2}}{2}$

$+ \int_{b-\delta+\epsilon}b(f^{s}(x)(f1-s(x-\epsilon)-f1-s(X)+f1-s)’(x)\epsilon)dx+\int_{b-\delta+\epsilon}(f(X)-f^{s}(x)(f1-s)’(_{X})\epsilon b)dx$

$= \int_{C}^{b}f(X)dx+(\int_{c}^{b}f^{l}(x)dx)s\epsilon+(\int_{C}^{b-}\delta\frac{s(s-1)}{2}f^{-1}(x)(fl(_{X))^{2}}+\frac{s}{2}f\prime\prime(_{X})dx)\epsilon^{2}$

$+ \int_{b\delta+\epsilon}^{b}-Xfs()(-\int_{-\epsilon}^{0}(f1-S)’(x+y_{1})-f^{1-s}(x)dy1)dx$

$+ \int_{b-\delta}^{b\delta}-f(+\epsilon x)dx-(\int_{b-\delta}^{b}f’(X)dx)s\epsilon+(\int_{b\delta+\epsilon}^{b}-f’.(X)dx)(s-1)\epsilon$

$\cong_{\epsilon^{2}arrow 0}\int_{C}f(_{X})dx+(f(b)-f(C)b)_{S\epsilon}+(\int$

。

$b- \delta\frac{s(s-1)}{2}f^{-1}(_{X})(f’(x))^{2}dX+\frac{s}{2}f’(b-\delta))\epsilon^{2}$

$+ \int_{b-\delta\epsilon}^{b}+Xf^{s}()(-\int_{-\epsilon}^{0}\int_{0}^{y_{1}}(f^{1-s})^{;\prime}(x+y_{2})dy_{2}dy_{1})dx$

$- \int_{b\delta}^{b-\delta+\epsilon}-)(f(b-\delta)+f’(b-\delta)(_{X}-(b-\delta))dx-(\int_{b-\delta}^{b-\delta+\epsilon}f’(x)dx)s\epsilon-(\int_{b\delta+\epsilon}^{b}-df’(x)x)\epsilon$

$\cong_{\epsilon^{2}arrow 0\int c)_{S\epsilon+}}bf(X)d_{X}-f(c)_{S\epsilon-f’(c})\frac{s}{2}\epsilon+f(b(\int_{\text{。}^{}b-\delta}\frac{s(s-1)}{2}f^{-1}(X)(f’(x))^{2}dX+\frac{s}{2}f’(b-\delta)\mathrm{I}\epsilon^{2}$

$+ \int_{b-\delta+}^{b}\epsilon xfS()(-\int_{-\epsilon}^{0}\int_{0}^{y_{1}}(f^{1-s})^{l}’(x+y_{2})dy_{2}dy_{1})dx$

$-(f(b- \delta)\epsilon+fl(b-\delta)\frac{\epsilon^{2}}{2})-(f(b-\delta+\epsilon)-f(b-\delta))s\epsilon-(f(b)-f(b-\delta+\epsilon))\epsilon$

$\cong_{\epsilon^{2}arrow 0\int_{C})_{S\epsilon+}}bf(X)dX-f(c)s\epsilon-f’(_{C})\frac{s}{2}\epsilon^{2}+f(b(\int_{\text{。}^{}b-\delta}\frac{s(s-1)}{2}f^{-1}(X)(f’(x))^{2}dX+\frac{s}{2}f’(b-\delta)\mathrm{I}\epsilon^{2}$

$- \int_{b-\delta\epsilon}^{b}+Xf^{s}()\int_{-\epsilon}^{0}\int_{0}^{y_{1}}(f^{1-s})’’(x+y_{2})dy_{2}dy_{1}d_{X}$

$-(f(b- \delta)\epsilon+f^{l}(b-\delta)\frac{\epsilon^{2}}{2})-f’(b-\delta)s\epsilon^{2}-(f(b)-f(b-\delta)-f’(b-\delta)\epsilon)\epsilon$

$= \int_{C}^{b}f(x)d_{X}-f(c)_{S}\epsilon-f’(c)\frac{s}{2}\epsilon^{2}+(\int_{C}^{b-\delta}\frac{s(s-1)}{2}f-1(X)(f’(X))^{2}d_{X})\epsilon^{2}$

$- \int_{b-\delta\epsilon}^{b}+Xf^{s}()\int_{-\epsilon}^{0}\int_{0}^{y_{1}}(f^{1-s})^{l\prime}(x+y_{2})dy_{2}dy_{1}dx-f(b)(1-s)\epsilon+f’(b-\delta)\frac{1-s}{2}\epsilon^{2}$ . (116)
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そして $1<\gamma_{2}<2$ のときには (102) を参考にすると $z= \frac{x}{y_{2}}$ とすると以下の式を得る.

$\frac{1}{A_{2}(1-S)(\gamma 2-1)((1-S\rangle(\gamma_{2}-1)-1)}\int_{b\delta+\epsilon}^{b}-f^{s}(_{X)}\int_{-\epsilon}^{0}\int_{0}^{y}1X(f^{1-S})^{\prime l}(+y2)dy_{2}dy1dx$

$\cong\int_{0}^{\delta}\int_{0}^{\epsilon}\int_{0}^{y_{1}}\frac{x^{s(\gamma 2}-1)}{(x+y_{2})2-(1-s)(\gamma 2^{-}1)}dy_{2}dy_{1}dx$

$= \int_{0}^{\epsilon}\int_{0}^{y_{1}}\int_{0}^{\frac{\epsilon}{y2}}\frac{z^{s(\gamma_{2^{-}}1)}}{(z+1)^{2}-(1-s)(\gamma 2-1)}d_{Z}y_{2}^{\gamma 2^{-2}}dy2dy1$

$\cong_{\epsilon^{2}arrow}B0(2-\gamma 2, S(\gamma_{2}-1)+1)\frac{1}{\gamma_{2}(\gamma_{2}-1)}\epsilon^{\gamma}-\frac{1}{2(\gamma_{2}-2)}\delta^{\gamma_{2}-2}\epsilon^{2}$ . (117)

$1<\gamma_{2}<2$ のときには (116) と (117) を組み合わせると以下の式を得る.

$\tilde{I}_{s}^{+}(c, f, \epsilon)$

$\cong_{\epsilon^{2}arrow 0}\int_{a}^{c}f(x)d_{X}-f(_{C})S\epsilon-f’(_{C})\frac{s}{2}\epsilon^{2}$ .

$+ \frac{A_{2}(1-S)(\gamma 2-1)((1-S)(\gamma_{2}-1)-1)}{\gamma_{2}(\gamma_{2^{-}}1)}B(2-\gamma 2, S(\gamma_{2^{-}}1)+1)\epsilon\gamma$

$+( \frac{s(s-1)}{2}(\int_{C}^{b\delta}-f^{-1}(x)(f’(x))^{2}dx+\frac{A_{2}(\gamma_{2}-1)^{2}}{\gamma_{2}-2}\delta^{\gamma_{2}-}2))\epsilon^{2}$. (118)

$\gamma_{2}=2$ のときについては (106) を参考にして $z= \frac{x}{y_{2}}$ とおくと以下のように計算できる.

$\frac{1}{A_{2}(1-S)((1-S)-1)}\int_{b-\delta+\epsilon}f^{s}b0(x)\int-\epsilon.\int \mathrm{o}X(f1-s)\prime l(+y_{1}y2)dy_{2}dy_{1}d_{X}$

$\cong\int_{0}^{\delta}\int_{0}^{\epsilon}\int_{0}^{y_{1}}\frac{x^{s}}{(x+y_{2})2-(1-S)}dy_{2}dy_{1}dx$

$= \int_{0}^{\epsilon}\int_{0}^{y_{1}}\int_{0}^{\overline{y}_{2}}\subseteq_{-}\frac{z^{s}}{(_{Z}+1)^{2}-(1-s)}dzdy2dy_{1}$

$\cong_{\epsilon^{2}arrow 0}-\frac{1}{2}\epsilon^{2}\log\epsilon+\frac{1}{2}(\log\delta+\frac{3}{2}-Eu-\psi(1+s))\epsilon^{2}$ . (119)

したがって $\gamma_{2}=2$ のときについは (116) と (119) を組み合わせると以下の式を得る.

$\tilde{I}_{s}^{+}(C, f, \epsilon)$

$\cong_{\epsilon^{2}arrow+}0\int_{a}^{C}f(x)d_{X}-f(C)_{S}\epsilon-f’(c)\frac{s}{2}\epsilon^{2}+\frac{A_{2\mathit{8}}(1-s)}{2}\epsilon 2\log\epsilon$

$+ \frac{s(s-1)}{2}(\int_{a+\delta}^{C}f^{-}1(x)(f;(x))^{2}dx+A2\log\delta)\epsilon+\frac{A_{2}(1-S)}{2}2(-1+s(-\frac{3}{2}s+E_{u}+\psi(1+s)))\epsilon^{2}$ .

(120)

$\gamma>2$ のときは式 (94) が適用できて (24) がそのまま示せる.
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