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摘要

非線形方程式 $F(x)=0$ の解法として Levenberg-Marquardt 法 ( $\mathrm{L}\mathrm{M}$ 法) は非常に有効な手法であ
る $[1, 2]$ . 非線形方程式の解 $x$ において $F$ のヤコビアンが正則であるとき, 初期点を $x$ の十分近
くにとれば, $\mathrm{L}\mathrm{M}$ 法で生成される進軍は解に 2次収束することが知られている. 本論文では, 解 $x$

において $F$ のヤコビアンが正則でない場合でも, $||F(x)||$ が非線形方程式に対するエラーバウン
ドを与えていれば, $\mathrm{L}\mathrm{M}$ 法で生成される点列と解集合との距離が $0$ に 2次収束することを示す.

1 はじめに

非線形方程式

$F(x)=0$ (1)

の解法として, Levenberg-Marquardt 法 (以下, $\mathrm{L}\mathrm{M}$ 法) は非常に有効な手法である. ここで, $F$

は $R^{n}$ から $R^{n}$ への連続微分可能な関数である.
$\mathrm{L}\mathrm{M}$ 法はニュートン法の–種であり, 点 $x^{k}$ が与えられたとき, 探索方向として次の線形方程式

の二 $d^{k}$ を用いる.
$(F’(x^{k})TF’(x^{k})+\mu_{k}I)d=-F’(x^{k})\tau F(x^{k})$ (2)

ここで $\mu_{k}$ は正の定数である. 線形方程式 (2) において, (F’(xり TF’(xk)+\mu J) は正定値行列と
なるため, 探索方向譜は必ず求めることができる. さらに, 探索方向 $d^{k}$ は, メリット関数

$\phi(x).--\frac{1}{2}||F(_{X})||^{2}$

の降下方向となる. そのため, アルミホタイプのステップサイズルールと組み合わせることによっ
て, $\mathrm{L}\mathrm{M}$ 法で生成される点列の集積点は $\phi$ の停留点となる. また, 停留点 $x^{*}$ において, $F’(x)*$ が

正則であれば,
$0=\nabla\phi(x^{*})=F’(x)*\tau F(X)*$

であることより, $x^{*}$ は問題 (1) の解となる. よって, このような条件が集積点において成り立つ
とき, $\mathrm{L}\mathrm{M}$ 法は大域的収束する. (実際にはもう少し弱い条件で, $\phi$ の停留点が (1) の解になるこ
とを示せる. ) また, ある集積点 $x^{*}$ における $F’(x^{*})$ の正則性と適当な $l^{l}k$ の更新規則によって,

$\mathrm{L}\mathrm{M}$ 法で生成される点列は $x^{*}$ に超–次収束する. このように, $\mathrm{L}\mathrm{M}$ 法は現在知られている非線形
方程式の解法の中では大域的にも局所的にもよい収束性を持つことが示されている.
最近, 集積点 $x$ において $F’(x)$ の正則性が成り立たなくても, 超–次収束する手法が提案され

ている $[4, 5]$ . そのような手法では, アルゴリズムが超–次収束するためには, $F’(x)$ の正則性の

代わりに, $F$ が局所的にエラーバウンドとなることを必要としている. ここで, 局所的エラーバ

ウンド性は以下のように定義されている性質である.

Definition 1.1 集合 $X$ を問題 (1) の解集合とし, $N\subseteq R^{n}$ かつ $X\cap N\neq\emptyset$ とする. このとき

次の不等式を満たす正の定数 $c$ が存在するとき, $F$ は集合 $N$ 上で局所的エラーバウンドになると

いう.
$c$ dist $(x, X)\leq||F(x)||\forall x\in N$
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ある解 $\alpha^{*}$. において $F’(x)$ が正則であれば, $x^{*}$ は (1) の孤立して解であり, $F$ は点 $x^{*}$ の適当な近

傍上で局所的エラーバウンドとなる. よって $F$ が局所的エラーバウンドとなるという条件は、集

積点 $x$ における $F’(x)$ の正則性よりも緩い条件である.
本論文では, $F$ がある解 $x^{*}$ の近傍上で局所的エラーバウンドになり, $x^{*}$ の十分近くに初期点

を選べば, $\mathrm{L}\mathrm{h}\mathrm{I}$ 法によって生成される点列が解に超–次収束することを示す. さらに, この結果

を線形相補性問題の再定式化によって得られる方程式系に応用することによって, 線形相補性問
題に対してこれまでに提案されている手法よりも緩い条件で超–次収束することを示す.

2 LM法の性質

この節では, 直線探索を用いない $\mathrm{L}\mathrm{M}$ 法の局所的収束性を議論する. つまり, 次の反復点 $x^{k+1}$

は

$x^{k+1}.--x^{k}+d^{k}$

とする. ここで, $\mathrm{L}\mathrm{M}$ 法の探索方向 $d^{k}$ }よ, 線形方程式

( $F’(x^{k\tau}\mathrm{I}F’(x^{k})+\mu_{k}I)d=-F’(x^{k})\tau F(x^{k})$ (3)

の解である.
これまでの $\mathrm{L}\mathrm{M}$ 法の収束率の解析には, 解の十分そばではニュートン方程式と (3) が等価にな

ることを用いていた. ここでは, この方程式 (3) と等価な制約なし最小化問題を与え, その最小化

問題の性質を用いることによって, 収束率の解析を行う.
そのために, まず, 関数 $\theta^{k}$’を次のように定義する.

$\theta^{k}(d)=||F’(x)kd+F(x^{k})||^{2}+l^{\iota}k||d||^{2}$

容易にわかるように関数 $\theta^{k}$ (よ狭義凸 2次関数である. さらにこの関数の制約無し最小化問題

Inin $\theta^{k}(d)$ (4)

は, $\theta$ が凸関数であることと最適性の 1次の条件より, 方程式 (3) と等価であることがわかる. こ

の最小化問題 (4) の性質を用いて, $\mathrm{L}\mathrm{M}$ 法の局所的な性質の解析を行う.
まず, これからの解析に必要となるいくつかの仮定をおく.

Assumption 2.1 問題 (1) の解集合 $X$ は空でなく, ある $x^{*}\in X$ において次の条件 $(a),$ $(b)$ が成

り立つ.

(a) 以下の不等式が成り立つような定数 $b\in(0, \infty),$ $c_{1}\in(0, \infty)$ が存在する.

$||F’(y)(X-y)-(F(_{X)())}-Fy||\leq c_{1}||x-y||^{2}\forall x,$ $y\in N(x^{*}, b).--\{x|||x-x^{*}||\leq b\}$

(b) $||F(x)||$ は $N(x^{*}, b)$ 上で局所的エラーバウンドとなる. つまり, 次の不等式が成り立つ正の

定数 $c_{2}$ が存在する.
$c_{2}disb(x, X)\leq||F(x)||\forall x\in N(x^{*}, b)$
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仮定 (a) は $F$ が連続微分可能で $F’$ がりプシッツ連続であれば成り立つ. (しかしながら, (a) は

一般の微分不可能な関数では成り立たないので, この仮定を外すことは今後の課題である. ) ま

た仮定 (a) より, 次の不等式を満たす正の定数 $L$ が存在する.

$||F(x)-F(y)||\leq L||x-y||\forall x,$ $y\in N(x^{*}.b)$
{

(5)

(b) が本論文で重要な役割を果たす仮定である. 関数 $F$ が線形関数 (または区分的線形関数) であ
れば (b) が成り立つことが知られている. (この性質により線形相補性問題と等価な方程式が局所
的エラーバウンドを与える. )
また, アルゴリズムにおいて用いる点列 $\{\mu_{k}\}$ は以下のように更新されると仮定する.

Assumption 22 各 $k$ に対して $\mu_{k}:=||F(x)k$ $||^{2}$ である.

この仮定は $\mu_{k}$ が $0$ に収束する速さを与えている. 実際, 式 (5) より, $\mu_{k}$ は点列が解に収束する

2乗の速さで収束する. なお, 実際にアルゴリズムを実装する場合は, 適当な正の定数 $\alpha,$
$\beta$ を用

いて,
$\mu_{k}=\alpha\min\{||F(x)k||^{2}, \beta\}$

とすることもできるが, 解析を容易にするために, ここでは仮定 22のように定義する.
これらの仮定のもと次の性質を示すことができる. 以下では, 各 $k$ に対して, $\overline{x}^{k}$ は

$||x^{k}-\overline{X}|k|=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}(x^{k}, x)$

を満たす $X$ の点を表すものとする.

Lemma 2.1 仮定 2.1が成り立つとする. さらに, $x^{k}\in N(x^{*},$ $\frac{b}{2})$ かつ $d^{k}$ を方程式 (2) の解とす

る. このとき,

$||d^{k}||$ $\leq$ $c_{3}dis\theta(x, Xk)$

$||F’(X)kdk+F(x^{k})||$ $\leq$ $c_{4}di_{S}t(x^{k}, x)$

が成り立つ. ここで, $c_{3}=\sqrt{\underline{c}_{\mathrm{L}^{+}arrow c_{2}^{2}}^{2}c^{2}},$ $c_{4}=\sqrt{c_{1}^{2}+L^{2}}$ である.

証明. d可よ最小化問題 (4) の解であるので,

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{(d^{k})}\leq\theta^{k}(\overline{x}^{k}-x)k$

である. また, $x^{k}\in N(x^{*},$ $\frac{b}{2})$ であるので

$||\overline{x}^{k}-x*||\leq||\overline{x}^{k}-x^{kk}||+||x^{*}-X||\leq||_{X^{*}}-x^{kk}||+||x^{*}-X||\leq b$

となる. よって, $\overline{x}^{k}\in N(x^{*}, b)$ である. このため, $\theta^{k}$ の定義と仮定 2.1 (a) より,

$||d^{k}||^{2}$ $\leq$ $\frac{1}{\mu_{k}}\theta^{k}(d^{k})$

$\leq$ $\frac{1}{\mu_{k}}\theta^{k}(\overline{x}^{k}-x^{k})$

$=$ $\frac{1}{\mu_{k}}(||F’(x^{k})(\overline{x}-x)kk+F(x^{k})||^{2}+\mu_{k}||\overline{x}^{k}-x^{k}||^{2})$

$\leq$ $\frac{1}{\mu_{k}}(c_{1}^{2}||x^{kk}-\overline{x}||4+\mu k||x^{k}-\overline{x}^{k2}||)$

$\leq$ $( \frac{c_{1}^{2}||x^{k}-\overline{x}^{k}||^{2}}{\mu_{k}}+1)||x^{k}-\overline{x}k||2$
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となる. -方, 仮定 2.1 (b), 仮定 22より,

$\mu_{k}=||F(x^{k})||^{2}\geq c_{2}^{2}||X-\overline{x}^{k2}|k|$

であるので, この不等式を上記の不等式に代入して式変形すると,

$||d^{k}||\leq\sqrt{\frac{c_{1^{+c_{2}}}^{22}}{c_{2}^{2}}}||x^{k}-\overline{x}^{k}||$

を得る.
次に 2番目の不等式を示す. 1番目の不等式を示したときと同様にして,

$||F’(x^{kk})d+F(x^{k})||^{2}$ $\leq$ $\theta^{k}(d^{k})$

$\leq$ $\theta^{k}(\overline{x}^{k}-X\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$\leq$ $c_{1}^{2}||x-k\overline{X}k||^{4}+\mu k||X-kk||2\overline{X}$

を得る. ここで, (5), 仮定 22より,

$\mu_{k}=||F(x^{k})||^{2}=||F(xk)-F(\overline{X})k||^{2}\leq L^{2}||X^{kk2}-\overline{x}||$

であるので,
$||F’(X)kdk+F(x^{k})||\leq\sqrt{c_{1}^{2}+L^{2}}||x^{k}-\overline{x}^{k}||2$

を得る. 口

次のこの性質を用いて, すべての $k$ に対して $x^{k}\in N(x^{*}, b/2)$ であれば, dist $(x^{k}, x)$ が $0$ に 2

次収束することを示す.

Lemma 22 $x^{k},$ $x^{k-1}\in N(x^{*}, b/2)$ であれば,

dist $(x^{k}, x)\leq c_{5}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{S}\mathrm{t}(X-1, xk)^{2}$ (6)

が成り立つ. ここで, $c_{5}=(c_{1}c_{3}^{2}+c_{4})/c_{2}$ である.

証明. $x^{k},$ $x^{k-1}\in N(x^{*},$ $\frac{b}{2})$ かつ $x^{k}=x^{k1}-+d^{k-1}$ であるので, 仮定 2.1 (a), (b) と補題 2.1より

$c_{2}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}(x^{k}, x)$ $=$ $c_{2}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{S}\mathrm{t}(x^{k-}1+d^{k-1}, X)$

$\leq$ $||F(X-+dk1k-1)||$

$\leq$ $||F’(x^{k1}-)d^{k-1}+F(x^{k-1})||+c_{1}||d^{k-1}||^{2}$

$\leq$ $c_{4}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}(x^{k-1}, x)^{2}+c_{1}C_{3}^{2}\mathrm{d}\mathrm{i}_{\mathrm{S}}\mathrm{t}(x^{k-1}, X)^{2}$

$=$ $(_{C_{1^{C_{3}}}}2)+c_{4}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{S}\mathrm{t}(_{X,x}k-1)2$

となる. よって, $c_{5}=(c_{13}c^{2}+c_{4})/c_{2}$ とすれば, (6) を得る $\square$

この補題より, すべての $k$ に対して $x^{k}\in N(x^{*},$ $\frac{b}{2})$ であれば, {dist $(x^{k},$ $X)$ } が $0$ に 2次収束す

ることがわかる. そこで, 以下の補題において, すべてに $k$ に対して $x^{k}\in N(x^{*},$ $\frac{b}{2})$ となるため

の十分条件を与える.

Lemma 2.3 $r:= \min\{\frac{b}{2+4c_{3}}, \frac{1}{2c_{5}}\}$ とする. このとき $x^{0}\in N(x^{*}, r)$ であれば, すべての $k$ に対し
て $x^{k}\in N(x^{*}, b/2)$ となる.
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証明. すべてのんに対して, $x’ \in N(x^{*}\frac{b}{2}$
)

$)$ . $\iota=0,1,$
$\ldots,$

$k$ であれば, $x^{k+1}\in N(x^{*},$ $\frac{b}{2})$ となるこ
とを示す. このことが不されれば, $x^{0}\in N(x^{*}, r)\subseteq N(x^{*}.’ b/2)$ であるので, 題意が満たされたこ
とになる.

ここで, $k=0,$ $k\geq 1$ の 2つ場合に分けて示す.
$k=0$ のとき: このとき, 補題 2.1より

$||x^{1}-X^{*}||$ $\leq$ $||x^{0}+d^{0}-x^{*}||\leq||x^{0}-x^{*}||+||d^{0}||\leq r+c_{3}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}(x^{0}, X)$

$\leq$ $r+c\mathrm{s}||X0_{-X^{*}}||\leq(1+c_{3})r$ (7)

を得る. $(1+c_{3})r \leq\frac{b}{2}$ なので, $x^{1}\in N(x^{*}, b/2)$ となる.
$k\geq 1$ のとき: このとき $0\underline{<}l\leq k$ であるすべての $l$ に対して, $x^{l}\in N(x^{*}, b/2)$ である. よって,
補題 22より, $1\leq l\leq k$ である $l$ lこ対して

dist $(x^{l}, X) \leq c_{5}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{S}\mathrm{t}(X-, x\iota 1)^{2}\leq\cdots\leq c_{5^{-1}}^{2^{l}}||x-0x*||^{2^{l}}\leq r(\frac{1}{2})^{2^{\iota}1}-$

が成り立つ. ここで最後の不等式は $r \leq\frac{1}{2c_{5}}$ であることを用いた. さらに補題 2.1より, $1\leq l\leq k$

であるすべての $l$ に対して

$||d^{l}|| \leq c_{3}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}(X, Xl)\leq c_{3}r(\frac{1}{2})^{2^{l}-1}\leq c_{3}r(\frac{1}{2})^{2\iota_{-}1}$ (8)

となる. よって,

$||x^{k+1*}-x||$ $\leq$ $||x^{1}-x^{*}||+ \sum_{1l=}^{k}||d\iota_{||}$

$\leq$
$(1+C_{3})r+C3r \tilde{\sum_{\iota=1}}(\frac{1}{2})$

$\leq$ $(1+2c_{3})r$

$\leq$
$\frac{b}{2}$

となる. ここで, 2番目の不等式は (7) を用い, 最後の不等式は $r \leq\frac{b}{2+4c_{4}}$ であることを用いた.
よって $x^{l+1}\in N(x^{*},$ $\frac{b}{2})$ となる.

以上より, 題意は示された. 口

補題 $2.2_{J}.2.3$ を用いれば, 本節の主題である次の定理が示せる.

Theorem 2.1仮定 2.1が成り立ち, $r:=1 \mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{n}\{\frac{b}{2+4c_{3}}, \frac{1}{2c_{5}}\}$ とする. さらに $x^{0}\in N(x^{*}, r)$ として
$LM$法で生成された点列を什”} とする. このとき {dist $(x^{k},$ $X)$ } は $\mathit{0}$ に 2次収束する. ここで $X$

は問題 (1) の解集合である. さらに, 点列 $\{x^{k}\}$ はある解 $\hat{x}\in N(x^{*}, b/2)$ に収束する.

証明. 定理の前半は補題 22, 23より明らかである.
点二 $\{x^{k}\}$ がある解 $\hat{x}\in N(x^{*}, b/2)$ に収束することを示す. このこと示すには, {dist $(x,$$xk)$ }

が $0$ に収束することと什 k} $\subset N(x^{*}, b/2)$ より, $\{x^{k^{\wedge}}\}$ がある点に収束することを示せば十分であ
る. (8) より, すべての $k\geq 1$ に対して,

$||d^{k}|| \leq c_{3}r(\frac{1}{2})^{2k-1}$
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が成り立つ. このとき, $P\geq q$ で $h$ る正 $\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{数}p$ . $q|_{\sim}7\backslash$} $\text{し}-\tau$

$||x^{p}-xq|| \leq\sum_{i=q}^{p-1}||d^{i}||\leq\sum_{i=q}^{\infty}||d^{i}||\leq c_{3}r\sum_{qi=}^{\infty}(\frac{1}{2})^{2i-}1\leq 3c_{3}r(\frac{1}{2}\mathrm{I}2q$

となる. よって, $\{x^{k}\}$ はコーシ $-$列になるので, ある点に収束する. 口

3 大域的収束性

前節では $\mathrm{L}\mathrm{b}\mathrm{I}$ 法の収束率の解析をおこなった. ここでは, $\mathrm{L}\mathrm{b}\mathrm{I}$ 法にアルミホのステップサイズ
ルールを組み合わせたアルゴリズムを提案し, そのアルゴリズムの大域的収束性を議論する. な

おステップサイズをきめるために用いるメリット関数は, 1節で定義した

$\phi(x)=\frac{1}{2}||F(_{X})||^{2}$

を用いる.
ここでは以下のアルゴリズムを提案する.

$\mathrm{L}\mathrm{M}$ 法

ステップ $0$ : 適当にパラメータ $\alpha,$
$\beta,$ $\gamma\in(0,1)$ を選ぶ. 初期点 $x^{0}$ を適当に選び, $\mu 0=||F(x)0||^{2}$

とする. $k=0$ とする.

ステップ 1: $x^{k}$ が終了条件をみたせば終了する.

ステップ 2: 次の線形方程式の解 $d^{k}$ を求める.

$(F’(x^{k})TF’(x^{k})+\mu_{k}I)d=-F’(x^{k})TF(x^{k})$

もし
$||F(X+dkk)||\leq\gamma||F(x^{k})||$

ならば, $x^{k+1}=x^{k}+d^{k}$ としステップ 4へ. さもなければステップ 3 ヘ.

ステップ 3: 次の不等式を満たす最小の非負の整数 $m$ を求め, $x^{k+1}=x^{k}+\beta^{m}d^{k}$ とする.

$\phi(x^{k}+\beta^{\mathit{7}n}d^{k})-\emptyset(x^{k})\leq\alpha\beta^{m}\nabla\phi(xk)\tau d^{k}$

ステップ 4: $\mu_{k+1}=||F(x^{k+1})||^{2}$ とする. $k=k+1$ として, ステッフ
$\circ$

1へ.

このアルゴリズムに対して次の定理がなりたつ.

Theorem 32 $\{x^{k}\}$ を $LM$法で生成された点列とする. このとき $\{x^{k}\}$ の任意の集積点は $\phi$ の停

留点となる. $\text{さらに什}k$ } の集積点が問題 (1) の解を少なくとも 1つ含むとする. その解 $x^{*}$ に対

して仮定 2.1が成り立てば, 点列 {dist $(X,$$Xk)$ } は $\mathit{0}$ に 2次収束する.

証明. $\nabla\phi(x^{k})\neq 0$ であれば $d^{k}\neq 0$ であり,

$\text{�}\phi(x^{kTk})d=(F’(x^{k})^{\tau_{F}}(x^{k}))^{T}dk=-((F’(Xk)\tau F’(xk)+\mu_{k})d^{k})^{T}d^{k}<0$
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である. よって, ステップ 3のルールより, $\{\emptyset(X^{k})\}$ は単調に減少する. つまり \mu 嫁よ単調に減少
する点列である. このとき, $\mu_{k}arrow \mathrm{O}$ であれば, $F(x^{k})arrow 0$ であるので, 任意の集積点は問題 (1)
の解となる. また, その集積点は $\phi$ の停留点となる. $-$方, $\lim\inf\mu_{k}>0$ の場合も, 標準的な証
明方法を用いれば, $\{x^{k}\}$ の任意の集積点 $x^{*}$ が $\phi$ の停留点となることが示せる.

さらに砂 k} の集積点 $x^{*}$ が問題 (1) の解であれば,

$||x^{k*}-x||\leq r$

かつ,

$F(x^{\overline{k}}) \leq\frac{c_{2}^{2}\gamma}{c_{5}L}$ (9)

となるたが存在する. ここで, Iよ定理 2.1によって与えられた定数である. このとき, $y^{0}=x^{\overline{k}}$

として直線探索を用いない $\mathrm{L}\mathrm{M}$ 法で生成された点列を $\{y^{l}\}$ とする. 定理 2.1より, dist $(y\ovalbox{\tt\small REJECT} Xl.)$ は

$0$ に 2次収束する. そのため, この定理を示すには $x^{\overline{k}+l}=y^{l}$ となること, つまり, すべての $l$ に

対して,
$||F(y^{\iota+1})||\leq\gamma||F(y^{\iota})||$

となることを示せば十分である.
ここで, 補題 22, 23より, すべての $l$ に対して,

dist $(y\iota+1, x)\underline{<}C_{5}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}(y\iota, x)^{2}$

が成り立つことに注意する. このことと (5), 仮定 2.1 (b) より,

$||F(y^{\iota+1})||=||F(y^{\iota 1})+-F(\overline{y}^{l+1})||\leq$ Ldist $(y^{l+1}, x) \leq c_{5}L\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}(y, X\iota)^{2}\leq\frac{c_{5}L||F(y^{\iota})||}{c_{2}^{2}}||F(y^{l})||$

(10)
を得る. (9) より,

$\frac{c_{5}L||F(y^{0})||}{c_{2}^{2}}\leq\gamma$

である. 式 (10) と $\gamma<1$ であることより, すべての $l$ に対して,

$\frac{c_{5}L||F(y^{0})||}{c_{2}^{2}}\leq\gamma$

であり,
$||F(y^{\iota+1})||\leq\gamma||F(y^{\iota})||$

となることが示せる. よって, 題意は満たされた. 口

4 線形相補性問題への応用

この節では, $\mathrm{L}\mathrm{M}$ 法の線形相補性問題 (LCP $(M,$ $q)$ ) への応用を考える. LCP $(M, q)$ とは, 与え
られた $n\cross n$行列 $M$ と $n$ 次元ベクトル $q$ に対して,

$x\geq 0$ , $klx+q\geq 0,$ $x^{T}(M_{X}+q)=0$
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となる点 $x\in R^{n}$ を求める問題である. これまでに, $\mathrm{L}\mathrm{C}\mathrm{P}(\Lambda I_{:^{q}})$ と等価な方程式系はいくつか提
案されている. ここでは Fischer-Brumeister 関数を元にした次の方程式を考える [3].

$H(x)=0$

このとき, $H$ は $\{x||||H(x)||\leq\in\}$ 上で局所的エラーバウンドを与えることが知られている [3]. こ

こで $\epsilon$ は十分小さい正の定数である. さらに, 点 $x$ が非退化点であれば, $H$ は 2回微分可能であ
る. よって, この方程式系に対して $\mathrm{L}\mathrm{b}\mathrm{I}$ 法を適用したとき, 以下の性質が成り立つ.

Theorem 4.3行列 $fl$ [ が几行列であるとする. このとき $LM$法で生成された点列の任意の集積
点は LCPひ I, $q$) の解である. さらに, 集積点の 1つが非退化解であるとする. このとき点列は
$LCP(\Lambda I, q)$ の解集合に 2次収束する $\square$

これまでに $\mathrm{L}\mathrm{C}\mathrm{P}(\Lambda[, q)$ に対しては,

(a) 行列 $l\backslash I$ が半正定値で, 集積点の 1つが非退化解である.

(b) 行列 $\mathrm{A}^{\mathrm{J}}I$ が島行列で, 集積点の 1つである種の正則性が成り立っている.

のうち 1つを満たしたときに, 超–次収束するアルゴリズムが提案されている [4, 5, 6]. 本論文
では, (a) の場合に対して, 扱う行列が瑞行列であっても超–次収束することを示している. (本
文中では示していないが, (b) の場合でも超–次収束することは示せる. )
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