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概要

ハミルトニアンと独立な多項式第–積分を持つ 2次元同次多項式ポテンシャル系について調べ
た. Bertrand-Darboux の定理からも分かるように, 運動量について 1次 2次の多項式第 $-$

積分が存在するのは, 系が極座標・放物線座標・直交座標のいずれかで変数分離可能な場合に
限る. 運動量について 3次以上の多項式第–積分に対しては, これまで完全なリストは知られ
ていなかった. ただ, 1980年代初めに発見された 3次のポテンシャル 2個と 4次のポテンシャ
ル 1個に対して, 運動量について真に 4次の多項式第–積分が存在することが知られてきた.
また, Hietarinta (1983) は, ポテンシャルが 5次以下ならば, 運動量について真に 3次 4次
の多項式第–積分が存在するのは, この既知の 3つの場合に限るという結果を得ている. しか
し, それから現在に至るまで目立った進展は報告されてこなかった. 本研究では, Hietarinta
(1983) の結果を受けて,「より高次のポテンシャルに対して, 運動量について真に 3次. 4次の
多項式第–積分が存在するか ? 」 という問題に取り組んだ. そして, この問題に対して否定的
な解答を与え, 運動量について真に 3次 4次の多項式第–積分が存在するのは, 既知の 3 $\text{つ}$

の特殊な場合のみであることを示した. これにより, 運動量について高々4次の多項式第–積
分を持つ 2次元同次多項式ポテンシャル系のリストを得た.

1 はじめに

Hamilton系において包合系をなす自由度の数だけの独立な第–積分が存在するとき, 運動方程式
は求積可能, つまり基本的な演算のみで解を求めることができる (Liouville の定理). このとき, 系
は可積分であるという. 与えられた Hamilton 系が可積分か否かを判定することは力学における
基本問題である. 系のハミルトニアン自身が第–積分になっているので, 可積分性の判定が問題
となる最も簡単な場合は自由度 2の系である. Liouville の定理により, 自由度 2の系はハミルト
ニアンと独立な第–積分を 1個持つとき可積分である. ここでは, 2次元ポテンシャル系

$H= \frac{1}{2}(_{\mathrm{P}_{x}^{2}}+p_{y}^{2})+V(_{X}, y)$ (1)

を考える. 系 (1) において, ハミルトニアンと独立な第–積分が存在するかどうかは, ポテンシャ
ル $V(x, y)$ の形に懸かっている. しかし, この最も簡単な場合でも, 与えられたポテンシャルに対
して, 系の可積分性を判定する方法 (可積分性の必要十分条件) は知られていない.
特異点解析における解の Painlev\’e 性 [10] は, 系の可積分性と深い関係があると考えられてい

る (Painlev\’e 予想). 解の Painlev\’e 性とは, 動く特異点が極のみであるという性質のことである.
また, 特異点の範囲を代数的分岐点まで広げたものを weak-Painlev\’e性 [9] という. 解の Painlev\’e
性と系の可積分性の間の関係は証明されてはいないが, 解の Painlev\’e性を要請することによって,
新たな可積分系が発見された例もある $[1, 9]$ . これは, Painlev\’e性が可積分性の十分条件として有
効に働いたことを示している. また, ポテンシャルに対して非常に強い制約を課すこととなった
Morales-Ruiz and Ramis $[6, 7]$ による同次式ポテンシャル系の可積分性の必要条件により, 可積
分性の必要条件としての weak-Painlev\’e性が正当化されることが分かっている [11].
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さて, 解の Painlev\’e性を要請することによって初めて発見された可積分系が存在すると述べ
たが, 実際のところは次のようにして発見された. まず, 係数が未知の多項式ポテンシャルを持つ
系 (1) に対して, 解が Painlev\’e 性を有するようにポテンシャルの係数を決定する. そして, 幸運
にもハミルトニアンと独立な第–積分を見つけることができ, 新たな可積分系の発見と相成った
わけである. ここで注意しなければならないのは, 解の Pailev\’e性は可積分系候補をあぶり出すだ
けということである. 実際に可積分であることを証明するには, ハミルトニアンと独立な第–積
分を見つける必要がある. ある関数 $\Phi$ が第–積分となるための条件は, 系のハミルトニァンとの
Poisson括弧の値が $0$ となることである. この条件は, 関数 $\Phi(x, y,Px’ Py)$ とポテンシャル $V(x, y)$

に対する偏微分方程式を与える. これを直接解析的に解くことはほとんど無理であるから, 色々
と制限を付けることになる. 例えば, 第–積分を多項式あるいは有理式の範囲に限定したりする.
この辺りのことは, Hietarinta によるレビュ一論文 [3] に詳しい.
本研究では, $\{\Phi, H\}=0$ から導かれる偏微分方程式の多項式解に注目する. つまり, ポテン

シャルと第–積分を共に多項式と仮定する. 多項式ポテンシャル $V(x, y)$ は, 同次部分に分けて

$V(x, y)=V_{\min}+\cdots+V_{\max}$ (2)

と書ける. ここで, $V_{\min}$ は最低次部分, Vma、は最高次部分である. いま, ポテンシャル (2) を持
つ系 (1) が可積分であるとする. このとき, ポテンシャルの最低次部分だけをとった系と最高次部
分だけをとった系

$H= \frac{1}{2}(p_{x}^{2}+p_{y}^{2})+V_{\min}(x, y)$ , $H= \frac{1}{2}(p_{x}^{2}+p_{y}^{2})+V_{\max}(x, y)$ (3)

は, それぞれ単独で可積分とならなければならない. 更に, 元の系がハミルトニアンと独立な多
項式第–積分を持つならば, ポテンシャルの最低次部分だけをとった系と最高次部分だけをとっ
た系も, それぞれハミルトニアンと独立な多項式第一回分を持つ [3]. この事実により, まず同次
多項式ポテンシャルを考えることが, 一般の非同次多項式ポテンシャルの場合の基礎になること
が分かる. 更に, \S 2でも述べるように, 同次多項式ポテンシャルを仮定することにより, 第–積
分の扱いが簡単化され, ほとんど不可能に思われた偏微分方程式の解析が可能になる. 本研究の
最終的な目標は, ハミルトニアンと独立な多項式第–積分を持つ 2次元同次多項式ポテンシャル
系のリストを作ることである.
本稿の構成は以下の通りである. まず, \S 2では, 多項式第–積分を求めるための準備をし,

$\{\Phi, H\}=0$ から得られる偏微分方程式の解析法を–般的な形で述べる. \S 3では, 既知の事実を簡
単にまとめた後, 今回得られた新しい結果を主定理として示す (定理 1). そして, その証明の方針
とエッセンスを \S 4で述べる. 最後の \S 5で, 定理 1より導かれる結果として, 運動量について高々
4次の多項式第–積分を持つ 2次元同次多項式ポテンシャルのリストを示す (定理 2).

2 多項式第–積分

2.1 時間反転対称性と相似変換不変性

多項式第–積分 $\Phi$ に対して, 一般性を失うことなく次の 2つの性質を仮定することができる.

Property 1. $\Phi$ は運動量 $(p_{x},p_{y})$ について偶関数か奇関数のどちらかである.
Property 2. $\Phi$ はポテンシャルの次数 $k$ によって決まる量をウエイトとする同次式である.

Property 1は系 (1) の時間反転対称性から導かれる. 系 (1) は, 時間反転の変換

$tarrow-t$ , $xarrow x$ , $yarrow y$ , $Pxarrow-p_{x}$ , $p_{y}arrow-p_{y}$ (4)
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により不変であるから, $\Phi(x, y,Px’ Py)$ が第–積分ならば, $\Phi(x, y, -px’-p_{y})$ も第–積分となる.

したがって,

$\Phi^{+}=\frac{\Phi(x,y,Px’ p_{y})+\Phi(x,y,-Px’-p_{y})}{2}$ , $\Phi^{-}=\frac{\Phi(x,y,p_{x},py)-\Phi(x,y,-px’-p_{y})}{2}$ (5)

も第–積分である. ここで, 任意の第–積分 $\Phi$ は $\Phi=\Phi^{+}+\Phi^{-}$ と書けることに注意しよう. そ

して, $\Phi^{+}$ は $(p_{x},p_{y})$ について偶関数の第–積分, $\Phi^{-}$ は $(p_{x},p_{y})$ について奇関数の第–積分になっ

ている. したがって, 第–積分として最初から $\Phi^{+}$ または $\Phi^{-}$ を考えることができる. つまり, 第

積分は運動量 $(p_{x},p_{y})$ について偶関数か奇関数のどちらかであると仮定してもよい.
Property 2は同次多項式ポテンシャル系の相似変換 (スケール変換) に対する不変性から導か

れる. 一般に $N$ 階の微分方程式系

$\frac{dx_{i}}{dt}=F(X_{1}, X_{2}, \ldots, x_{N})$ , $(i=1,2, \ldots, N)$ (6)

が, $g_{1},$ $g_{2},$ $\ldots,$ $g_{N}$ を適当な定数とする相似変換

$tarrow\sigma^{-1}t$ , $x_{1}arrow\sigma^{g_{1}}x_{1}$ , $x_{2}arrow\sigma^{g_{2}}x_{2},$
$\ldots,$

$x_{N}arrow\sigma^{g_{N}}x_{N}$ (7)

によって不変であるとき, この系を相似不変系という. ここで, パラメーター $\sigma$ は任意である. ま

た, 相似変換によって $\sigma^{M}$ 倍される, つまり

$\phi(\sigma^{-1}t, \sigma^{g_{1}}x_{1}, \ldots, \sigma^{g_{N}}X_{N})=\sigma^{M}\emptyset(t, X_{1,.d}. , x_{N})$ (8)

を満たす関数 $\phi(t, X)$ を $M$ をウエイトとする同次式という. いま, ある相似不変系が多項式第

積分 $\Phi$ を持つとする. この多項式第\neg 積分は

$\Phi=\sum_{m}\Phi_{m}$
(9)

のような和に表すことができる. ここで, $\Phi_{m}$ は $m$ をウエイトとする同次多項式である. これは

相似変換により

$\Phi’=\sum_{m}\sigma^{m}\Phi m$
(10)

となり, 再び元の系の第–積分になる. パラメーター $\sigma$ は任意であるから, 結局すべての $\Phi_{m}$ が

第–積分になっていることが分かる. したがって, 相似不変系における多項式第–積分は相似変
換によって決まる量をウエイトとする同次式であると仮定してもよい. さて, ポテンシャルが $k$

次の同次多項式のとき, 系 (1) は相似変換

$tarrow\sigma^{-1}t$ , $xarrow\sigma^{2/()}k-2X$ , $yarrow\sigma^{2/(k2)}-y$ , $p_{x}arrow\sigma^{k/(k-2}p_{x})$ , $p_{y}arrow\sigma^{k/(k-2})_{p_{y}}$ (11)

によって不変である. よって, 同次多項式ポテンシャル系の多項式第–積分はポテンシャルの次
数 $k$ によって決まる量をウエイトとする同次多項式であると仮定できる. 例えば, 系のノ $\mathrm{o}$ ミルト

ニアン自身は

$H(\sigma X, \sigma^{2}y, \sigma^{k}-k2)px’\sigma-2)p_{y})k2)/(k/(k2k/(k-2)H=\sigma(x, y,Px’ p_{y})2/(k-2)/(-,$ (12)

より, $2k/(k-2)$ をウエイトとする多項式第–積分である.
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22 運動量について $N$次の多項式第–積分

Property 1より, 運動量について $N$次の多項式第–積分は

$[N/2]_{N-2n}$

$\Phi=\sum_{n=0}\sum_{m=0}A^{m,N-2N2m}n(x, y)pxp_{y}^{m}-n-$ (13)

と書ける. ハミルトニアンとの Poisson括弧の値を $0$ とおくことにより得られる偏微分方程式は,

$\{\Phi, H\}=\frac{\partial\Phi}{\partial x}\frac{\partial H}{\partial p_{x}}-\frac{\partial\Phi}{\partial p_{x}}\frac{\partial H}{\partial x}+\frac{\partial\Phi}{\partial y}\frac{\partial H}{\partial p_{y}}-\frac{\partial\Phi}{\partial p_{y}}\frac{\partial H}{\partial y}$

$=p_{x} \frac{\partial\Phi}{\partial x}-\frac{\partial\Phi}{\partial p_{x}}\frac{\partial V}{\partial x}+p_{y}\frac{\partial\Phi}{\partial y}-\frac{\partial\Phi}{\partial p_{y}}\frac{\partial V}{\partial y}=0$ (14)

である. これに (13) を代入したものを運動量 ($p_{x}$ ,pのについての恒等式とみると

$A^{m-1,\iota-}1+xAm,\iota-1=(y)A^{m}+11,\iota+1Vx(\iota-m+1)Amm++’+V_{y}\iota 1$, $(m=0,1, \ldots, l)$ ‘ (15)

を得る. ただし,

$l=N+1,$ $N-1,$ $N-3,$ $\ldots,$
$\{$

$0$ ( $N$ 力 “奇数)
1($N$ が偶数)

で, $s<0,$ $t<0,$ $s>N$, または $t>N$ のときは $A^{s,t}=0$ とする. また, 下付きの $x,$ $y$ は偏微分を
表す. まず, $l=N+1$ に対して, (15) は

$A_{x}m-1,N+Am,N=0y$
’

$(m-arrow 0,1, \ldots, N+1)$ (16)

となる. これを解いて, 多項式の解

: $A^{m,N}(x, y)= \sum\sum(-1)^{v}mN-ma_{u+m-v}v,X^{v}y^{u}$, $(m=0,1, \ldots, N)$ (17)
$v=0u=0$

を得る. ここで, $a_{u+v,m-v}$ は積分定数である. Property 2より, $N+1$ 個の多項式 $A^{m,N}$ は次
数の等しい同次多項式であると仮定できる. したがって, 解 (17) は, 同次部分に分けて考えるこ
とができる. つまり, 問題は和 $u+v$ によってラベル付けされる $N+1$ 通りの場合に分けられる
$(u+v=N, N-1, \ldots, 0)$ . 各々の場合に, 第–積分の運動量について $N$次の項は次のような形
になる.

Case 1 $(u+v=N)$ : $\Phi=a_{N,0}(ypx-Xp_{y})^{N}+\cdots$

Case 2 $(u+v=N-1):\Phi=(a_{N-1,0}p_{x}+a_{N-1,1}py)(ypx-Xpy)^{N-}1+\cdots$

Case $\mathrm{N}+1(u+v=0)$ : $\Phi=a_{0,0}p_{x}^{N}+a_{0,1}p_{x}^{N1}-p_{y}+\cdots+a_{0,N}p_{y}^{N}+\cdots$

次に, $l=N-1$ に対して, (15) は

$A^{m-1,N-2}+Axym,N-2(m+1)Am+1,NVx+(N-m)Am,N=V_{y}$ , $(m=0,1, \ldots, N-1)$ (18)
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となる. (18) の $(m+1)$ 番目の式の両辺に偏微分演算子 $(-1)^{m}\partial N-1/\partial_{X^{N-m-1}}\partial y^{m}$ を作用させ

て, $m=0$ から $m=N-1$ までの和をとると, 左辺の和は $0$ になり, 右辺の和からポテンシャル
についての偏微分方程式

$\sum_{m=0}^{N-1}(-1)^{m}\frac{\partial^{N-1}}{\partial x^{N-m-\iota}\partial y^{m}}[(m+1)A^{m+1,N}V_{x}+(N-m)A^{m}’ NV_{y}]=0$ (19)

を得る. $l=N-3,$ $N-5,$ $\ldots$ に対しても, 同様の操作によってポテンシャルについての偏微分
方程式を導くことができる. これにより, $N$ が奇数のときは $(N+1)/2$ 個, $N$ が偶数のときは

$N/2$個の偏微分方程式を得る. こうして得られた偏微分方程式の完全な解析解が知られているの
は, $N=1,2$ の場合のみである [3]. $N‘\geq 3$ に対して, 完全な解を求めるのはほとんど不可能のよ

うに思われる. \S 1で述べたように, 本研究では, 同次多項式ポテンシャルを考えるのだった. 上
で得られた偏微分方程式において, $V(x, y)$ に同次多項式を代入したものは $(x, y)$ についての恒等

式にならなければならない. 係数がすべて $0$ に等しいとおくことにより, ポテンシャルと第–積

分の係数を未知数とする連立代数方程式が得られる. つまり, 偏微分方程式を解く問題が, 連立

代数方程式を解く問題に帰着した. ;. $\cdot$‘’. ... :
’

,
$-_{r}$ .: $.:,$

$’\cdot’$ . $\cdot\backslash ‘:.=$. ,

ここで, 多項式第–区分 (13) の係数多項式 $A^{m,N-2n}(X, y)(n=1,2, \ldots)$ について注意してお
$\langle$ . Property 2より, これらは次数の等しい同次多項式と仮定してよい. 運動量について $N$ 次の

項の係数多項式 $A^{m,N}(x, y)$ か $u+v$次の同次多項式であるとき, 相似変換 (11). に対する第–積分

の運動量について $N$ 次の項のウエイトは ..... .. $\cdot$

.
$.\vee\cdot$

:$-$

$(u+v) \frac{2}{k-2}+N\frac{k}{k-2}=.\frac{2(u+v)+Nk}{k-2}$ (20)

である. 第–積分の運動量について $N-2n$次の項のウエイトもこれに等しくなければならないの
で, 同次多項式 $A^{m,N-2n}(X, y)$ の次数は $u+v+nk$ となる.

2.3 同次多項式ポテンシャル

宗テンシャルを $k$ 次の複素数係 $\text{数}-$同次多塩式と $\text{し}-$ ,

た

$V(x, y)=V_{k}= \sum_{0j=}\alpha jx^{k-}y^{j}j\neg-\alpha_{0^{X}}kk-+\alpha_{1}xy+1\ldots+\alpha ky^{k}$
(21)

と書く. ここで, 座標回転による自由度について述べておぐ. 可積分なポテンシャルを座標回転
して得られるポテンシャルは可積分である. したがって, 可積分なポテンシャルを座標回転する
ことによって, 見かけ上は異なる可積分なポテンシャルを無数に作ることができる. このような

座標回転の自由度を除去するために, ポテンシャル (21) において最初から $\alpha_{1}=0$ としておく. 実

際には, $x^{k-1}y$ の項が消去されるような座標回転を考えるこどになる. 角度 $\varphi$ の座標回転を

$xarrow x\cos\varphi-y\sin\varphi$ , $yarrow x\sin\varphi+y\cos\varphi$ (22)

で与えると, $x^{k-1}y$の項が消去されるという条件は, $\tan\varphi$ についての $k$ 次の代数方程式を与える.
つまり, 求める座標回転は高々 $k.\text{個^{と_{いう}}}|\text{ことになる}$

. $\text{例えば},$ $...\text{明らかに可積分な}$
$4$次の同次多項

式ポテンシャル

$V_{4}=x^{44}+y$ (23)
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は $30^{\mathrm{o}},$ $45^{\mathrm{o}}$ の回転により, それぞれ–見明らかではないが, 可積分なポテンシャル

$V_{4}=5x^{4}-4\sqrt{3}x^{3}y+18x^{2}y^{2}+4\sqrt{3}xy^{3}+5y^{4}$ (24)
$V_{4}=x^{4}+6xy+y^{4}22$ (25)

になる. 最初から $\alpha_{1}=0$ とすることによって, (24) のようなポテンシャルは除外できることにな
る. しかし, (25) のようなポテンシャルは, 依然として残っている. 実際, $\alpha_{1}=0$ のポテンシャ
ル (21) で, 座標回転により互いに移り合うものの数は高々 $k$個である. ポテンシャル (23) の場合
は, それ自身と (25) の 2個である.

最初から $\alpha_{1}=0$ にしておくと, 2次の同次多項式ポテンシャルは, $V=\alpha_{0^{X}}2+\alpha_{2}y^{2}$ となる.
これは, 第–積分 $\Phi=p_{x}^{2}+2\alpha_{0}x^{2}$ を持つので可積分である. よって, 2次の同次多項式ポテンシャ
ルは常に可積分であると考えることができる. 本研究では, ポテンシャルの次数 $k$ を $k\geq 3$ とし

て解析を行なう.

3 既知の事実と新しい結果 (主定理)

3.1 運動量について 1次 2次の多項式第–積分

$N=1,2$ に対しては, \S 2.2で得られた偏微分方程式の解析学が知られているので [3], その解を用
いれば, 運動量について 1次 2次の多項式第–積分を持つ 2次元同次多項式ポテンシャル系を求
めることができる. しかし, ここでは, 本研究で行なった解析の簡単な具体例を見るために, \S 2.2
で述べた偏微分方程式を連立代数方程式に直して解くという方法を取る.
運動量について 1次の多項式第–積分は運動量について奇関数と仮定してよいので,

$\Phi=A_{0}(x, y)px+A1(x, y)p_{y}$ (26)

とおける. ハミルトニアンとの Poisson括弧が $0$ になる条件 (15) は,

$A_{0x}=0$ , $A_{0y}+A_{1x}=0$, $A_{1y}=0$ (27)
$A_{0}V_{x}+A1V_{y}=0$ (28)

. $\mathrm{A}\cdot\cdot.-\cdot\backslash \cdot$

と書ける. (27) から運動量について 1次の項が決まり, 場合分けは次の 2通りになる.

Case 1. $\Phi=a_{1}(ypx-xp_{y})$ (29)

Case 2. $\Phi=a_{0}p_{x}+b_{0p_{y}}$ (30)

このとき, (28) は,

Case 1. $a_{1}(yV_{xy}-XV)=0$ (31)

Case 2. $a_{0}V_{x}+b_{0}V_{y}=0$ (32)

となる. ポテンシャル (21) を偏微分方程式 (31), (32) に代入したものは, $(x, y)$ についての恒等式
にならなければならない. 係数を $0$ に等しいとして得られる連立代数方程式が, $a_{1}\neq 0$ (Case 1),
$(a_{0}, b\mathrm{o})\neq(0,0)$ (Case 2) なる解を持つようにポテンシャルの係数 $\alpha_{j}$ を定めればよい. 結果は次
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のようになる. 解析の詳細については, Appendix A.l を参照のこと.

ポテンシャル ハミルトニアンと独立な第–積分

$V_{k}=r^{k}=(x^{2}+y^{2})^{k/2}$ , $k$ は偶数 $\Phi=yp_{x}-xp_{y}$

$V_{k}=x^{k}$ $\Phi=p_{y}$

運動量について 2次の多項式第–積分は運動量について偶関数と仮定できるから

$\Phi=A_{0}(x, y)p_{x}^{2}+A_{1}(x, y)pxp_{y}+A_{2}(x, y)p_{y}^{2}+B_{0}(x, y)$ (33)

とおく. ハミルトニアンとの Poisson括弧の値が $0$ になるための条件 (15) を書き下すと,

$A_{0x}=0$ , $A_{0y}+A_{1x}=0$ , $A_{1y}+A_{2x}=0$ , $A_{2y}=0$ (34)

$B_{0x}=2A_{0}V_{x}+A_{1}V_{y}$ , $B_{0y}=A_{1}V_{x}+2A_{2}V_{y}$ (35)

となる. (34) から運動量について 2次の項が決まり, 場合分けは次の 3通りになる.

Case 1. $\Phi=a_{2}(yp_{x}-xp_{y})^{2}+B\mathrm{o}(x, y)$ (36)

Case 2. $\dot{\Phi}=|(a_{1}p_{x}+b_{1p_{y}})(yp_{x}-xpy)+B_{0}(x, y)$ (37)

Case 3. $\Phi.=a_{0}p_{x}^{2}+b_{0}p_{x}p_{y}+c_{\mathrm{O}}p_{y}^{2}+B\mathrm{o}(x, y)$ (38)

(35) の左辺において, $\partial_{yx0_{y}}B\mathit{0}_{x}-\partial B=0$ となることを利用すると, 右辺から偏微分方程式

$A_{1}(V_{xx}-V)yy+2(A_{2}-A_{0})V_{xy}+(A_{1x}-2A_{\mathit{0}}y)Vx+(2A_{2x1y}-A)V_{y}=0$ (39)

を得る. これは, Case 1に対しては,

$a_{2}\{xy(Vxx-V)yy-(x^{2}-y^{2})Vxy+3yV_{xy}-3_{X}V\}=0$ , (40)

Case 2に対しては,

$a_{1}(xVxx+2yVxy-xVyy+3V_{x})+b_{1}(yV_{xxxy}-2XV-yV_{yyy}-3V)=0$, (41)

Case 3に対しては,

$2a0V_{xy}+b\mathrm{o}(V_{xx}-V_{y}y)-2_{C}0Vxy=0$ (42)

となる. ポテンシャル (21) を (40), (41), (42) に代入して $(x, y)$ についての恒等式を得る. 得られた
恒等式から導かれる連立代数方程式が, $a_{2}\neq 0$ (Case 1), $(a_{1}, b_{1})\neq(0,0)$ (Case 2), $(a_{0}, b\mathit{0}, c_{0})\neq$

$(0,0, \mathrm{o})$ (Case 3) を満足する解を持つようにポテンシャルの係数 $\alpha_{j}$ を定めればよい. 結果は次の

ようになる. 解析の詳細については, Appendix A2を参照のこと.

ポテンシャル ハミルトニアンと独立な第–積分

$V_{k}=r^{k}=(x^{2}+y^{2})^{k/2}$ , $k$ は偶数 (極座標) $\Phi=(yp_{x}-xp_{y})^{2}$

$V_{k}= \frac{1}{r}[(\frac{r+x}{2})^{k+1}+(-1)^{k}(\frac{r-x}{2})^{k+1}]$ (放物線座標) $\Phi=_{Py(yPx}-xp_{y})+\frac{1}{2}y^{2}V_{k-1}$

$V_{k}=Ax^{k}+By^{k}$ (直交座標) $\Phi=p_{x}^{2}+2Ax^{k},$ $p_{y}^{2}+2By^{k}$
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上に挙げたポテンシャルは順に極座標, 放物線座標, 直交座標で変数分離可能な場合になってい
る. -方, 運動量について 2次の (必ずしも多項式でない) 第–積分については, 次の定理が知ら
れている

$-$

$l\mathit{3}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}-\mathrm{U}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{x}(/)$ 疋埋の梢円座椋 r裟叡 5J‘離 o」能な場曾 Gま, $\dot{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\Gamma\backslash$ ァンンヤルが 1司次多項式である

という制限によって姿を消している.

32 運動量について 3次 4次の多項式第–積分

自明な例として,

$\Phi=(yp_{x}-xp_{y})3$ , $\Phi=(yp_{x}-Xpy)^{2}H$ (43)

などのように運動量について 1次または 2次の多項式第–積分の積によって作られる第–積分が
ある. このような第–積分を, 運動量についてより低次の第–積分に約せるという意味を込めて,
可約な多項式第–積分と呼ぶことにする. 逆に, 運動量についてより低次の多項式第–積分に約
せない第–積分のことを, 既約な多項式第–積分と呼ぶことにする. さて, 運動量について 3次
以上の既約な多項式第–積分が存在する例として, 現在のところ, 以下の 3つの場合が知られて
いる. いずれも運動量について 4次の多項式第–積分である. Grammaticos et $al[1]$ と Hall [4] は
独立に

$\{$

$V_{3}=x^{32}+ \frac{3}{16}xy$

$\Phi=p_{y}^{4}-\frac{1}{4}y^{32}p_{x}py+\frac{3}{4}xyp_{y}2-\frac{3}{64}x^{2}y^{4}-\frac{1}{128}y^{6}$

(44)

を発見した. また, Ramani et $al[9]$ は

$\{$

$V_{3}=x^{32}+ \frac{1}{2}xy+\frac{\sqrt{3}i}{18}y^{3}$

$\Phi=p_{x}p_{y}-\frac{\sqrt{3}i}{2}3p_{yx}4\frac{1}{2}y3+p^{2}-(\frac{3}{2}xy^{2}-\frac{\sqrt{3}i}{2}y3)PxPy$

$+(3x^{2}y- \sqrt{3}ixy^{2}+\frac{1}{2}y^{3})p_{y}^{2}+\frac{1}{2}x^{3}y^{3}+\frac{\sqrt{3}i}{8}x^{2}y^{4}-\frac{1}{4}xy^{5}+\frac{5\sqrt{3}i}{72}y^{6}$

(45)

と

(46)$\{\Phi=p_{yx)X}^{4}+\frac{1}{2}V_{4}=x^{4}+\frac{3}{4}x_{4}y+\frac{1}{t}22+yp3_{X}22y4yy^{24}+\frac{1}{2}p^{2}y-2ypxpy+\frac{1}{4}Xy+\frac{1}{4}x^{2}y^{6}+\frac{1}{16}344y^{8}$

を発見した. 続いて Hietarinta [2] が, 5次以下の同次多項式ポテンシャルに対して運動量につい
て高々4次の多項式第–積分を計算し, 次のような結果を得ている. ただし, 厳密な証明は与えら
れていない.
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不耕究では, Hietarinta の王張か止しいこどを碓認し, 更に同次多唄式ホアンンヤルの次数を仕

音次獅に粧薦 $|$ .て調べ 次の結果斎得た

足埋 1により, 連動重について 3次 4次の跳約な多唄式弟–\eta 貢分か仔仕丁るのは, (44), (45), $(4\mathrm{f}))$

の場合に限ることが分かる.

4 定理 1について

4.1 運動量について 3次の多項式第–積分

第–積分は運動量について奇関数であると仮定してよいので,

$\Phi=A_{0}(x, y)p_{x}^{3}+A_{1}(x, y)p_{x}p_{y}2+A_{2}(x, y)p_{x}p^{2}y+A_{3}(x, y)p_{y}^{3}+B_{0}(x, y)p_{x}+B_{1}(x, y)p_{y}$ (47)
. ご

$r$
.

$=..\cdot$ $l’$

.

とおける. ハミルトニアンとの Poisson括弧の値が $0$ になるための条件 (15) を書き下すと,

$A_{0x}=0,$ $A_{0y}+A_{1x}=0,$ $A_{1y}+A_{2x}=0,$ $A_{2y}+A_{3x}=0,$ $A_{3y}=0$ (48)

$B_{0x}=3A0Vx+A_{1}V_{y},$
$B0y+.\cdot B_{1}.x=2.A$

.
$’ 1Vx,.\cdot.+2A2V.y’.1B=A2:.\backslash$

}

$-.\cdot.\cdot...y..+3A3V_{x}|Vy$ (49)

$B_{0}V_{x}+B_{1}V_{y}=0$ (50)

となる. (48) から運動量について 3次の項が決まり, 場合分けは次の 4通りになる.

Case 1. $\Phi=a_{3}(yp_{x}-xpy)^{S}+B0p_{x}+B_{1}p_{y}$ (51)

Case 2. $\Phi=(a_{2}p_{x}+b_{2p_{y}})(ypx-xp_{y})2+B_{0p_{x}}+B_{1}p_{y}$ (52)

Case 3. $\Phi=(a_{1}p_{x}^{2}+b_{1p_{x}}p_{y}+c_{1}p_{yy}^{2})(yp_{x}-xp)+B_{0p_{x}}+B_{1}p_{y}$ (53)

Case 4. $\Phi=a_{0}p_{x}^{3}+b_{0p_{x}^{2}}p_{y}+c_{0}p_{x}p^{2}y+d0p_{y}^{3}+B_{0p_{x}}+B_{1}p_{y}$ (54)

(49) から得られる偏微分方程式は

$A_{2}V_{xxx}+(3A_{3}-2A1)Vxxy+(3A0-2A_{2})Vxyy+A_{1}V_{yyy}$

$+2(A_{2x}-A_{1}y)(Vxx-V)yy+2(3A_{0yy}-A_{1x}-A_{2}+3A_{3x})V_{xy}$

$+(3A0yy-2A1xy+A_{2xx})V_{x}+(A_{1yyxy}-2A_{2}+3A_{3xx})V_{y}=0$ . (55)

であり, Case 1に対しては,

$a_{3}\{x^{2}yVxxx+(2xy^{2}-x^{3})V_{xx}y+(y^{32}-2Xy)Vxyy-xyV_{y}2yy$

$+8xyV_{xx}+8(y^{2}-x^{2})V_{xy}-8xyVyy+12yV_{x}-12_{X}V_{x}\}=0$ , (56)
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Case 2に対しては,

$a_{2}\{X^{2}Vxxx+4xyV_{xxy}+(3y^{22}-2_{X})Vxyy-2xyV_{y}yy$

$+8xV_{xx}+16yV_{xyyy}-8xV+12V_{x}\}+$

$b_{2}\{-2xyVxxx+(3x^{2}-2y^{2})Vxxy+4xyV_{xyy}+y^{2}V_{yyy}$

$-8yV_{xx}+16xVxy+8yV_{yy}+12V_{y}\}=0$ , (57)

Case 3に対しては,

$a\iota$ $(2_{X}V_{x}xy +3yV_{xyy}-xV_{y}yy+8V_{xy})+$

$b_{1}(-xV_{x}xx-2yVxxy+2xV_{xyy}+yV_{yyy}-4V_{x}x+4V_{yy})+$

$c_{1}(yV_{xxxxxy}-3XV-2yVxyy-8V_{x}y)=0$, (58)

Case 4に対しては,

$a_{0}(3V_{xyy})+bo(-2Vxxy+V_{yyy})+co(V_{x}xx-2Vxyy)+d_{0}(3V_{xxy})=0$ (59)

となる. 偏微分方程式 (56)$-(59)$ , および (50) にポテンシャル (21) を代入したものを $(x, y)$ につ

いての恒等式とみる. その恒等式において係数がすべて $0$ に等しいとおくことによって得られる
連立代数方程式が, $a_{3}\neq 0$ (Case 1), $(a_{2}, b_{2})\neq(0,0)$ (Case 2), $(a1, b1, c1)\neq(0,0, \mathrm{o})$ (Case 3),
$(a\mathit{0}, b\mathit{0}, c0, do)\neq(0,0,0, \mathrm{o})$ (Case 4) となる解を持つようにポテンシャルの係数 $\alpha_{j}$ を定める. 結
果は次の表のようになる. 解析の詳細については本論文 [8] を参照のこと.

Case ポテンシャル ハミルトニアンと独立な多項式第–積分

1 $V_{k}=(_{X}2+y)2\text{た}/2$ $\Phi=(yp_{x}-xp_{y})3$

2 $V_{k}\equiv 0$

3 $V_{k}=(X^{2}+y^{2})^{k}/2$ $\Phi=(yp_{x}-xp_{y})H$

4 $V_{k}=x^{k}$ $\Phi=b0p_{y}(p_{x}^{2}+2x^{k})+d0p_{y}^{3}$

上表の第–積分は, 運動量について 1次あるいは 2次の多項式第–積分に約せる, 可約な第–積
分であることに注意しよう. つまり, 運動量について 3次の既約な多項式第 –積分は存在しない
のである.

42 運動量について 4次の多項式第–積分

第–積分は運動量について偶関数と仮定してよいので,

$\Phi=A_{0}(X, y)p_{x}^{4}+A_{1}(x, y)p_{x}p_{y}3+A_{2}(x, y)p_{x}22p_{y}+A_{3}(x, y)p_{x}p^{3}y+A_{4}(x, y)p_{y}^{4}$

$+B_{0}(x, y)p_{x}^{2}+B_{1}(x, y)pxp_{y}+B_{2}(x, y)p_{y}^{2}+C_{0}(x, y)$ (60)

とおける. ハミルトニアンとの Poisson括弧の値が $0$ になるための条件 (15) を書き下すと,

$A_{\mathit{0}x}=0,$ $A0y+A_{1x}=0,$ $A_{1y}+A_{2x}=0,$ $A_{2y}+A_{3x}=0,$ $A_{3y}+A_{4x}=0,$ $A_{4y}=0$ (61)

$B_{0x}=3A_{0}V_{x}+A_{1}V_{y},$ $B_{0y}+B_{1x}=3A_{1}V_{x}+2A_{2}V_{y}$ ,

$B_{1y}+B_{2x}=2A_{2}V_{x}+3A_{3}V_{y},$ $B_{2y}=A_{3}V_{x}+4A_{4}V_{y}$ (62)

$c_{0x}=2B0V_{x}+B_{1}V_{y’ 0_{y}}C=B_{1}V_{x}+2B_{2}V_{y}$ (63)
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となる. (61) から運動量について 4次の項が決まり, 場合分けは次の 5通りになる.

Case 1. $\Phi=a_{4}(yp_{x}-xp_{y})4+B_{0p_{x}^{2}}+B_{1}p_{x}p_{y}+B_{2p_{y}^{2}}+C_{0}$ (64)

Case 2. $\Phi=(a_{3}p_{x}+b_{3p_{y}})(ypx-xp_{y})3+B0p_{x}^{2}+B_{1p_{x}p_{y}}+B_{2}p_{y}^{2}+C_{0}$ (65)

Case 3. $\Phi=(a_{2}p_{x}^{2}+b_{2p_{x}p_{y}}+c_{2}p^{22}y)(yp_{x}-Xp_{y})+B0p_{x}^{2}+B_{1}p_{x}p_{y}+B_{2p_{y}^{2}}+C_{0}$ (66)

Case 4. $\Phi=(a_{1}p_{x}^{3}+b_{1p_{x}^{2}\mathrm{P}y}+c_{1}p_{x}p_{y}^{2}+d_{1}p_{y}^{3})(ypx-xpy)+B_{0p_{x}^{2}}+B_{1p_{x}p_{y}}+B_{2p_{y}^{2}}+C_{0}(67)$

Case 5. $\Phi=a0p_{x}+b_{0}43pxpy+c0p_{x}^{2}pyd234B+Bpx+0pxp_{y}+e0py0+p^{2}x1p_{y}+B2p_{y}^{2}+c_{0}$ (68)

(62) から得られる偏微分方程式は

$A_{3}V_{xxxx}-2(A_{2}-2A_{4})Vxxxy+3(A_{1}-A_{3})V_{xxyy}-2(2A_{0}-A2)V_{xy}yy-A_{1}Vyyyy$

$-(2A2y-3A3x)Vxxx+(6A_{1y2x}-4A-3A_{3}x+12A_{4x})Vxxy$

$-(12A_{0y}-3A_{1x}-4A_{2}y+6A_{3x})V_{x}-yy(3A1y-2A2x)Vyyy$

$+(3A_{1yy}-4A_{2xy}+3A_{\mathrm{s}xx})(V_{x}x-V)yy$

$-(12A_{0yy}-6A_{1xy}+2A2xx-2A2yy+6A3xy-12A4xx)Vxy$

$-(4A_{0yy}-y3A1xyy+2A2xxy-A3xxx)Vx-(A_{1yyy}-2A2xyy+3A_{3}xxy-4A_{4}xxx)V_{y}=0$ (69)

であり, Case 1に対しては,

$a_{4}\{x^{3}yVxxxx-(_{X}4-3x2)y^{233}V_{x}xxy-3(xy-xy)Vxxyy+(y^{4}-3x^{223}y)Vxyyy-xyVyyyy$

$+15x^{2}yVxxx-15(X-2_{X}y)32Vxxy+15(y^{32}-2_{X}y)Vxyy-15xyV_{yyy}2$

$+60_{xy}V_{x}x-60(x-2y^{2})Vxy-60_{X}yV_{yy}+60yVx-60XV\}y=0$ , (70)

Case 2に対しては,

$a_{3}\{x^{3}Vxxxx+6x^{2}yV_{x}xxy-3(X3-3xy)2Vxxyy-2(3x^{2}y-2y)3Vxyyy-3_{X}y^{2}V_{yy}yy$

$+15_{X^{2}}V_{xxx}+60_{X}yV_{xx}-y(152_{X}2-3y2)V_{x}-30xyyyVyyy$

$+60xV_{xx}+120yV_{xy}-60_{x}V_{y}y+60V_{x}\}+$

$b_{3}\{-3X^{2}yV_{xxxx}+2(2x^{\mathrm{s}}-3xy)2Vxxxy+3(3x^{2}y-y)3Vxxyy+6xy^{2}Vxyyy+y^{3}V_{yyyy}$

$-30xyVxxx+15(3x^{2}-2y^{2})Vxxy+60xyVxyy+15y^{2}V_{yyv}$

$-60yV_{xx}-120_{X}Vxy+60_{y}V_{yy}+60V_{y}\}=0$ , (71)

Case 3に対しては,

$a_{2}\{2xV_{xx}2xy+6xyV_{x}xyy-2(X-22y)2V_{xyyy}-2_{X}yVyyyy$

$+20xV_{x}xy+30yV_{x}yy-10XVyyy+40V_{xy}\}+$

$b_{2}\{-x^{2}V_{x}xxx-4xyV_{xxxy}+3(x2-y2)Vxxyy+4XyVxyy+yy^{2}Vyyyy$

$-10xV_{x}xx-20yVxxy+20XV_{x}yy+10yV_{yy}-y20V_{xx}+20V_{yy}\}+$

$c_{2}\{2_{X}yVxxxx-2(2x-22)yV_{x}xxy-6_{X}yVxxyy-2y^{2}V_{xyy}y$

$+10yV_{xxx}+30xV_{x}xy-20yVxyy-40Vxy\}=0$ , (72)
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Case 4に対しては,

$a_{1}(3xV_{xxyy}+4yVxyyy-XV+yyyyx15Vyy)+$

$b_{1}(-2xV_{x}xxy-3yV_{xxy}+y2xV_{xyyy}+yV-yyyy10V_{xxy}+5V_{yy})y+$

$C_{1(_{XV_{xx}2V_{x}3_{XV_{x}}}V}xx+yxxy-xyy-2yxyyy+5V_{x}xx-1\mathrm{o}V_{x}yy)+$

$d_{1}(rightarrow yV_{xxxx}+4_{X}Vxxxy+3yVxxyy+\iota 5Vxxy)=0$, (73)

Case 5に対しては,

$a\mathrm{o}(4V_{x})yyy+b_{0}(-3Vxxyy+V)yyyy+C_{0}(2V_{x}xxy-2Vxyyy)$

$+d\mathrm{o}(-V_{xx}xx+3Vxxyy)+e\mathrm{o}(-4V_{xxxy})=0$ (74)

となる. また, (63) から得られる偏微分方程式は

$B_{1}(Vxx-Vyy)+2(B2-B\mathrm{o})V_{x}+y(B_{1x}-2B0_{y})Vx+(2B2x-B_{1}y)V_{y}=0$ (75)

である. 偏微分方程式 (70)$-(74)$ , および (75) にポテンシャル (21) を代入したものを $(x, y)$ につ
いての恒等式とみる. その恒等式において係数がすべて $0$ に等しいとおくことによって得られる
連立代数方程式が, $a_{4}\neq 0$ (Case 1), (as, $b_{3}$ ) $\neq(0,0)$ (Case 2), $(a_{2}, b_{2}, c_{2})\neq(0,0, \mathrm{o})$ (Case 3),
$(a_{1}, b_{1}, c_{1}, d_{1})\neq(0,0,0, \mathrm{o})$ (Case 4), ($a0,$ $b0,$ $c\mathit{0},$ do, $e\mathrm{o}$ ) $\neq(0,0,0,0, \mathrm{o})$ (Case 5) となる解を持つよ
うにポテンシャルの係数 $\alpha_{j}$ を定める. 結果は次の表のようになる. 解析の詳細については, 本論
文 [8] を参照のこと.

Case ポテンシャル ハミルトニアンと独立な多項式第–積分

1 $V_{k}=(x^{2}+y^{2})^{k/2}$ $\Phi=(yp_{x}-Xp_{y})4$ :. $-$

$2$ $V_{k}\equiv 0$

3 $V_{k}=(x^{2}+y^{2})^{k}/2^{\cdot}\dot{\Phi}=(ypx-xpy)^{2}H$

$V_{k}= \frac{1}{r}[(\frac{r+x}{2})^{k+1}+(-1)\text{た}(\frac{r-x}{2})k+1]$ $\Phi=.(p_{y}(yp_{x}..-xpy). +\frac{1}{2}y^{2}Vk-1)^{2}$

4 $V_{k}= \frac{1}{r}[(\frac{r+x}{2})^{\text{た}+}1+(-1)^{k}(\frac{r-x}{2})k+1]$ $\Phi=(p_{y}(yp_{x}-xpy)+\frac{1}{2}y^{2}Vk-1)H$

5 $V_{\text{た}}=Ax^{k}+By^{\text{た}}$ $\Phi=a\circ(p_{x}^{2k}+2Ax)^{2}+e\mathit{0}(p_{y}^{2}+2By)^{2}k$

上表の第–積分は, 運動量について 1次あるいは 2次の多項式第–積分に約せるので可約な第
積分である. これが, 定理 1の意味するところである.

43 定理 1の核心ヘ

ポテンシャルの次数 $k$ が $k\geq 5$ のときは, これでよい. ただし, \S 3.2で見たように, ポテンシャ
ルの次数が $k=3,4$ の場合には, 運動量について 4次の既約な多項式第–積分を持つ例 (44), (45),
(46) が知られているのであった. ここで, これら 3つの特殊な例は, いずれも上の Case 5に属し
ていることに注意しよう. これから, 特に $\mathrm{c}$ の Case 5に注目して, $k=3,4$ の場合と $k\geq 5$ の場
合の違いについてもう少し詳しく見ていくことにしよう.
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Case 5の第–積分は

$\Phi=a_{0}p_{x}^{4}+b0\mathrm{P}_{x}^{3}py+c_{0}p_{x}22p_{y}+d0pxp_{y}^{\mathrm{s}}+e_{\mathit{0}}p_{y}^{4}+B0p_{x}^{2}+B_{1}p_{x}p_{y}+B_{2p_{y}^{2}}+C_{0}$ (76)

という形をしている. この中に含まれる明らかな第–積分 $H^{2}$ を除外するために, $c_{0}=0$ としてお

く. これは, $\Phi$ の代わりに $\Phi-2c0H^{2}$ を考えることを意味する. このとき, 偏微分方程式 (74) は

$4a0V_{xyyy}-b_{0}(3V_{xxyy}-V)yyyy-d\mathrm{o}(V_{xx}xx-3V_{xxy})y-4e0V_{x}xxy=0$ (77)

となる. これにポテンシャル (21) を代入すると, $(x, y)$ について $k-4$次同次の恒等式になる. 係
数がすべて $0$ に等しいとおくことにより, $k-3$ 個の方程式

$4(j-1)j(j+1)(k-j-1)\alpha_{j+1}a_{0}$

$+j(j-1)\{(j+1)(j+2)\alpha_{j+}2-3(k-j)(k-j-1)\alpha_{j}\}b_{0}$

$+(k-j)(k-j-1)\{3j(j-1)\alpha j-(k-j+1)(k-j+2)\alpha_{j-2}\}d0$

$-4(j-1)(k-j-1)(k-j)(k-j+1)\alpha_{j-1}e_{\mathit{0}}=0$ , $(j–2,3, \ldots, k-2)$ (78)

を得る. これは, $\alpha_{j}$ に関する漸騰式と考えることができる. -方, 偏微分方程式 (75) に $B0,$ $B1,$ $B2$

((62) を積分して求める) およびポテンシャル (21) を代入すると, $(x, y)$ について $2k-2$次同次の

恒等式になる. 係数がすべて $0$ に等しいとおくことにより, $2k-1$ 個の方程式が得られる. その
うち, $x^{2k-2},$ $x^{2}y\text{た}-3,$ $X^{2\text{た}-42}y,$ $X^{2}-y^{3}k5$ の係数から得られる 4つの方程式は

.
$\cdot$. $\cdot$

$\{$

$M_{11}b_{0}=0$

$M_{21}b0+M_{2}2a_{0}=0$

$M_{31}b_{0}+M_{32}a_{0}+M_{33}d_{0}‘=0$

$M_{41}b_{0}+M_{42}a_{0}+M_{43}d_{0}+M_{44}e_{0}=0$

(79)

という形をしている. $\text{ただし},$

. $k=.,,3:.$
.
のとき,

$M_{11}= \frac{1}{3}(3\alpha 0-\alpha 2)(45\alpha 0-2\alpha 2)$ , $M_{21}=-30_{\alpha_{3}}(3\alpha 0-\alpha_{2})$ , $M_{22}=- \frac{112}{3}\alpha_{2}(3\alpha_{0}-\alpha_{2})$ ,

$M_{31}=-9\alpha 0\alpha_{2}-7\alpha 2+245\alpha_{3}^{2}$, $M_{32}=60_{\alpha_{2}\alpha_{3}}$ , $M_{33}=-9(\alpha \mathit{0}-2\alpha_{2})(5\alpha 0-\alpha_{2})$ ,

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{1}$ $=-30\alpha_{2}\alpha_{3}$ , $M_{42}=-40\alpha_{2}2$ , $M_{43}=30_{\alpha_{3}}(3\alpha 0-2\alpha_{2})$ , $M_{44}=- \frac{8}{3}\alpha_{2(}3\alpha 0-16\alpha 2)$ .

$k=4$ のとき,

. $M_{11}= \frac{1}{3}(6\alpha_{0}-\alpha_{2})(42\alpha_{0}-\alpha 2)$ , $M_{21}=-11\alpha_{3}(6\alpha 0-\alpha_{2})$ , $M_{22}=- \frac{80}{3}\alpha_{2}(6\alpha_{0}-\alpha_{2})$ ,

$M_{31}= \frac{1}{6}(540\alpha_{0}\alpha_{2}-16\alpha_{2}2+99\alpha_{3}^{2}-1512\alpha 0\alpha 4+228\alpha_{2}\alpha_{4})$, $M_{32}=-80\alpha_{3}(3\alpha 0-\alpha_{2})$ ,

$M_{33}=80\alpha_{\mathit{0}}\alpha_{2}$ , $M_{41}=-2\alpha_{3}(6\alpha 0+37\alpha_{2}-48\alpha_{4})$ , $M_{42}=- \frac{8}{3}(32\alpha_{2^{-}34}^{2}27\alpha-224\alpha 2\alpha)$ ,

$M_{43}=24\alpha_{3}(7\alpha_{0}-\alpha_{2})$ , $M_{44}=- \frac{64}{3}\alpha_{2(\alpha}30-4\alpha 2)$ .
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$k\geq 5$ のとき,

$M_{11}= \frac{\{k(k-1)\alpha \mathit{0}-2\alpha_{2}\}\{3k(2k-1)\alpha_{0}-2\alpha_{2}\}}{k(k-1)}$ ,

$M_{21}= \frac{-6(7k-6)\alpha 0\alpha 3}{k-2}+\frac{12(7k-6)\alpha 2\alpha_{3}}{k(k-1)(k-2)}$ , $M_{22}=- \frac{16(3k-2)\{k(k-1)\alpha 0-2\alpha_{2}\}\alpha 2}{k(k-1)}$ ,

$M_{31}=6(k-1)(2k-3) \alpha_{0}\alpha_{2}-\frac{2(17k^{2}-28k+6)\alpha_{2}2}{k(k-1)}+\frac{18(7k-6)\alpha_{3}^{2}}{k(k-1)(k-2)}$

$- \frac{12(7k^{2}-22k+18)\alpha 0\alpha 4}{(k-2)(k-3)}+\frac{48(2k^{2}-4k+3)\alpha 2\alpha_{4}}{k(k-1)(k-2)(k-3)}$,

$M_{32}= \frac{-12(2k-3)(3k-4)\alpha 0\alpha 3}{k-2}+\frac{24(2k-3)(5k-4)\alpha_{2}\alpha_{3}}{k(k-1)(k-2)}$ , $M_{33}=4k(2k-3)\alpha 0\alpha_{2}$ ,

$M_{41}=6(k-2)(2k-3) \alpha_{03}\alpha-\frac{4(29k^{2}-44k+6)\alpha_{2}\alpha 3}{k(k-1)}+\frac{48(7k-12)\alpha_{3}\alpha_{4}}{k(k-2)(k-3)}$

$- \frac{20(7k2-31k+36)\alpha 0\alpha_{5}}{(k-3)(k-4)}+\frac{40(5k^{2}-11k+12)\alpha_{2}\alpha_{5}}{k(k-1)(k-3)(k-4)}$,

$M_{42}= \frac{-16(k-2)(3k-4)\alpha_{2}^{2}}{k-1}+\frac{144\alpha_{3}^{2}}{k-2}-\frac{96(k-2)^{2}\alpha 0\alpha 4}{k-3}+\frac{384(k-2)\alpha_{2}\alpha_{4}}{k(k-3)}$ ,

$M_{43}=12k(k-2)\alpha 0\alpha_{3}$ , $M_{44}=32(k-2)\alpha_{2}^{2}$

である. ($a0,$ $b_{0}$ , do, $eo$ ) $\neq(\mathrm{O}, 0,0, \mathrm{o})$ であるから, $M_{11}M_{22}M33M_{4}4=0$ でなければならない. この

条件から, $\alpha_{0}$ と $\alpha_{2}$ の間の関係が定まる. すなわち, $k=3$ のときは,

$\alpha_{2}=0$ , $\alpha_{2}=3\alpha 0$ , $\alpha_{2}=\frac{45}{2}\alpha_{0}$ , $\alpha_{2}=\frac{3}{16}\alpha_{0}$ , $\alpha_{2}=\frac{1}{2}\alpha_{0}$ , $\alpha_{2}=5\alpha 0$ (80)

$k=4$ のときは,

$\alpha_{0}=0$ , $\alpha_{2}=0$ , $\alpha_{2}=6\alpha 0$ , $\alpha_{2}=42\alpha 0$ , $\alpha_{2}=\frac{3}{4}\alpha_{0}$ (81)

$k\geq 5$ のときは,

$\alpha_{0}=0$ , $\alpha_{2}=0$ , $\alpha_{2}=\frac{k(k-1)}{2}\alpha_{0}$ , $\alpha_{2}=\frac{3k(2k-1)}{2}\alpha_{0}$ (82)

である. $\alpha 0=0$ のとき, ポテンシャルは $V\text{た}$ =yた, $\alpha_{2}=0$ のとき, ポテンシャルは Vk=xた +\alpha kyた
となる. これらは, 直交座標で変数分離可能な場合, つまり

$V_{k}=Ax^{\text{た}}+By^{k}$ (83)

にまとめることができる. $\alpha_{2}=k(k-1)\alpha_{0}/2$ のとき, ポテンシャルは適当な座標回転により直交
座標で変数分離可能な場合に帰着する. 例えば, $k=3,4$ のときは, それぞれ

$V_{3}=x^{323}+3xy+\alpha_{3}y$ , $V_{4}=x^{42}+6_{X}y^{2}+ \alpha 3xy^{3}+\frac{16+\alpha_{3}^{2}}{16}y4$ (84)

を得るが, これらは

$xarrow x\sin\varphi-y\cos\varphi$ , $yarrow x\cos\varphi+y\sin\varphi$ , $\tan 2\varphi=-\frac{2}{\alpha_{3}},$ $- \frac{8}{\alpha_{3}}$ (85)
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で与えられる座標回転によって, 直交座標で変数分離可能な場合になる. 一般の $k$ の場合に考え

る座標回転は

$xarrow x\sin\varphi-y\cos\varphi$ , $yarrow x\cos\varphi+y\sin\varphi$ , $\tan 2\varphi=-\frac{k(k-1)(k-2)}{3\alpha_{3}}$ (86)

である. $\alpha_{2}=3k(2k-1)\alpha 0/2$ のとき, もし $\alpha_{0}=0$ ならば, 上の場合に帰着し, u=yたを得る.
よって, $\alpha 0\neq 0$ の場合を考える. $\alpha_{0}=1$ と固定すると, (79) の第 2, 3, 4式から順に

(89)

$a_{\mathit{0}}=- \frac{M_{21}}{M_{22}}b0$ , (87)

$d_{0}=- \frac{1}{M_{33}}(M_{31}-M_{3}2\frac{M_{21}}{M_{22}})b_{0}$ , (88)

$e_{\mathit{0}}=- \frac{1}{M_{44}}\{M_{41}-M_{4}2^{\frac{M_{21}}{M_{22}}}-M_{43}\frac{1}{M_{33}}(M_{31}-M_{32^{\frac{M_{21}}{M_{22}})}}\}b_{\mathit{0}}$.

もし $b_{0}=0$ ならば, $(a_{0}, b0, d0, e\mathrm{o})=(\mathrm{O}, 0,0, \mathrm{o})$ となってしまうので, $b_{0}=1$ とする. こうして得

られた $a_{\mathit{0}},$
$b_{0},$ do, $e0$ を代入した漸化式 (78) を用いて, $\alpha_{4},$ $\alpha_{5},$

$\ldots,$
$\alpha_{k}$ を $k$ の有理式を係数とする $\alpha_{3}$

の多項式で表すことができる. このとき, 偏微分方程式 (75) から得られた恒等式の係数は $k$ の有

理式を係数とする $\alpha_{3}$ の多項式で表されている. $x,$ $xy,$ $x-y^{2},$$X^{2}-y^{3}2k-22k-32k4k5$ の係数は既に用
いた. 残る $x^{2\text{た_{}-}6}y^{42},$$X-y^{5}k7,$

$\ldots,$
$y^{2\text{た}-2}$ の係数が $0$ に等しいという条件から, $2k-5$ 個の代数方

程式が得られることになる. これらは $k$ の有理式を係数とする $\alpha_{3}$ についての代数方程式で, 次数

は順に 4, 5, . . . , $2k-2$ である. もし $2k-5$個の代数方程式のすべてを満たす $\alpha_{3}$ の値が存在すれ

ば, 係数 $\alpha_{4},$ $\alpha_{5},$
$\ldots,$

$\alpha_{k}$ が求まり, ポテンシャルを決定することができる. $k=3$ のときは, 代数
方程式は 1個であるから問題はないが, $k\geq 4$ では, 共通解の存在が問題になる. まずは, 最も次

数の低い 2個の代数方程式に注目しよう. それらは,

$- \frac{9(k-2)k^{2}(k+2)(2k-1)(5k-2)c1(k)}{4(k-1)s(k)^{2}}$

$+ \frac{3(k+2)(5k-2)(7k-6)c_{2}(k)\alpha^{2}3}{4(k-2)(k-1)(2k-1)(3k-2)R(k)S(k)^{2}}$

$+ \frac{2(k+2)(5k-2)(7k-6)G_{3}(k)\alpha^{4}3}{(k-2)^{3}(k-1)k^{2}(2k-1)3(3k-2)^{3}R(k)S(k)^{2}}=0$ (90)

$- \frac{9(k-3)k(k+2)(5k-2)G_{4}(k)\alpha_{3}}{20(k-1)(3k-2)R(k)S(k)^{2}}$

$+ \frac{3(k-3)(k+2)(5k-2)(7k-6)G\mathrm{s}(k)\alpha^{3}3}{20(k-2)2(k-1)k(2k-1)^{2}(3k-2)^{2}R(k)S(k)^{2}}$

$+ \frac{(k-3)(k+2)(5k-2)(7k-6)G_{6}(k)\alpha_{3}5}{5(k-2)4(k-1)k^{3}(2k-1)4(3k-2)^{4}R(k)S(k)^{2}}=0$ (91)
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で与えられる. ただし,

$R(k)=74-151k+95k^{2}$ , $S(k)=-124+456k-519k^{2}+241k^{3}$ ,
$G_{1}(k)=29952-260400k+93216\mathrm{o}k^{2}-1727456k^{3}+$ 1706012$k^{4}-810861k5$

$+118529k^{6}+1687\mathrm{o}k^{7}$ ,
:,:

$G_{2}(k)=-3170144+37193808k-190561760k^{2}+553816792k^{3}-998755638k4$

$+1151765545k^{5}-843129587k^{6}+371783811k^{7}-86588015k^{8}+744690\mathrm{o}k^{9}$,
$G_{3}(k)=-1361952+20130192k-133944304k^{2}+527295832k^{3}-1360307178k^{4}$

$+2408313485k^{5}-2978361002k6+2565200757k7-15\mathrm{o}\mathrm{o}811081k^{8}$

+563283562$k^{9}-120201105k^{10}+1073655\mathrm{o}k^{11}$ ,
$G_{4}(k)=-54723072+687806528k-381715840\mathrm{o}k^{2}+12223132176k^{3}-24787677856k4$

$+32872864764k^{5}-28351948208k^{6}+15180036291k7-4446138980k^{8}$

+454376975$k^{9}+4005575\mathrm{o}k^{1\mathit{0}}$ ,
$G_{5}(k)=68988096-912699392k+5346987920k2-18143124368k3+39260441572k4$

$-56288554120k^{5}+53780522743k6-33457433369k^{7}\dotplus 12720106145k^{8}$

- $.2562547775k^{9}+18606450\mathrm{o}k10$ ,
$c_{6(k)=}$ 56393856– $913712256k+6725558432k^{2}-29645084416k^{3}+86929567784k^{4}$

$-17823208084\mathrm{o}k^{5}+261364852406k6-275416174516k7+206176050353k^{8}$

- $106294583086k9+35472298955k10-6761687100k^{11}+538285500k12$

である. $k=3$ のときは, (91) の左辺が $0$ になっているので代数方程式は 1個しか出てこないこと
が確認できる.

2つの代数方程式に共通解が存在するかどうかを判定する手段として, 終結式と呼ばれる量を
計算する方法がある. -般に, 2つの多項式

.) ..

$f(x)=a0x^{nn-1}+a1^{X+}\ldots+a_{n}$ , $g(x)=$
.

$b0x^{m}+b_{1^{X}}m-1+\cdots+b_{m}$ (92)

に対して, 次の $m+n$次の行列式を$\iota,f(x),g(X)$ の終結式という.
’

$|a_{0}$ $a_{1}$ $a_{n}$
$|$

$R(f, g)=$ (93)
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代数方程式 (90), (91) に対する終結式を計算すると

289340$–(k-3)4(k-4)^{2}$
4096

$\cross\frac{(k+2)^{9}(2k-3)4(3k-4)4(3k-1)4(5k-6)2(5k-2)29(7k-6)^{4}}{k^{2}(k-1)9(k-2)11(2k-1)^{11}(3k-2)16R(k)^{6}s(k)^{1\mathit{0}}}$

$\cross(29952-260400k+932160k^{2}-1727456k3$

+1706012$k^{4}-810861k^{\mathrm{s}}+118529k^{6}+16870k^{7}$ )

$\cross(-2787216+2302192\mathrm{o}k-82567904k^{2}+167598204k^{3}$ – 211881739$k^{4}$

$+$ 173025983$k^{5}$
– 91304549$k^{6}+30037885k^{7}-55946\mathrm{o}\mathrm{o}k^{8}+450000k^{9}$ ) $2$ (94)

となる. これが $0$ になるのは, $k=3,4$ のときのみである. つまり, 共通解が存在するのは $k=3,4$

のときだけである. したがって, $k\geq 5$ に対して, 代数方程式 (90), (91) は共通解を持たない. つ

まり, $2k-5$ 個の代数方程式を同時に満足する $\alpha_{3}$ の値は存在しない.
$k=3$ のときに得られる代数方程式は, (90) に $k=3$ を代入したもので,

21749715 36463052$\overline{2464}\overline{14}+\alpha_{3}+6608\frac{585}{36652}\alpha_{3}^{4}=0$ (95)

で与えられる. 代数方程式 (95) の解は,

$\alpha_{3}=\pm\frac{17\sqrt{14}i}{2}$ , $\pm\frac{27\sqrt{3}i}{2}$ (96)

と求まる. それぞれ, ポテンシャル

$V_{3}=x^{32}+ \frac{45}{2}xy\pm\frac{17\sqrt{14}i}{2}y3$ , $V_{3}=x^{32}+ \frac{45}{2}Xy\mp^{\frac{27\sqrt{3}i}{2}y^{3}}$ (97)

を導く. これらは, 適当な座標回転によって, それぞれ (44), (45) になる.

$k=4$ の場合に得られる 3個の代数方程式は,

$63360+ \frac{99}{14}\alpha_{3}^{2}-\frac{99}{768320}\alpha_{3}^{4}=0$ (98)

125136 369963 3 57123
$\overline{49}96\alpha_{3}+\overline{0400}^{\alpha_{3}}\overline{7529}+536000^{\alpha_{3}^{5}=0}$ (99)

111771 4$- \frac{2851200}{49}+\frac{19107}{24010}\alpha_{3}^{2}+\overline{94119200}^{\alpha_{3}}+\frac{5247}{295157811200}\alpha_{3}^{6}=0$ (100)

で与えられる. 最初の 2個は, $\cdot$ (90), (91) に $k=4$ を代入したものである. これら 3個の代数方程

式は共通解

$\alpha_{3}=\pm 28\sqrt{10}i$ (101)

を持ち, ポテンシャル

$V_{4}=x^{4}+42x^{2}y^{2}\pm 28\sqrt{10}i_{X}y^{3}-$. $.48y^{4}$ (102)

を導く. これは適当な座標回転によって, (46) になる
最後に, $k=3$ における (80) と $k=4$ における (81) で残った場合について簡単に述べておく.

まず, $k=3$ の場合において, $\alpha_{2}=3\alpha_{\mathit{0}}\int 16$ のときは (44) を, $\alpha_{2}=\alpha_{0}/2$ のときは (45) を得る.
$\alpha_{2}=5\alpha_{0}$ のときは

$V_{3}=x^{3}+5xy^{2} \pm\frac{22\sqrt{3}i}{9}y^{3}$ (103)
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を得る. これは, 座標回転により (45) になる. $k=4$ の場合において, $\alpha_{2}=3\alpha_{0}/4$ のときは, (46)
を得る. また, $\alpha_{2}=6\alpha_{\mathit{0}}$ のとき, (84) に加えて,

$V_{4}=x^{4}+6x^{2}y^{2}+8y^{4}$ (104)

を得る. これは座標回転により, (46) になる.

5 可積分系リスト

以上のことより, 運動量について高々4次の多項式第–積分を持つ 2次元同次多項式ポテンシャル
素のリストを程る

\uparrow f交 $\sqrt$\supset諜題として, こ $\mathrm{c}’\supset$

. リス
$\triangleright$ の杭さを作ること力\supset 考\mbox{\boldmath $\chi$}化れる. つまり, 運動重について 5次

以上の多項式第–積分を求めることであるが, 現在のところ, 運動量について 5次以上の既約な
多項式第–積分を持つ 2次元同次多項式ポテンシャル系は知られていない. もちろん, 本研究で
用いた方法を適用することは可能であるが, 解析が煩雑になり過ぎ, あまり現実的ではないと思
われる.

A 連立代数方程式の処理

A.l 運動量について 1次の多項式第–積分

Case 第–積分は

$\Phi=a_{1}(yp_{x}-xp_{y})$ , $a_{1}\neq 0$ . (105)
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$a_{1}=1$ としてもよい. 偏微分方程式 (31) にポテンシャル (21) を代入すると, 係数 $\alpha_{j}$ についての

漸化式

$\alpha_{1}=\alpha_{k-1}=0$ , $\alpha_{j+1}=\frac{k-j+1}{j+1}\alpha_{j-1}$ , $(j=1,2, \ldots , k-1)$ (106)

を得る. 漸化式 (106) より, $k$ が奇数のときは $\alpha 0=\alpha 1=\ldots=\alpha_{k}=0$ , つまりポテンシャルは恒

等的に $0$ となることが分かる. また, $k$ が偶数のときは $\alpha_{2m+1}=0$ , および

$\alpha_{2m}=\frac{k-2m+2}{2m}\alpha_{2m-2}=\frac{k/2-m+1}{m}\alpha_{2m-2}=\frac{(_{m}^{k/2})}{(_{m-1}^{k/2})}\alpha_{2m-2}$

$= \frac{(_{m}^{k/2})}{(_{m-1}^{\text{た}/2})}\cdot\frac{(_{m-1}^{k/2})}{(_{m-2}^{k/2})}\alpha_{2m-4}=\cdots=\alpha_{0}$ (107)

と求められる. $\alpha_{0}=1$ とおいて,

$V_{\text{た}}= \sum_{0m=}^{k}x^{k-22}my=(mX2+y^{2})^{k/2}$ (108)

を得る. これは極座標 $(r, \theta)$ で変数分離可能である. ここで,

$r\cdot=(x^{2}+y^{2})^{1/2}$ , $\theta=\tan^{-1}\frac{y}{x}$ (109)

である. また, 第–積分は, $\Phi=ypx-xPy$ である.

Case 2 第–積分は

$\Phi=a_{0}p_{x}+b0p_{y}$ , $(a_{0}, b\mathrm{o})\neq(0,0)$ . (110)

偏微分方程式 (32) にポテンシャル (21) を代入すると, 係数 $\alpha_{j}$ についての漸化式

$(k-j)\alpha ja0+(j+1)\alpha_{j+10}b=0$ , $(j=0,1, \ldots, k-1)$ (111)

を得る. これは, $j=0,1$ のとき,

$k\alpha_{0}a_{0}=0$ , $2\alpha_{2}b_{0}=0$ . (112)

$(a_{0}, bo)\neq(\mathrm{O}, 0)$ だから, $\alpha_{\mathit{0}}=0$ または $\alpha_{2}=0$ でなければならない.
$\alpha_{0}=0$ のとき, $\alpha_{0}$ から $\alpha_{j}$ まで $0$ になったとしよう $(j\geq 1)$ . すると, 漸化式 (111) から

$(j+1)\alpha_{j+1\mathit{0}}b=0$, $(k-j-1)\alpha_{j}+1a\mathit{0}+(j+2)\alpha_{j+2\mathit{0}}b=0$ (113)

と書ける. $(a_{0}, b\mathrm{o})\neq(0,0)$ であるためには, $\alpha_{j+1}=0$ でなければならないことが分かる. ただし,

$j\leq-\backslash k-2$
という条件がつく. つまり, $\alpha_{0}=\alpha_{1}=\cdots=\alpha_{k-1}=0$ である. \alpha た $=1$ とおいて, ポ

テンシャル $V\text{た}=y^{k}$ を得る. 第–積分は, $\Phi=p_{x}$ である.

$\alpha_{2}=0$ のとき, $\alpha_{\mathit{0}}=0$ なら上と同じなので, $\alpha_{0}=1$ とする. このとき, $a_{0}=0$ となり, $b_{0}\neq 0$

でなければならない. 漸化式は

$(j+1)\alpha_{j+}1=0$ $(j=1,2, \ldots, k-1)$ (114)

となる. よって, $\alpha_{2}=\alpha_{3}=\cdots=\alpha_{k}=0$ , つまり $V_{k}=x^{k}$ となる. 第–積分は, $\Phi=p_{y}$ である.
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A2 運動量について 2次の多項式第–積分

Case 1 第–積分は

$\Phi=a_{2}(yp_{x}-xp_{y})2+B_{0}(x, y)$ , $a_{2}\neq 0$ . (115)

$a_{2}=1$ としてもよい. 偏微分方程式 (40) を

$(x\partial_{x}+y\partial_{y}+2)(yV_{x}-XV)y=0\Rightarrow(k+2)(yV_{x}-XV)y=0\Rightarrow yV_{x}-xV_{y}=0$ (116)

のように恋 I乏+ $\bigwedge_{-}$ ここで 同次$*l’$. 閲才 $\bigwedge_{-}$ Fl $\mathrm{t}1_{0}1^{\cdot}$ の宗理夕田いた

不 $\mathcal{T}$ ンンヤルは, 極坐標\check c‘‘裟欽 5J‘駆口」庇な $V_{k}=$ $(X’ +y^{A})^{h/4}$ となる. また, 弟–積分は $\Phi=$

$(yp_{x}-XPy)^{2}$ となるが, これは運動量について 1次の第–積分 $\Phi.=y.px-xPy$ に約せるので, 可
約な第–積分である.

Case 2 第–積分は

$\Phi=(a_{1}p_{x}+b_{1p_{y}})(yp_{x}-xp_{y})+B_{\mathit{0}}(x, y)$ , $(a_{1}, b_{1})\neq(0,0)$ . (117)

偏微分方程式 (41) にポテンシャル (21) を代入して漸化式

$\{(k-j+1)(k+j+1)\alpha_{j-1}-j(j+1)\alpha_{j+1}\}a_{1}$

$+\{j(2k-j+2)\alpha_{j}-(k-j+1)(k-j+2)\alpha_{j-2}\}b_{1}=0$ , $(j=1,2, \ldots, k)$ , (118)

を得る. $j=1,2$ を代入すると,

$\{k(k+2)\alpha 0-2\alpha 2\}a1=0$ , $-6\alpha_{3}a_{1}+\{4k\alpha_{2}-k(k-1)\alpha 0\}b_{1}=0$ (119)

$(a_{1}, b_{1})\neq(0,0)\text{だから}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ , 連立方程式 $(\ddot{1}19)$ の係数行列の行列式の値が $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{0}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ つまり

$\alpha_{2}=\frac{k-1}{4}\alpha 0$ , または
$\alpha_{2}=\overline{2}\alpha_{\mathit{0}}$ (120)

$k(k+2)$
:

でなければならない.
$\alpha_{2}=(k-1)\alpha_{0}/4$ のとき, $\alpha_{\mathit{0}}--0$ と仮定すると, $\alpha_{0}=\alpha_{1}=\alpha_{2}=0$ となる. このとき,

$\alpha_{0}=\alpha_{1}=\cdots$ =\alpha た $–0$ となることが次のようにして分かる. いま, $\alpha_{\mathit{0}}=\alpha_{1}=\cdots=\alpha_{j}=0$ に

なったと仮定する. ただし, $j\geq 2$ である. このとき, 漸化式 (118) で $j$ に $j,$ $j+1$ を代入すると

$\{$

$-j(j+1)\alpha j+1a1=0$ $(j\leq k)$

$-(j+\mathrm{I})(j+2)\alpha_{j+2}a_{1}+(j+1)(2k-j+1)\alpha_{j+1}b1=0$ $(j\leq k-1)$
(121)

$(a_{1}, b_{1})\neq(0,0)$ だから, $\alpha_{j+1}=0$ でなければならない. これより, 帰納的に $\alpha_{0}=\alpha_{1}=\cdots=$

$\alpha_{k}=0$ となる. つまり, ポテンシャルが恒等的に $0$ になってしまう. よって, $\alpha_{\mathit{0}}\neq 0$ とする. す
ると, (119) の第 1式から $a_{1}=0$ となる. $(a_{1}, b_{1})\neq(0,0)$ だから, $b_{1}\neq 0$ でなければならない.
$b_{1}=1$ とすると, 漸礼式 (118) は

$\alpha_{j}=\frac{(k-j+1)(k-j+2)}{j(2k-j+2)}\alpha_{j-2}$ , $(.j=2,3, \ldots, k)$
.

(122)
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となる. $\alpha_{1}=0$ に注意すると, $\alpha_{2m+1}=0$ となることが分かる. また,

$\alpha_{2m}=\frac{(k-2m+1)(k-2m+2)}{2m(2k-2m+2)}\alpha_{2m-2}=\frac{(\begin{array}{l}k-mm\end{array})}{2(\begin{array}{l}k-m+1m-1\end{array})}\alpha_{2m-2}$

$= \frac{(\begin{array}{l}k-mm\end{array})}{2(\begin{array}{l}k-m+1m-1\end{array})}$ . $\frac{(\begin{array}{l}\text{た}-m+1m-1\end{array})}{2(\begin{array}{l}k-m+2m-2\end{array})}\alpha_{2m-4}=\cdots=2^{-2m}\alpha_{0}$

と求められる. $\alpha 0=1$ とおいて,

$V_{k}= \sum_{m}^{2]}[\text{た}/=\mathit{0}2-2mXk-2m2my=\frac{1}{r}[(\frac{r+x}{2})^{k+1}+(-1)k(\frac{r-x}{2})^{k+1}]$ (123)

を得る. これは放物線座標 $(\xi, \eta)$ で変数分離可能である. ここで,

$\xi=\frac{r+x}{2}$ , $\eta=\frac{r-x}{2}$ (124)

である. また, 第–積分は

$\Phi=p_{y}(ypx-Xp_{y})+\frac{1}{2}y^{2}V_{k}-1$ (125)

である.
$\alpha_{2}=k(k+2)\alpha_{0}/2$ のとき, $\alpha 0=0$ ならば上で見たようにポテンシャルが恒等的に $0$ になっ

てしまうので $\alpha 0\neq 0$ の場合を考える. $\alpha_{0}=1$ とおくと, (119) の第 2式から

$b_{1}= \frac{6\alpha_{3}}{k(k+1)(2k+1)}a_{1}$ . (126)

したがって, 第–積分は

$\Phi=a_{1}(p_{x}+\frac{6\alpha_{3}}{k(k+1)(2k+1)}p_{y})(yp_{x}-xp_{y})+B_{0}(x, y)$ (127)

となる. ここで,

$a_{1}= \frac{k(k+1)(2k+1)}{\sqrt{k^{2}(k+1)^{2}(2k+1)^{2}+36\alpha^{2}3}}$ (128)

とおいて, 座標回転

$xarrow x\cos\varphi-y\sin\varphi$ , $yarrow x\sin\varphi+y\cos\varphi$ ; $\tan\varphi=-\frac{k(k+1)(2k+1)}{6\alpha_{3}}$ (129)

を行なうと, 第–積分は

$\Phi=p_{y}(yp_{x}-xpy)+B\mathrm{o}(x, y)$ (130)

という形になる. これは $a_{1}=0,$ $b_{1}=1$ であることを示している. したがって, 再び漸化式 (122)

を得, ポテンシャルは放物線座標で変数分離可能となる.

Case 3. 第–積分は

$\Phi=a_{0}p_{x}^{2}+b_{\mathit{0}}p_{x}p_{y}+c_{0}p_{y}^{2}+B\mathrm{o}(x, y)$ , $(a_{0}, b0, c\mathrm{o})\neq(0,0, \mathrm{o})$ . (131)
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第–積分として $\Phi$ の代わりに $\Phi-2_{C_{0}}H$ を考える. これにより最初から $c_{0}=0$ となり, ハミルト

ニアン自身を除外できる. このとき, 偏微分方程式 (42) は

$2a0V_{xy}+b\mathrm{o}(Vxx-V_{y}y)=0$ (132)

となる. ポテンシャル (21) を代入して漸化式

$2j(k-j)\alpha ja0+\{j(j+1)\alpha_{j+1}-(k-j)(k-j+1)\alpha_{j-1}\}b_{0}=0$ , $(j=1,2, \ldots, k-1)$ (133)

を得る. $j=1,2$ のとき,

$\{2\alpha_{2}-k(k-1)\alpha_{\mathit{0}}\}b_{0}=0$ , $4(k-2)\alpha 2a\mathit{0}+6\alpha_{3}b_{0}=0$ (134)

($a_{0},$ $b_{0)}\neq(0,0)$ だから,

$\alpha_{2}=0$ または $\alpha_{2}=\frac{k(k-1)}{2}\alpha_{O}$ (135)

でなけらばならない.
$\alpha_{2}=0$ のとき, (134) の第 1式から

$-k(k-1)\alpha_{\mathit{0}}b0=0$ . (136)

ここで, $b_{\mathit{0}}\neq 0$ であると仮定すると, $\alpha_{0}=0$ となる. つまり, $\alpha_{\mathit{0}}=\alpha_{1}=\alpha_{2}=0$ である. このと

き, 漸化式 (133) から $\alpha_{3}=\alpha_{4}=\cdots$ =\alpha た $=0$ , つまり, ポテンシャルが恒等的に $0$ になること

が分かる. よって, $b_{0}=0$ とする. すると ( $a_{0},$ $b_{0)}\neq(0,0)$ だから, $a_{0}\neq 0$ でなければならない.
$a_{0}=1$ とおくと, 漸漸式 (133) は

$2j(k-j)\alpha_{j}=0$ , $(j=1,2, \ldots, k-1)$ (137)

となる. これより, $\alpha_{1}=\alpha_{2}=\cdots=\alpha_{k-1}=0$ となり, ポテンシャルは

$V_{k}=\alpha_{\mathit{0}}x^{k}+\alpha_{k}y^{k}$ . (138)

これは直交座標 $(x, y)$ で変数分離可能である. また, 第–積分は

$\Phi=p_{x}+22k\alpha_{0}x$ , あるいは $\Phi=p^{2}y+2\alpha ky^{k}$ (139)

である.
$\alpha_{2}=k(k-1)\alpha_{\mathit{0}}/2$ のとき, $\alpha 0=0$ とすると, $\alpha 0=\alpha_{1}=\alpha_{2}=0$ . このとき, $b_{0}\neq 0$ ならば,

上で見たようにポテンシャルは恒等的に $0$ になってしまう. よって, $b_{\mathit{0}}=0$ とする. このとき, 漸
化式 (133) から $\alpha_{1}=\alpha_{2}=\cdot:$ . $=\alpha_{k-1}=0$ となることが分かるので, ポテンシャルは, $V_{k}=y^{k}$

である. ここで, $\alpha_{k}=1$ とおいた. また, 第–積分は $\Phi=p_{x}^{2}$ となるが, これは運動量について 1
次の第–積分 $\Phi=p_{x}$ の自乗だから, 可約な第–積分である. 次に, $\alpha_{\mathit{0}}\neq 0$ とする. $\alpha_{\mathit{0}}=1$ とお

くと (134) の第 2式より,

$a_{0}= \frac{3\alpha_{3}}{k(k-1)(k-2)}b_{0}$ . (140)

よって, 第–積分は

$\Phi=b_{0}\{-\frac{3\alpha_{3}}{k(k-1)(k-2)}p_{x}^{2}+pxp_{y\}(_{X},y)}+B_{0}$ (141)
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となる. ここで,

$xarrow x\cos\varphi-y\sin\varphi$, $yarrow x\sin\varphi+y\cos\varphi$ , $\tan 2\varphi=-\frac{k(k-1)(k-2)}{3\alpha_{3}}$ (142)

で与えられる座標回転を行なうと, 第–積分は

$\Phi=a_{0}px+c0p_{y}+B22(\mathrm{o}x, y)$ (143)

という形になる. これは, $b_{\mathit{0}}=0$ であることを示している. ここで, 再び $\Phi-2c0H$ を考えるこ

とにより, $c\mathit{0}=0$ とする. これにより, 再び漸化式 (137) を得, ポテンシャルは直交座標で変数分

離可能となる.

$\mathrm{B}$ 終結式による共通根存在判定の定理の証明

必要性の証明 2つの代数方程式 $f(x)=0$ と $g(x)=0$ に共通解 $x=\alpha$ があったとすると

$|\alpha^{m-1}\alpha^{m-2}f\alpha^{n}-1g(\alpha^{n-}2ff(\alpha)g(\alpha)g(\alpha)(\alpha)(\alpha)\alpha)$

$=..\cdot.\cdot.a_{0}=a0\alpha^{m}-1++na_{1}1=a0\alpha^{n}=b\alpha=b_{\mathit{0}}\alpha^{m}=b00\alpha-21+a_{2+-}1\alpha^{n}\alpha mmm+n+a\alpha m+n.-3m-+.\cdot.\cdot.\cdot 2+n-1m+n-+b_{1}\alpha m+mn-2m+\cdot.\cdot\cdot+an\alpha-1+b_{1}\alpha^{m-}++b_{m}1=0+b1\alpha-2++n+bm\alpha-+\cdot.\cdot+an.=.0^{+a_{n}\alpha}+n3+\alpha..1nnb_{m}\alpha-2=0-=0=0=0$ (144)

が成り立つ. ここで, 終結式の第 1, 2, . . . , $m+n-1$ 列に, それぞれ $\alpha-1,$$\alpha^{m}m+n+n-2,$
$\ldots,$

$\alpha$ を

掛けて, 第 $m+n$列に加えると, 上の連立方程式より第 $m+n$列の要素はすべて $0$ になる. した

がって, 終結式 $R(f, g)$ の値は $0$ である.

十分性の証明 終結式 $R(f, g)$ の値が $0$ になったとすると, 終結式を構成する $m+n$個の行ベク

トルは–次従属である. 第 1, 2, . . . , $m+n$行ベクトルをそれぞれ $a_{1},$ $a_{2},$ $\ldots,$ $a_{m},$ $b_{1},$ $b_{2},$
$\ldots,$

$b_{n}$ と

おくと

$\sum_{i=1}^{m}Cia_{i}+\sum_{j=1}ndjb_{j}=0$ , $(c_{1}, \ldots, d_{n})\neq(0, \ldots, 0)$ (145)

という関係が成り立つ. このベクトル式の第 1, 2, . . . , $m+n$成分にそれぞれ $X-1,$$Xm+nm+n-2,$ $\ldots,$
$1$

を掛けて辺々加えると

$\sum_{i=1}^{m}c_{i}Xm-if(x)+\sum dj^{X^{n-}}g(x)=j=1nj\mathrm{o}$ (146)

を得る. ここで, $\sum_{i=1}mc_{i}xm-i=h(X),$ $\sum_{j=1}^{n}d_{j}x^{n}-j=k(x)$ とおくと

$h(x)f(x)=-k(X)g(_{X})$ (147)
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となる. 多項式 $f(x)$ の次数を $\deg f(x)$ と表すことにすると,

$\deg k(X)\leq n-1<n=\deg f(x)$ . (148)

ここで, $f(x)$ と $g(x)$ が共通因子を持たないと仮定すると, $k(x)$ がより次数の高い $f(x)$ で割り切
れることになり矛盾を生ずる. したがって, $f(x)$ と $g(x)$ は共通因子を持つ. つまり, $f(x)=0$ と

$g(x)=0$ は共通解を持つ 1
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