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1 Introduction

分数形 2人ゼロ和ゲーム $(GP)$ を次の集合

$(N, X, Y, f, g, G)$ (1.1)

で与える. ここで,

1. $N:=\{1,2\}$ を Player の集合.

2. $E$ を Banach空間とし, 各々の Player I,II は戦略集合 $X,$ $Y\subset E$ から, それぞれ戦

略 $x\in X,$ $y\in \mathrm{Y}$ を選ぶものとする.

3. $f$ : $X\mathrm{x}\mathrm{Y}arrow R,$ $g:X\cross Yarrow R_{+}$ . ただし, $R_{+}=(\mathrm{O}, \infty)$ .

4. $G=f/g:x\cross Yarrow R$ , つまり, 任意の $(x, y)\in X\cross Y$ に対して, $G(x, y)= \frac{f(x,y)}{g(x,y)}$

と定義し, Player I の損失関数 (loss function) とする. よって, 今 2人ゼロ和ゲー

ムより, Player II の損失関数は $-G$ である.

また,

$\overline{\theta}:=\inf_{x\in}$$’ \sup_{y\in 1’}G(x, y)$ , $\underline{\theta}:=\sup_{y\in 1^{I}}\inf_{\in xx}G(x, y)$
(1.2)

とおく.
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ は Player I の minimal worst loss と呼ばれ, $\underline{\theta}$ (は Player II の maximal worst

gain といわれる.

一般には, $\overline{\theta}\geq\underline{\theta}$ が成り立ち, $\overline{\theta}\neq\underline{\theta}$ のとき, dualty gaP が存在しているという.
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Definition 1.1 ゲーム $(GP)$ が game value (in short, avalue) をもっとは

$\overline{\theta}=\underline{\theta}=:\theta^{*}$ (1.3)

が成り立つときをいう. また, この $\theta^{*}$ をケ–ム $(GP)$ の value とよぶ.

Definition 12 $y^{*}\in \mathrm{Y}$ がケ–ム $(GP)$ の $\max$-inf であるとは,

$\overline{\theta}=\inf_{x\in}$ $\sup_{y\in Y}G(x, y)=\inf c(x\in \mathrm{x}x, y^{*})$
(1.4)

が成り立つことをい $\mathrm{U}^{\mathrm{a}}$ , また, $x^{*}\in X$ がゲーム $(GP)$ の mini-sup であるとは,

$\underline{\theta}=\sup_{y\in Y^{x}}\inf_{\in x}G(X, y)=\sup_{y\in Y}c(_{X^{*}}, y)$
(1.5)

が成り立つことをいう.

Proposition 1.1 ゲーム $(GP)$ が次の (1) (2) のどちらか–方,

(1) $x^{*}\in X$ が $(GP)$ の mini-sup;

(2) $y^{*}\in Y$ が $(GP)$ の max-inf,

を満たしているならば, $\overline{\theta}=\underline{\theta}$ が成り立つ.

この Proposition 1.1の証明は参考文献 [1] 参照.

Definition 13 $(x^{*}, y^{*})\in X\cross Y$ がゲーム $(GP)$ の saddle point であるとは 2次が成
り立つことをいう.

$\sup_{y\in Y}G(x^{*}, y)=G(_{X^{*}}, y^{*})=\inf_{x\in x}c(x, y^{*})$ . (1.6)

このとき, 次が成り立つ.

Proposition 12 $(x^{*}, y^{*})\in X\cross Y$ がゲーム $(GP)$ の saddle point であるための必要十
分条件は, $x^{*}\in X$ が $(GP)$ の mini-sup かつ, $y^{*}\in Y$ が $(GP)$ の $\max$-inf であることで
ある.

参考文献 [1] 参照.

我々は, ゲーム $(GP)$ において game value や saddle point を求めることに興味がある
が, 分数形ゲームにおいて直接それらの解を求めることは困難である. そこで, パラメー

タ $\theta\in R$ を $(GP)$ に導入し, $(GP)$ から新しくパラメトリックゲーム $(GP_{\theta})$ を構成して,

ゲームの均衡解を求める.
よってはじめに, $(GP)$ に対するパラメトリックゲーム $(GP_{\theta})$ を構成する.
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2 ATwo-Person Parametric Game

分数形 2人ゼロ和パラメトリックゲーム $(GP_{\theta})$ を次の集合で与える:

$(N, X, \mathrm{Y}, f, g, \theta, F\theta)$ (2.1)

ここで,

1. $N:=\{1,2\}$ を Player の集合.

2. $E$ を Banach 空間とし, 各々の Player I,II は戦略集合 $X,$ $\mathrm{Y}\subset E$ から, それぞれ戦
略 $x\in X,$ $y\in \mathrm{Y}$ を選ぶものとする.

3. $f$ : $X\mathrm{x}\mathrm{Y}arrow R,$ $g$ : $X\cross Yarrow R_{+}$ .

4. $\theta\in R$.

5. $F_{\theta}=f-\theta g:x\cross Yarrow R$ と定義し, Player I の損失関数とする. つまり, 任意の
$(x, y)\in X\mathrm{x}Y$ に対して昂 $(x, y)=f(X, y)-\theta g(x, y)$ である. また, 今 2人ゼロ和
ゲームより, Player II の損失関数は一 F\theta である.

また,

$\overline{F}_{\theta}:=\inf_{x\in X}\sup_{Yy\in}F\theta(x, y)$ , $\underline{F}_{\theta}:=\sup_{y\in Y^{x}}\inf_{\in X}F\theta(X, y)$
(2.2)

とおく.

$(GP)$ における定義と同様にして, 次の定義を与える.

Definition 2.1 ゲーム $(GP_{\theta})$ が game value (in short, avalue) をもっとは

$\overline{F}_{\theta}=\underline{F}_{\theta\theta}=:F^{*}$ (23)

が成り立つときをいう. また $F_{\theta}^{*}$ をゲーム $(GP_{\theta})_{-}$ の value とよぶ.

Definition 22 $y^{*}\in Y$ がゲーム $(GP_{\theta})$ の $\max$-inf であるとは,

$\overline{F}_{\theta}=\inf_{x\in}$
$\sup_{y\in Y}F\theta(_{X}, y)=\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}x\in$

$F_{\theta}(x, y^{*})$ (2.4)

が成り立つことをいい, また, $x^{*}\in X$ がゲーム $(GP_{\theta})$ の mini-sup であるとは,

$\underline{F}_{\theta}=\sup \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}y\in Y^{x}\in$ $F_{\theta}(x, y)= \sup_{y\in Y}F\theta(x^{*}, y)$
(2.5)

が成り立つことをいう.

Definition 23 $(x^{*}, y^{*})\in X\cross Y$ がゲーム $(GP_{\theta})$ の saddle point であるとは, 次が成り
立つことをいう.

$\sup_{y\in \mathrm{Y}^{r}}F\theta(x^{*}, y)=G(_{X^{*}}, y^{*})=\inf_{x\in X}F_{\theta}(x, y)*$
. (2.6)
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Proposition 2.1 $(x^{*}, y^{*})\in X\cross Y$ がゲーム $(GP_{\theta})$ の,saddle)$\mathrm{P}^{\mathrm{O}\dot{\mathrm{L}}\mathrm{n}\dot{\mathrm{t}}’}\backslash$ であるための必
’

十分条件は, $x^{*}\in X$ が $(GP_{\theta})$ の mini-sup かつ $y^{*}\in Y$ が $(GP_{\theta})$ の $\max$-inf であること
である.

Proof Proposition 12と同様. [: : 口

Definition 2.4 $X,$ $Y\subset E$ を空でない集合, $\varphi$ : $X\mathrm{x}Yarrow R.\text{とする}.\cdot.-$ このとき任意の
$y\in Y$ に対して $\varphi(\cdot, y)$ が convexlike であるとは, 任意の $x_{1},$ $x_{2}\in X$

.
と $\alpha(0\leq\alpha\leq 1)$

に対して, ある $x_{0}\in X$ が存在して,

$\varphi(x_{0}, y)\leq\alpha\varphi(x_{1}, y)+(1-\alpha)\varphi‘:(x_{2}, y)$ , $\forall y\in Y$ (2.7)

が成り立つことである.

Lemma 21 $Y$ をコンパクト凸集合とし, $\varphi$ : $X\mathrm{x}Yarrow R$ は次の (1) (2) を満たすもの
とする.

(1) $\forall y\in Y,$ $\varphi(\cdot, y):Xarrow R$ , convexlike;

(2) $\forall x\in X,$ $\varphi(x, \cdot)$ : $Yarrow R$, upper semicontinuous, concave.

このとき, 次が成り立つ.

$\exists y^{*}\in Y$, $s.t$ . $\sup_{y\in Y^{x}}\inf_{\in x}\varphi(_{X}, y)=\inf_{x^{\varphi(x,)=\inf_{\in}}x\in}y*x$ $\sup_{y\in Y}\varphi(x, y)$ . (2.8)

$\mathrm{K}\mathrm{y}$ Fan’s system Th. を用いることにより示される. 参考文献 [1] 参照.

Corollary 2.1 $X,$ $Y$ をコンパクト凸集合とし, $\phi$ : $X\cross Yarrow R$ は次の (1) (2) を満たす
ものとする.

(1) $\forall y\in Y,$ $\varphi(\cdot, y)$ : $Xarrow R$, lower semicontinuous, convex;

(2) $\forall x\in X,$ $\varphi(x, \cdot)$ : $Yarrow R$, upper semicontinuous, concave.

このとき, saddle point $(x^{*}, y^{*})\in X\cross Y$ が存在する.

Theorem 2.1 $X\subset E$ はある部分集合, $\mathrm{Y}\subset E$ をコンパクトな凸部分集合とし, $f$ :
$X\cross Yarrow R,$ $g:X\cross Yarrow R_{+}$ は条件 (1) (2) $(3)(4)$ を満たすものとする.

(1) $\forall y\in Y,$ $x\vdash\Rightarrow f(x, y),\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{V}\mathrm{e}\mathrm{x}$;

(2) $\forall_{X}\in X,$ $y\vdash\Rightarrow f(x, y),\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}$ semicontinuous, concave;

(3) $\forall_{y}\in Y,$ $x\vdasharrow g(x, y)_{\mathrm{C}},\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{v}\mathrm{e}$ ;

(4) $\forall_{X}\in X,$ $y-+g(x, y),1_{\mathrm{o}\mathrm{W}}\mathrm{e}\mathrm{r}$ semicontinuous, convex.
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このとき, 任意の $\theta\geq 0$ に対して, 次が成立する.

$\exists y^{*}\in Y$, $s.t$ . $\overline{F}_{\theta}=\underline{F}_{\theta}=\inf_{x\in X}F_{\theta}(x, y^{*})$ . (2.9)

( $i.e.,$ $y^{*}\in Y$ はケ “–ム $(GP_{\theta})$ の max-inf.)

Proof. 任意の $x\in X$ に対して, 関数 $F_{\theta}(x, \cdot)$ : $Yarrow R$ は条件 (2) (4) より, u.s.c. かっ
concave である. -方, 任意の $y\in Y$ を固定したとき, 関数 $F(\cdot, y)$ : $Xarrow R$ は (1) $(3)$

より, convex となる. よって, Lemma 21より,

$\exists y^{*}\in Y$, $s.t.$ , $\max_{xy\in Y}\inf_{\in X}F_{\theta}(x, y)=\inf_{x\in}$ $F_{\theta}(x, y^{*})= \inf_{x\in}$ $\max_{y\in Y}F_{\theta}(x, y)$ . (2.10)

ゆえに, $\overline{F}_{\theta}=\underline{F}_{\theta}$ である. 口

$\overline{F}_{\theta}$ と, $\overline{\theta}$ の関係について, 次の Lemma が成り立つ.

Lemma 22 $\overline{F}_{\theta}$ について次が成りたつ.

(a) $\overline{F}_{\theta}$ は $\theta$ に関して非増加関数;

(b) $\overline{F}_{\theta}<0$ ならば, $\theta\geq\overline{\theta}$ ;

(c) $\overline{F}_{\theta}>0$ ならば, $\theta\leq\overline{\theta}$ ;

(d) $\theta>\overline{\theta}$ ならば, $\overline{F}_{\theta}\leq 0$ ;

(e) $\theta<\overline{\theta}$ ならば, $\overline{F}_{\theta}\geq 0$ .

さらに $Y$ がコンパクト, 任意の $x\in X$ に対して $yrightarrow f(x,$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ が連続 $y\vdash+g(x, y)$ が連続

ならば,

(f) $\overline{F}_{\theta}<0\Leftrightarrow\theta>\overline{\theta}$ ;

(g) $\overline{F}_{\overline{\theta}}\geq 0$ .

Proof. (a) $\forall\theta_{1},$ $\theta_{2}(\theta_{1}<\theta_{2}),$ $\forall(x, y)\in X\cross Y$ に対して, $f(x, y)-\theta_{1}g(x, y)>f(x, y)-$

$\theta_{2}g(x, y)$ であることより, $F_{\theta_{1}}(x, y)>F_{\theta_{2}}(x, y)$ が成り立つ. よって,

$\overline{F}_{\theta_{1}}=\inf_{x\in}$
$\sup_{y\in Y}F_{\theta_{1}}(x, y)\geq\inf_{x\in}$ $\sup_{y\in Y}F_{\theta_{2}}(x, y)=\overline{F}_{\theta_{2}}$ . (2.11)

ゆえに, $\overline{F}_{\theta}$ は非増加関数である.
(b) $\overline{F}_{\theta}<0$ であることより,

$\exists\overline{x}\in X$ $s.t$ . $\sup_{y\in Y}F\theta(\overline{X}, y)<0$
. (2.12)

ゆえに, $\sup_{y\in Y}G(\overline{x}, y)\leq\theta$ なので, $\overline{\theta}\leq\theta$ .
(C) $\overline{F}_{\theta}>0$ であることより, 任意の $x\in X$ に対して,

$\exists\overline{y}\in Y$ $s.t$ . $F_{\theta}(x, y)>0$ . (2.13)
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ゆえに, $\sup_{y\in Y}G(x, y)>\theta$ なので, $\overline{\theta}\geq\theta$ .
(d) $\theta>\overline{\theta}=\inf_{x}\in X\sup_{y}\in Yc(x, y)$ より, $\theta>\sup_{y\in Y}G(\overline{x}, y)$ なる $\overline{x}\in X$ が存在する. ゆ

えに, すべての $y\in \mathrm{Y}$ について,
$\theta>G(_{\overline{X}}, y)$ (2.14)

なので,
$0>F_{\theta}(\overline{x}, y)$ , $\forall y\in Y$. (2.15)

したがって,

$0 \geq\inf_{x\in Xy}\sup F\theta(x, y)=\overline{F}\in Y\theta$ .

(e) $\overline{\theta}=\inf_{x\in X\sup_{y}}\in Yc(x, y)>\theta$ より, すべての $x\in X$ に対して, $\sup_{y\in Y}G(x, y)>\theta$

である. ゆえに, $G(x,\overline{y})>\theta$ となる $\overline{y}\in Y$ が存在するので, $F_{\theta}(x,\overline{y})>0$ . したがって,

$\overline{F}_{\theta}=\inf_{x\in}$ $\sup_{\in yY}F_{\theta()}x,$
$y\geq 0$ .

(f) $(\Rightarrow)\overline{F}_{\theta}<0$ であると仮定する. (2.12) から, $\sup_{y\in Y}F_{\theta}(\overline{X}, y)<0$ なる $\overline{x}\in X$ が存

在するので, すべての $y\in Y$ に対して, $G(\overline{x}, y)<\theta$ である. ここで, $Y$ がコンパクト,
$y-*G(\overline{x}, y)$ が連続であることから,

$\theta>\sup_{y\in Y}G(\overline{x}, y)$
. (2.16)

したがって, $\theta>\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$(\Leftarrow)\theta>\overline{\theta}$ であると仮定すると, (2.14) から, 任意の $y\in Y$ に対して, $\theta>G(\overline{x}, y)$ と

なる $\overline{x}\in X$ が存在する. ゆえに, 任意の $y\in Y$ に対して, $0>F_{\theta}(\overline{x}, y)$ となる. ここで,
$Y$ がコンパクト, $y\vdasharrow\dot{p}_{\theta(\overline{x},y)}$ が連続であることから,

$0> \sup_{y\in Y}F_{\theta}(\overline{x}, y)\geq\inf_{x\in}$ $\sup_{y\in Y}F_{\theta}(x, y)=\overline{F}_{\theta}$ . (2.17)

(g) $\overline{F}_{\overline{\theta}}<0$ であると仮定すると, $Y$ がコンパクト, $y\vdash+F_{\overline{\theta}}(x, y)$ が連続であることから,
$\sup_{y\in Y}F_{\overline{\theta}}(\overline{X}, y,)<0$ なる $\overline{x}\in X$ が存在する. ゆえに, 任意の $y\in Y$ に対して, $\overline{\theta}>G(\overline{x}, y)$

であるので,
$\overline{\theta}>\sup_{y\in Y}G(\overline{x}, y)\geq\inf_{x\in x}\sup c(X, y)=\overline{\theta}y\in Y^{\cdot}$

これは矛盾である. したがって, $\overline{F}_{\overline{\theta}}\underline{>}0$ . 口

$\underline{F}_{\theta}$ と $\underline{\theta}$ については以下のことが成りたつ.

Lemma 23 $\underline{F}_{\theta}$ について次が成りたつ.

(a) $\underline{F}_{\theta}$ は非増加関数;

(b) $\underline{F}_{\theta}<0$ ならば, $\theta\geq\underline{\theta}$ ;

(c) $\underline{F}_{\theta}>0$ ならば, $\theta\leq\underline{\theta}$ ;

(d) $\theta>\underline{\theta}$ ならば, $\underline{F}_{\theta}\leq 0$ ;

6



(e) $\theta<\underline{\theta}$ ならば, $\underline{F}_{\theta}\geq 0$ .

さらに $X$ がコンパクト, 任意の $y\in Y$ に対して $x\ovalbox{\tt\small REJECT}\Rightarrow f(X, y)$ が連続, $xrightarrow g(x, y)$ が連続

のとき,

(f) $\underline{F}_{\theta}>0\Leftrightarrow\underline{\theta}>\theta$ ;

(g) $\underline{F}_{\underline{\theta}}\leq 0$ .

Proposition 22 $\underline{\theta}<$ 百のとき, 任意の $\theta\in(\underline{\theta},\overline{\theta})$ に対して, 次が成り立つ.

$\overline{F}_{\theta}=\underline{F}_{\theta}=0$ . (2.18)

Proof. はじめに, 任意の $\theta\in(\underline{\theta},\overline{\theta})$ に対して, $\overline{F}_{\theta}=0$ であることを示す.

$(\geq)$ : Lemma 22(e) より明らか.
$(\leq)$ : 任意の $\theta>\underline{\theta}$ に対して, $\theta>G(x_{y}, y)$ となる $x_{y}\in X$ が存在するので,

$0>F_{\theta}(x_{y}, y)$ , $\forall y\in Y$

が成り立つ. よって,

$0 \geq\sup_{y\in Y}F\theta(X_{y}, y)\geq\inf_{x\in}$ $\sup_{y\in Y}F\theta(X, y)=\overline{F}_{\theta}$

より, $\overline{F}_{\theta}=0$ .
次に, 任意の $\theta\in(\underline{\theta}, \overline{\theta})$ に対して, $\underline{F}_{\theta}=0$ であることを示す. :

$(\leq)$ : Lemma 23(d) より明らか.
$(\geq)$ : 任意の $\theta<\overline{\theta}$ に対し, $G(x, y_{x})>\theta$ を満たす $y_{x}\in Y$ が存在するので, $F_{\theta}(x, y_{x})>0$

となる. よって, $\inf_{x\in x^{F}\theta}(X, y_{x})\geq 0$ であることから,

$\underline{F}_{\theta}=\sup_{y\in Y}\inf_{x\in^{x}}F\theta(_{X}, y)\geq 0$
.

したがって, $\overline{F}_{\theta}=0$ .
以上より, 任意の $\theta\in(\underline{\theta}, \overline{\theta})$ に対して, $\overline{F}_{\theta}=\underline{F}_{\theta}=0$ である. 口

Proposition 23 $y^{*}\in Y$ がゲーム $(GP)$ の $\max$-inf であるとき, 次の (1)(2) が成り

立つ.

(1) ゲーム $(GP)$ は value $\theta^{*}$ をもつ;

(2) $\overline{F}_{\theta}*\leq 0$ ならば, $y^{*}\in Y$ (はゲーム $(GP_{\theta})$ の $\max$-inf である.

Proof. (1) Proposition 1.1より明らか.

(2) $\theta^{*}=\inf_{x\in x\sup_{y\in}}YG(x, y)=\inf_{x\in xG}(x, y^{*})$ であると (\S l\. より, 任意の $x\in X$ に対

して, $\theta^{*}\leq G(x, y^{*})$ が成り立つ. このとき, すべての $x\in X$ に対して, $0\leq F_{\theta}*(x, y^{*})$ であ

るので,

$0 \leq\inf_{x\in X}F\theta^{*(_{X},y^{*})}\leq\inf_{x\in X}\sup F\theta*(x, y)y\in Y=F_{\theta^{*}}\leq 0$
.
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したがって,
$\inf_{x\in X}F_{\theta^{*(}}x,$ $y*)= \inf_{x\in}$ $\sup_{y\in Y}F_{\theta}*(x, y)=\overline{F}_{\theta}*=0$

より, $y^{*}\in Y$ はゲーム $(GP_{\theta})$ の $\max$-inf である. 口

Corollary 22 $(x^{*}, y^{*})\in X\cross Y$ はゲーム $(GP)$ の saddle point であるとする. このと

き, 次の (1) (2) が成り立つ.

(1) $F_{\theta^{*}}(_{X}*, y^{*})=0$ ;

(2) $(x^{*}, y^{*})\in X\cross Y$ (はゲーム $(GP_{\theta^{*}})$ の saddle point.

Theorem 22 ゲーム $(GP)$ は value $\theta^{*}$ をもち, $\overline{F}_{\theta^{*}}\geq 0$ を満たしているものとする.

このとき, $y^{*}\in Y$ がゲーム $(GP_{\theta}*)$ の $\max$-inf であるならば, $y^{*}\in Y$ はケ–ム $(GP)$ の

$\max$-inf である.

Proof. 仮定 $\overline{F}_{\theta^{*}}\geq 0$ であるここと $y^{*}\in Y$ がゲーム $(GP_{\theta}*)$ の $\max$-inf であることから,

$0 \leq\overline{F}_{\theta^{*}}=\inf_{x\in}$ $\sup_{y\in Y}F_{\theta}*(x, y)=\inf_{x\in X}F_{\theta}*(x, y^{*})\leq F_{\theta^{*}}(x, y^{*})$
, $\forall_{X}\in X$ . (2.19)

よって,

$\theta^{*}\leq G(x, y^{*})\leq\sup_{y\in Y}G(x, y)$ , $\forall_{X}\in X$ (2.20)

より,

$\theta^{*}\leq\inf_{x\in X}c(x, y^{*})\leq$ inf $\sup_{y\in Y}G(x, y)=\overline{\theta}=\theta^{*}$

が成り立つ. つまり,

$\theta^{*}=\inf_{Xx\in}G(x, y*)=\inf_{x\in}$ $\sup_{y\in Y}G(_{X}, y)$
.

ゆえに, $y^{*}\in Y$ はゲーム $(GP)$ の $\max$-inf である. 口

Corollary 23 ゲーム $(GP)$ は value $\theta^{*}$ をもち, かつ, $(x^{*}, y^{*})\in X\cross Y$ はゲーム

$(GP_{\theta}*)$ の saddle point であるとする. このとき, $F_{\theta^{*}}(x^{*}, y^{*})=0$ を満たしているならば,

$(x^{*}, y^{*})\in X\cross Y$ はゲーム $(GP)$ の saddle point である.

3 ASaddle Point of the Fractional Game

Theorem 3.1 $X\subset E$ はある部分集合, $Y\subset E$ をコンパクトな凸部分集合とし, $f$ :
$X\cross \mathrm{Y}arrow R,$ $g:X\cross Yarrow R_{+}$ は以下の条件を満たすものとする.

(1) $\forall y\in Y,$ $x-\# f(x, y)$ , convex;
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(2) $\forall x\in X,$ $y\text{ト}\Rightarrow f(X, y)$ , continuous, concave;

(3) $\forall y\in Y,$ $x\vdash\Rightarrow g(X, y)$ , concave;

(4) $\forall x\in X,$ $y\vdash\Rightarrow g(X, y)$ , continuous, convex.

このとき, $\overline{\theta}\geq 0$ ならば, 次の $(\mathrm{i})(\mathrm{i}\mathrm{i})$ が成り立つ.

(i) $\overline{\theta}=\underline{\theta}=:\theta^{*};$

(ii) ゲーム $(GP)$ の $\max$-inf $y^{*}\in Y$ が存在する.

Proof. (i) $\overline{\theta}\geq\underline{\theta}$ は明らかであるから, $.\overline{\theta}.\leq\underline{\theta}$ であることを示す. 今, 仮定より
,

$\overline{\theta}\geq 0$ で

あることから Lemma $2.2(\mathrm{g})$ と Theorem 2.1より,

$\overline{F}_{\overline{\theta}}=\underline{F}_{\overline{\theta}}\geq 0$ . (3.1)

また, Lemma 2.1より, $(GP_{\overline{\theta}})$ の $\max$-inf $y^{*}\in Y$ が存在する. つまり,

$\underline{F}_{\overline{\theta}}=\sup_{y\in Y}\inf_{x\in}$
$F_{\overline{\theta}}(x, y)=\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}x\in$

$F_{\overline{\theta}}(x, y^{*})$ . (3.2)

ここで, (3. 1), (3.2) より,

$0 \leq\sup_{y\in Y}\inf_{x\in}$
$F_{\overline{\theta}}(x, y)= \inf_{\in xy\mathrm{v}}F\overline{\theta}(x, y^{*})\leq F_{\overline{\theta}}(x, y^{*})$ , $\forall_{X\in X}$ . (3.3)

よって, (3.3) より,
$\overline{\theta}\leq G(x, y^{*})$ , $\forall_{X\in X}$ .

ゆえに,

$\overline{\theta}\leq\inf_{x\in X}G(_{X}, y^{*})\leq\sup_{y\in Y}\inf_{x\in X}c(X, y)=\underline{\theta}$
. (3.4)

したがって, $\overline{\theta}=\underline{\theta}$ が成り立つ.

(ii) $\overline{F}_{\theta^{*}}\geq 0$ と $y^{*}\in Y$ がゲーム $(GP_{\theta}*)$ の $\max$-inf であることから Theorem 22か

ら $y^{*}\in Y$ はゲーム $(GP)$ の $\max$-inf である. 口

Theorem 3.2 $X,$ $Y\subset E$ はコンパクト凸集合とし, $f$ : $X\mathrm{x}Yarrow R,$ $g:X\cross Yarrow R_{+}$

は以下の条件を満たすものとする.

(1) $\forall y\in Y,$ $x\vdasharrow f(x, y)$ , continuous, convex;

(2) $\forall x\in X,$ $y\vdash+f(x, y)$ , continuous, concave;

(3) $\forall y\in Y,$ $x\text{ト}\Rightarrow g(x, y)$ , continuous, concave;

(4) $\forall x\in X,$ $y-*g(x, y)$ , continuous, convex.

このとき, $\overline{\theta}\geq 0$ ならば, ゲーム $(GP)$ の saddle point $(x^{*}, y^{*})\in X\cross Y$ が存在する.

Proof. Theorem 3.1, Corollary 2.1を用いることにより示される. 口
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