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多重ゼータ値については金子先生による文献「多重ゼータ値入門」 [10] に詳しい解
説がなされている。 また、最近の金子先生との共著文献 [11] において、多重ゼータ
値間の線型関係式についてのことを、その時点である程度 T寧に解説できたと思う。

今回の講演の前半では、多重ゼータ値研究者の問題意識のひとつである 「各 weight
の多重ゼータ値たちのなす $\mathrm{Q}$ ベクトル空間の次元 (の上限) はいくらか? 」 を意識

して、具体的に一般形が書ける線型関係式の系列と予想次元についてお話した。この

部分の内容は、Hoffman’s harmonic algebra lこおける derivation や cyclic derivation
として sum formula の一般化や cydic sum formula を解釈する話題とともに上述の
文献 [11] に説明があるので、本稿で重ねて記述することは避けることとしたい。ま

た、 cydic sum formula の証明と、 それによる sum formula の別証明については、
[16] に書かせていただいた。
そこでここでは「多重ゼータ値の和がリーマンゼータ値で書けるのはいつか ? 」

という、 もう一つの問題意識に従って述べた、講演の後半部分を中心に書こうと思

う。 上記 3 文献に書かれていない多重 $\mathrm{S}$値についての結果と Zagier 氏との共同の結
果を書くことを目標としたい。

1 多重 $\mathrm{t}^{\vee}$ータ値とリーマン $\mathrm{t}^{\theta}$ータ値

まずはじめに、多重ゼータ値を定義する。
整数からなる index set $\mathrm{k}=(k_{1}, k_{2}, \ldots, k_{n})$ [こおいて $n\geq 1,$ $k_{1},$ $k_{2},$

$\ldots,$
$k_{n-1}\geq 1$

および $k_{n}\geq 2$ が満たされるとき、これを admissible index と呼ぶ。 ここで、 $\mathrm{w}t(\mathrm{k})=$

$k=k_{1}+k_{2}+\cdots+k_{n}$. を $\mathrm{k}$ の weight と言い、 $\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{p}(\mathrm{k})=n$ を $\mathrm{k}$ の depth と呼ぶ。
admissible index $\mathrm{k}=(k_{1}, k_{2}., \ldots, k_{n}.)$ {こ対する多重ゼータ値 $\zeta(\mathrm{k})$ を、

1
$\zeta(\mathrm{k})=\zeta(k_{1}, k_{2}., \ldots, k_{n}.)=\sum_{0<_{\backslash }m_{1}<m_{2}<\cdots<rn_{n}}rrx_{1^{k_{1}}}?n_{2}^{k_{2}}\cdots m_{n}^{k_{n}}$

で定義する。 admissible index に対してこの級数は収束する。
多重ゼータ値には反復積分表示 (cf.[18]) と呼ばれる以下の表記が知られていてと
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ても有効である。

$((k_{1}, \ldots, k_{n})=$

ただしここで $\epsilon_{1}=1,$ $\epsilon_{k}=0,$ $\epsilon_{2},$ $\ldots,\epsilon_{k-1}\in\{0,1\}$ とし、 $A_{0}(t)=t,$ $A_{1}(t)=1-t$ と
するとき、

$I( \epsilon_{1}, \ldots, \epsilon_{k})=\int_{\backslash }\ldots\int_{\prime 0\nearrow t_{1\backslash ’}\cdots\backslash t_{k}<1}\frac{dt_{1}}{A_{\epsilon_{1}}(t_{1})}.\ldots\frac{dt_{k}}{A_{\epsilon_{k}}(t_{k})}$

.

とする。
講演で述べた duality formula や、 sum formula と duality formula の拡張の定理

(cf. [11]) の証明にも上述の反復積分表示が有効である。
index にある制限を設けたときの多重ゼータ値の和がリーマンゼータ値で書ける
ものの典型として、 まず sum formula を復習しておく。 以下のように、 weight と
depth を固定した多重ゼータ値の和が、 その weight のリーマンゼータ値に一致す
るという定理である。

定理 1(sum formula $[2][19]$ ) $0<n<k$ [こ対して

$. \sum_{\mathrm{k}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}1\mathrm{e}}$

$\zeta(\mathrm{k})=\zeta(k)$ .
$\mathrm{w}\mathrm{t}(\mathrm{k})=k,$ $\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{p}(\mathrm{k})=n$

sum formula の証明は GranviUe と Zagier と O&iai にょるものが知られてぃた
が、 今回の講演で述べた cyclic sum formula の証明を用いると母関数の議論や反復
積分の議論を用いることなく比較的初等的に再証明できる。 このことは、 [16] に解
説したので参考にしてぃただきたい。
一方、偶数 weight に限られるのだが、 ある制限下での多重ゼータ値の和が、同じ

weight のリーマンゼータ値 (っまり $\pi$ の weight 乗) の有理数倍で書けることが、
結び目の不変量の議論から知られてぃる。 この関係式の原論文での表記法は、我々
の記述と異なっているのでこれを我々の書き方に直すために、 height という index
を以下のように定義すると好都合である。

$\mathrm{k}=(k_{1}, k_{2}, \ldots, k_{n})$ lこ対して height $\mathrm{h}\mathrm{t}(\mathrm{k})$ を

$\mathrm{h}\mathrm{t}(\mathrm{k})=s=\#\{i|k_{\dot{l}}\geq 2\}$

で定義する。
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定理 2(T. Q. T. Le and J. Murakami [12]) $1\leq s\leq k$ (こ対して

$\sum_{\mathrm{k}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{b}1\mathrm{e}}$

$(-1)^{\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{p}(\mathrm{k})} \tilde{\mathrm{t}}(\mathrm{k})=\frac{(-1)^{k}}{(2k+1)!}\sum_{r=0}^{k-s}(\begin{array}{ll}2k -12r \end{array})(2-2^{2r})B_{2\mathrm{r}} \pi^{2k}$ .
$\mathrm{w}\mathrm{t}(\mathrm{k})=2k,,$ $\mathrm{h}\mathrm{t}(\mathrm{k})=s$

$\Gamma$

つまり偶数 weight と height を固定して、 depth の偶奇に応じて符号を変えて多
重ゼータ値の和を取ると、その weight のリーマンゼータ値の有理数倍になるとい
う定理である。 奇数 weight の湯合は dual の多重ゼータ値同士が異符号になるため
dualty formula により打ち消し合って、左辺は常に零になってしまうのである。

2 多重 $\mathrm{S}$値とリーマン $\mathrm{f}^{\backslash }$ータ値

まず多重 $\mathrm{S}$値を定義する。a市.ssible index $\mathrm{k}=(k_{1}, k_{2}, \ldots, k_{n})$ [こ対して $S(\mathrm{k})$ を、

$S( \mathrm{k})=\zeta(k_{1}, k_{2}., \ldots, k_{n}.)=\sum_{0<m_{1}\leq m_{2}\underline{\backslash ^{\vee}}\cdots\underline{\backslash ^{\vee}}m_{n}}\frac{1}{7ll_{1,2}^{k_{1\gamma Jl}k_{2p\gamma\iota_{n^{k_{n}}}}}}\ldots$

,

で定義する。本稿では便宜上、 この $S(\mathrm{k})$ のことを、 “多重 $\mathrm{S}$値” と呼ぶことにした
い。 admissible index に対してこの級数は収束する。
多重 $\mathrm{S}$値と多重ゼータ値の間には関係があって、互いに他を線型結合で書くこと

ができる。 これは、 和が絶対収束してぃることから、和のところの大小関係の条件
を、 等号戒立時と不等号威立時とに分けることにょり導かれる。例えば、以下のよ
うな関係式である。

$S(k_{1}, k_{2})=((k_{1}, k_{2})+((k_{1}+k_{2})$ ,

$\zeta(k_{1}, k_{2})=S(k_{1}, k_{2})-S(k_{1}+k_{2})$ ,

$S(k_{1},k_{2}, k_{3})=\zeta(k_{1}, k_{2}, k_{3})+\zeta(k_{1}+k_{2}, k_{3})+\zeta(k_{1}, k_{2}+k_{3})+\zeta(k_{1}+k_{2}+k_{3})$,

$\zeta(k_{1},k_{2}, k_{3})=S(k_{1}, k_{2}, k_{3})-S(k_{1}+k_{2}, k_{3})-S(k_{1}, k_{2}+k_{3})+S(k_{1}+k_{2}+k_{3})$,

$S( \underline{1,\ldots,1},k-r\iota+1)=\sum_{l=1a_{1}+}^{n}\ldots\sum_{+a_{l}=n}\zeta(a_{1}, \ldots,a_{l-1}, k-\prime r\iota+a_{1})$.
$n-1$

従って、各 weight の多重ゼータ値と多重 $\mathrm{S}$値のなす $\mathrm{Q}$ ベクトル空間は一致する。
定義から明らかなように、 多重ゼータ値と多重 $\mathrm{S}$ 値はともに、 リーマンゼータ関

数の一種の多重化 (の関数の特殊値) である。多重ゼータ値研究の起源と考えられて
いる Euler が研究していたのは、depth が 2 の場合の多重 $\mathrm{S}$値である。Euler 以後も
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この多重 $\mathrm{S}$値は、研究者達によって扱われ続け、例えば近年では、M. Hoffian([3])
でも、多重ゼータ値と同等に扱われ、研究されている (この論文の中で Hoffman が

この級数に $S$ という記号を用いている)。

この多重 $\mathrm{S}$値の言葉で sum formula を以下のように述べ直すことができる。やは

り weight と depth を固定した下での和が、同じ weight のリーマンゼータ値の有理
数倍になる。

定理 3(sum formula $[2][19]$ , cf.[3]) $0<n<k$ [こ対して

$\mathrm{w}\mathrm{t}(\mathrm{k}).=k,\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{p}(\mathrm{k})=n\sum_{\mathrm{k}A\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}1\mathrm{e}}$

$S(\mathrm{k})=(\begin{array}{ll}k -1n -1\end{array})\zeta(k)$ .

一方、前節の後半で導入した height に注目すると、多重 $\mathrm{S}$値についてはどのよう

なことが起こるのだろうか。次の左辺は、weight を固定し、height を 1 に固定した

場合の多重 $\mathrm{S}$値の和になっている。 これがやはり、同じ weight のリーマンゼータ値
の有理数倍になる。

定理 4 任意の整数 $k\geq 2$ に対して次が成り立つ。

$\sum_{n=1}^{k-1}S(1, \ldots, 1k-n\sim’+1)=2(k-1)(1-2^{1-k})\zeta(k)$ .
$\tau\iota-1$

この定理の証明にも反復積分表示を用いている。 しかしそのことがこの定理の拡

張である次の予想の証明のネックになっている。

予想 1 任意の正整数 $k>1$ と $s \leq\frac{k}{2}$ に対して以 Tを予想する。

$\mathrm{w}\mathrm{t}(\mathrm{k})=k,\mathrm{h}\mathrm{t}(\mathrm{k})=s\sum_{\mathrm{k}-\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{m}\mathrm{i}\S \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{b}1\mathrm{e}}$

$S(\mathrm{k})=2(\begin{array}{ll}k -12s -1\end{array})(1-2^{1-k})\zeta(k)$ .

sum formula は、 weight と depth を固定した上での多重ゼータ値 (または多重 $\mathrm{S}$

値) の和が、同じ weight のリーマンゼータ値の有理数倍であるという定理であっ

た。 上記の予想は、 これに対して、weight と height とを固定した上での和の公式
(の予想) と見なすことができ、やはり和は同じ weight のリーマンゼータ値の有理

数倍と予想されているわけである。
上記の予 $\Re_{l}$.の形の多重 $\mathrm{S}$値の和の場合 (weight が $k$ で height 力 $>\theta$

$s$ とすると)
、

反復積分表示した時の $k$ 回の反復積分を $2s$ 回の反復積分にまで減らすことは容易
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である。 一方右辺のリーマンゼータ関数の積分表示は通常、 1 回の積分であるから
残りの $2s-1$ 回分の積分をどう計算するかが問題になったが、現在のところ $s=1$

の場合にしか計算に或功していないわけである。

3 再ひ、 多重 $\mathrm{f}^{\backslash }$ータ値とリーマン $\mathrm{t}^{\theta}$ータ値

このように見てくると、新たに導入した height という index の持つ意味はまだ
不鮮明ながらも、 リーマンゼータ値で書ける和を構成するときに index に制限を加
えるための 「仕切り」 としては有効であろうという想像が湧く。 そこで改めてこれ

までに知られている関係式を眺めなおしてみると、例えば Euler による下記の関係
式は、 weight が $k$ , depth が 2, height が 1 の場合の和と受けとめられることに気
付く。

定理 5(Euler)

$\dot{\mathrm{t}}(1, k-1)=\frac{k-1}{2}\zeta(k)-\underline{\frac{1}{9}}\sum_{r=2}^{k-2}$ \mbox{\boldmath $\zeta$}、(r)\mbox{\boldmath $\zeta$}.(k-r).

同様にして見ていくと、 この 3 つの index を固定した和は結構たくさん知られてい
て、以下のような場合に値の所属が判明している。 (具体的な値は、判明している場

合でもここでは省略して所属のみを書いた)。 こ $arrow$

.

で、

$F(k,$ $n,$ $s)=$ $\sum$ $\zeta(\mathrm{k})$

lcadmissible
$\mathrm{w}\mathrm{t}(.\mathrm{k})=k,$ $\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{p}\{\mathrm{k})=n,$ $\mathrm{h}\mathrm{t}(.\mathrm{k})=s$

と定義し、 $R_{k}$ を $\mathrm{Q}[\pi^{2}, \zeta(3), \zeta(5), \zeta(7), \zeta(9), \ldots]$ の weight が $k$ の部分 (ゼータ値の

積の weight は、 各.々のゼータ値の $\mathfrak{n}^{\gamma}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}$ の和と考える。) とする。
$F.(k, 2,1)=\zeta(1, k-1),$ $F(k, 2,2)\in R_{k}$ Euler
$F(k, n,n)\in R_{k}$ Hoffman, Kaneko
$F(k, n, 1)=\zeta(1, \ldots, 1, k-n+1)\in R_{k}$ Aomoto, Drinfel’ $\mathrm{d}$ , Zagier
$F(2n, n, n)=\zeta(2,2, \ldots, 2)\in \mathrm{Q}\zeta(2n)$ Euler(?)
$F(2/\iota+1,7\iota,r\iota)\in R_{2n+1}$ Kaneko
そこで、 $F(k,n, s)$ の母関数を以下で定義する。

$\Phi_{0}(x_{\dot{l}}y, z)=\sum_{k,n,s}F(k,\cdot n., s)x^{k-n-s}y^{n-s}z^{s-1}$
$\in \mathrm{R}[[x,y,z]]$

ここで、和は $s\geq 1,$ $n\geq s,$ $k\geq n+s$ すなわち、 admissible index が存在する全て
の $k,$ $n,$ $s$ の組を走る。 この時、 Zagier 氏との共同研究により以下の定理を得た。
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定理 6([15])

$\Phi_{0}(x,y,z)=.\frac{1}{xy-z}(1-\exp(,\sum_{arrow-2}^{\infty}\frac{\zeta(n)}{n}S_{n}(x,y,z)))$ ,

ただしここで多項式 $S_{n}(x,y,z)\in \mathrm{Z}[x,y, z]$ は、

$S_{n}(x,y,z)=x^{n}+y^{n}-\alpha^{n}-\beta^{n}$ , $\alpha,$

$\beta=.\frac{x\neq_{1}y\pm\sqrt{(x+y)^{2}-4r_{\vee}}}{2}$
.

もしくは

$\log(1-\frac{xy-z}{(1-x_{l})(1-?/)})=\sum_{n=2}^{\infty}\frac{S_{n}(x,y,z)}{\mathit{1}}$,
で定義されるものである。 従って特 [こ、 adm可 sible index が存在するような $k,n,$ $s$

の組 (すなわち、 $s\geq 1,$ $n\geq s,$ $k\geq n+s$) [こ対して

$F(k,n, s)\in R_{k}$

である。

この定理を特殊化することにより、 sum formula や

$= \frac{\pi^{2s}}{(2s+1)!}$ ,

$\sum_{a,b\geq 1}\zeta(\underline{1,\ldots,1}, b+1)x^{a}y^{b}=\Phi_{0}(\prime x,\prime y,0)=\frac{1}{\prime xy}.(1-\exp(\sum_{n=2}^{\infty}\zeta(r\iota)\frac{x^{n}+y^{n}-(x+y)^{n}}{r\iota}))$

$a.–1$

などの既知の公式 (下段の公式は [19] より) が再証明される。

附記 : 本稿で扱った関係式のうち、多重 $\mathrm{S}$値に対して weight と height を固定する
ことによって得られる関係式 (定理 4 と予想 1) は、以前の sum fommla と duality
formula の一般化の定理と比較して、新たな (独立な) 関係式を含んでいる。 また、
講演で述べた cyclic sum fommla もまた、以前の一般化の定理と比較して、新たな
(独立な) 関係式を含んでいる系列である。 しかし、 これら全てを合わせても、予想
次元にはまだ至らない。
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