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1 序文

本講演の目的は新しい結果の紹介ではなく、有限群及びその表現論の研究者に、頂点作
用素代数の群論 (有限群論) への応用を考えてもらうことであり、 その為に必要な幾つか

の手法と結果を紹介することです。頂点作用素代数と有限群との関係としては、 ムーン

シャイン頂点作用素代数の自己同型群がモンスター単純群であるように、頂点作用素代数
の自己同型群を考えるのが一番自然であり、この点に関しては改めてここで強調する必要
もないと思います。 また、 適当な頂点作用素代数 $V$ の $n$ 個のテンソル積 $V^{\otimes n}$ を考える

と、 自己同型群として自然に $n$ 次対称群 $S_{n}$ が作用しており、 そういう意味で、任意の有

限群を自己同型群 (部分群) としてもつ頂点作用素代数は存在します。 この場合には $V$

の中心電荷が $c$ なら $V^{\otimes n}$ の中心電荷は $nc$ であり、 $c>0$ なら一般に大きくなってしま

います。 では、それ以外に頂点作用素代数と有限群を結びつけ、お互いを理解する為に利
用できないだろうか ? また、頂点作用素代数の中心電荷を変えずに、頂点作用素代数を
大きくして、適切な自己同型群を持つものを構成する方法はないだろうか ? という事を考
えてほしいのです。 私白身の最近の興味は、モジュラー群 $SL(2, \mathbb{Z})$ や $SL(2, \mathbb{Z})^{\cross 48}$ の有限

指数部分群などの無限群の頂点作用素代数 (のトレイス関数全体) への作用であり、 これ

らの研究も群と頂点作用素代数の関係の大きなテーマの一つだと思います。講演の準備当
初は、既約加群のトレイス関数の固定部分群の指数が有限ではないかといった数理物理か
ら出てきている予想や、 トレイス関数のなす空間へのモジュラー群への作用がユニタリ変
換であるための条件など、無限群を含めた群論に関係した問題をお話しする予定でいたの
ですが、 ここでは本来の有限群とその表現に絞って考察することにしたいと思います。 例
えば、 有限群を頂点作用素代数の外 (白己同型) ではなく、 内部に持ち込む事が出来ない

だろうかという問いに対して考察して見ようというのが本講演の目的です。これに関係し
ては、 つくば市で開かれた第 17 回代数的組み合わせ論研究集会において通常の色々な結
合代数が頂点作用素代数のなかに現れる話を紹介しておりますので、その報告集も参考に
してほしいと思います。
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2 り一代数の頂点作用素代数
リー代数と群との関係は非常に深いと思います。 例えば、 群環 $\mathbb{C}G$ (それよりは $I=$

$\{\sum\lambda_{g}g\in \mathbb{C}G|\sum_{g\in G}\lambda_{g}=0\})$ はそれ自身積 $[a, b]=ab-bc$ {こよってリー代数であり、 ま
た、 r群 $P$ に対して $P=P_{0}>P_{1}>\ldots>P_{m}=1$ を $[P_{i}, P_{i+1}]\subseteq P_{i+2}$ を満たすような正
規部分群の列とすると、 $\hat{P}=\oplus_{i=0}^{m-1}(P_{i}/P_{i+1})$ は積

$[a+P_{i}, b+P_{i}]=a^{-1}b^{-1}ab+P_{1+1}$.

によってリー代数となっています。また、 $G$ の忠実な表現 $G\subseteq GL(V)$ があれば、 End $(\mathrm{L}^{r}’)$

はリー代数の構造を持っています。
まず、 リー代数に関係した頂点作用素代数を紹介しましょう。 これは頂点作用素代数と
してはリー代数そのものと言って良いものなので、考察しゃすい例となってぃます。 ま

た、指標にモジュラー形式が出てきたりして、色々利用価値も高いと思われるので覚えて
おいてほしい頂点作用素代数の一つです。
一般には $\mathcal{G}$-不変な対称内積く $|>$ を持っリー代数 $\mathcal{G}$ に対して頂点作用素代数 $V$ でウ

エイト 1 の空間 $V_{1}$ が $\mathcal{G}$ と同型なリー代数となるものが定義できることが B. H. Lian に

よって示されていますが、数学的に最初に証明したのは Frenkel-Zhu です。
$\mathcal{G}$ を対称不変内積 $<|>$ を持っリー代数とし、そのアフィンリー代数

$\hat{\mathcal{G}}=\mathcal{G}[t, t^{-1}]\oplus \mathbb{C}C$

を、 リー代数構造
$[at^{n}, bt^{m}]=[a, b]t^{n+m}+n<a|b>C$

$[C,\hat{\mathcal{G}}]=0$

によって定義します。 このリー代数は自然に次数 $\deg at^{-m}=m,$ $\deg C=0$ と 3 角分割

$\hat{\mathcal{G}}=\mathcal{G}[t]t\oplus(\mathcal{G}\oplus \mathbb{C}C)\oplus \mathcal{G}[t^{-1}]t^{-1}$

を持っており、 この 3 角分割 $\hat{\mathcal{G}}=\hat{g}+\oplus\hat{\mathcal{G}}^{0}\oplus\hat{\mathcal{G}}^{-}$ を利用して $\hat{\mathcal{G}}$ の最高ウェイト加群
(ヴアーマ加群) を次のようにして構成します。
まず、 $W$ を $\mathcal{G}$-加群とします。 $C$ は適当なスカラー $c$ 倍として作用させると定義し (レ

ベル $c$ と呼ぶ) 、しかも、 $\hat{g}+$ は $W$ に 0 として作用を定義すると、 $W$ は G^0\oplus G^+-加群
とみることができます。 この $W$ を $\hat{\mathcal{G}}$-加群にまで誘導します。即ち、誘導加群

$U_{W}=Ind^{\hat{\mathcal{G}}}(W)=\hat{\mathcal{G}}\otimes_{\hat{\mathcal{G}}^{0}\oplus\hat{\mathcal{G}}^{+}}W$

を構成します。 もう少し詳しく構造を説明すると、 $W$ の基底 $\{w_{1}, \ldots, w_{n}\}$ と $\mathcal{G}$ の基底
$\{x_{1}, \ldots, x_{m}\}$ を使って、

$\{x_{n_{1}}(-i_{1})\ldots x_{n_{t}}(-i_{t})w_{j}|n_{j}\in\{1, \ldots, m\}, j=1, \ldots, n, i_{1}\geq\ldots\geq i_{t}>0\}$
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が U。の基底となります。 この U。を見やすくするために、次数を次のように定義し、次
数空間 $Uw\ovalbox{\tt\small REJECT}\oplus\ovalbox{\tt\small REJECT}_{0}(Uw)_{r+n}$ に分解します。 まず、 $W$ の元は色々な関係がら後で決まるの
で、 $\deg w_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\ovalbox{\tt\small REJECT}\gamma$ とすると、 基底の元の次数を

$\deg x_{n_{1}}(-i_{1})\ldots x_{n_{t}}(-i_{t})w_{j}=r+i_{1}+\ldots+i_{t}$

で定義する。 $W$ の元の次数が決まると白動的に U。の他の元の次数が決まります。 そう
すると、 各斉次空間 $(U_{W})_{r+n}$ は有限次元であり、指標 $\sum\dim(U_{W})_{r+n}q^{n}$ には分配関数
\Pi 二 1 $\frac{1}{(1-q^{i})}$ の $\dim W$乗したものが出てきます。
特に、 $\mathcal{G}$ の白明な表現 $W=\mathbb{C}1$ ( $\mathcal{G}$ はすべて 0 として作用しています) に対して構成
した空間 (フォック空間) V=U。は、定義から $\hat{\mathcal{G}}^{-}$ の不変包絡環 $U(\hat{\mathcal{G}}^{-})$ と次数空間と
して同型です。 この無限次元ベクトル空間の中に頂点作用素代数の構造が入り、他の $U_{W}$

はその頂点作用素代数の加群となることを紹介します。
$V$ 上の作用のうち $a\in \mathcal{G}$ に対して、

$a(z)= \sum_{n\in \mathbb{Z}}a(n)z^{-n-1}$

と置きます。 ここで、 $a(n)$ は $at^{n}\in\hat{\mathcal{G}}$ の $V$ への左からの積による作用を表します。では、
頂点作用素を定義していきましょう。
まず、 真空元 $1\in V_{0}$ に対しては

$\mathrm{Y}(1, z)=1_{V}$

とおき、 ウエイト 1 の元 $a(-1)1\in V_{1}$ に対しては

$\mathrm{Y}(a(-1)1, z)=a(z)$

とおきます。 頂点作用素の定義は常に線形に拡張すると思ってください。 これにょリウェ
イト 1 以下の元に対してはすべて頂点作用素が定義されました。 リー代数頂点作用素代数
の利点は、 このウエイト 1 の元の作用だけでも分かるとほぼすべての構造が分かるという
ことです。 それで、頂点作用素もある意味でこれしか使わないのですが、一応定義をのべ
ておきましょう。 $V$ の基底は分かっているので、帰納的に正規積を使って

$\mathrm{Y}(a(n)v, z)=a(z)\cdot n\mathrm{Y}(v, z)$

$={\rm Res}_{w}\{(z-w)^{n}a(w)\mathrm{Y}(v, z)-(-w+z)^{n}\mathrm{Y}(v, z)a(w)$

で定義します。 これが定義可能であることなどは確認されております。

定理 2.1 上のように、 $\mathrm{Y}(-, z)$ を定義すると、 ( $V,$ $\mathrm{Y}(-, z)$ はヴイラソロ元の存在以外
の全ての条件を満足する。特に、 Jacobi の恒等式を満足している。 また、 加群への作用
も同様にできる。
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$\eta_{\triangleleft’\overline{7}}^{\backslash ^{\backslash }}\backslash y\mathrm{n}\overline{\pi}[] \mathrm{J}\mathcal{G}\emptyset \mathrm{i}\mathrm{E}\Re\ovalbox{\tt\small REJECT}\hat{\mathrm{x}}\mathrm{E}\mathrm{E}k\{a^{1}, \ldots, a^{n}\}kT$ &\

$\omega=\frac{1}{c-d}\sum_{i=1}^{n}a^{i}(-1)a^{i}(-1)1$

と置くことによって、 ヴイラソロ元の条件を満たしていることがわかります。 これが、 こ

こで $d$ は $\mathcal{G}$ の dual coxeter number と呼ばれるもので、各単純リー代数に対して定義さ
れているものです。 ですから、 有限個の $c$ の値を除いて定義できることが分かります。、

3 ツー代数

頂点作用素代数の内部に色々な代数が見つかつていますが、その価値においてツー代数
が最も重要でしよう。 ここでツー代数の説明をしておきますが、その性質の証明は非常に

長い計算なので省きます。実際、頂点作用素代数を応用しようとする立場には詳細を覚え
る必要はないと思います。ただ、流れをみるために、頂点作用素代数に関する次の 2 つの

式は常に記憶にとどめてほしいと思います。一つは交換関係式、

$[v(m), u(n)]= \sum_{\dot{\iota}=0}^{\infty}(\begin{array}{l}mi\end{array})(v(i)u)(m+n-i)$

であり、他方は結合法則

$(v(m)u)(n)= \sum_{i=0}^{\infty}(-1)^{:}(\begin{array}{l}mi\end{array})(v(m-i)u(n+i)-(-1)^{m}u(m+n-i)v(i))$

です。 ここで $u(n)$ は $u$ の頂点作用素 (または加群 $U$ への頂点作用素) $\mathrm{Y}(u, z)$ (または

$\mathrm{Y}^{U}(u, z))$ の展開 $\mathrm{Y}(u, z)=\sum_{n\in \mathrm{Z}}u(n)z^{-n-1}$ の係数であり、 $u(n)\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}(V)$ (また (ま

$u(n)\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}(U))$ です。
頂点作用素代数 $(V, \mathrm{Y}, 1, \omega)$ と加群 $(U, \mathrm{Y}^{U})$ があれば、 $V$ の各元 $v\in V$ に対して $U$ へ

の作用を係数とする形式的ベキ級数

$\mathrm{Y}^{U}(v, z)=\sum_{n\in \mathrm{Z}}v(n)z^{-n-1}$

が与えられますが、 $v\in V_{\mathrm{w}\mathrm{t}v}$ なら $v(i)$ は次数を $\mathrm{w}\mathrm{t}v-i+1$ だけ動かす作用であることが

公理から出てきます。 (頂点作用素代数内部の積と $U$ への作用とを区別せずに $v(n)$ と表

示していますが、 関係式が全く同じなので、作用する対象さえしつかり区別していると、
同じように考えることが出来ます。) 特に $v(\mathrm{w}\mathrm{t}v-1)$ は T度 $U$ の次数を保つ作用となっ

ており、 これを $o(v)$ で表し、線形に $V$ のすべての元に対して定義します。 この次数を保

つ作用に関しては交換関係式より、

$[o(v), o(u)]=[v(\mathrm{w}\mathrm{t}v-1), u(\mathrm{w}\mathrm{t}u-1)]$

$= \sum_{\dot{\iota}=0}^{\infty}(\begin{array}{l}\mathrm{w}\mathrm{t}v-1i\end{array})(v(i)u)(\mathrm{w}\mathrm{t}v+\mathrm{w}\mathrm{t}u-2-i)=o(\sum_{i=0}^{\infty}(\begin{array}{l}\mathrm{w}\mathrm{t}v-1i\end{array})v(i)u)$
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が出てきます。 $v[0]u$ で最後の式の括弧の中の式を表すと、 $[o(v), o(u)]=o(v[0]u)$ と表示
できます。 $v(m)$ : $v\in V_{n}$ は $U$ 上に次数を一定に動かす作用なので、それら全体で生成
された環 $R$ は次数空間 $R_{n\in \mathbb{Z}}=\oplus R_{n}$ です。 ここで凡は次数を一 $n$ 動かすもの全体です。

$R_{n}$ ら $=R_{n+m}$ であることは明らかです。最高ウェイト加群には次数が最小の部分 $U_{0}$ が

あります。 これを $U$ のトップ加群と呼びます。 トップ加群に対しては次数を下げるよう
な作用素は 0 として働くので、 $RR^{+}U_{0}=0$ となります。 ここで R+=\oplus n\infty =lR、です。 そ
れ故、 環 $R_{0}/R_{0}\cap RR^{+}$ が $U_{0}$ に作用していると考えることができるわけですが、 この環
$R_{0}/R_{0}\cap RR^{+}$ がズー代数の一つの姿なのです。 $v,$ $u\in V$ を考えると、 $o(v)\in R_{0}/R_{0}\cap RR^{+}$

と見ることができ、 しかも $o(v)o(u)$ が R0/ゐ口 $RR^{+}$ における積です。
この項を求めるために、 $o(v_{m}u)$ の結合律の展開の内から $RR^{+}$ の元と $R_{0}$ の元である

$o(v)o(u)=v(\mathrm{w}\mathrm{t}v-1)u(\mathrm{w}\mathrm{t}u-1)$ 以外の項 (例えば $u(\mathrm{w}\mathrm{t}v+\mathrm{w}\mathrm{t}u-2-i)v(i)$ $(i=$

$0,1,$ $\ldots$ , wtv-2 達) を消去することを考えます。その為に、 $o(v(0)u),$ $o(v(1)u),$
$\ldots,$

$o(v(\mathrm{w}\mathrm{t}v-$

$1)u)$ の展開を連立方程式だとみて、定数倍し、 和ととることで消去させたものが

$v*u={\rm Res}_{z} \mathrm{Y}(v, z)u\frac{(1+z)^{\mathrm{w}\mathrm{t}v-1}}{z}$

であり、 $o(\omega(0)v-\omega(1)v)=0$ であることに注目して、 $RR^{+}$ 以外の元をすべて消してし
まったのが

$v*u={\rm Res}_{z} \mathrm{Y}(v, z)u\frac{(1+z)^{\mathrm{w}\mathrm{t}v-1}}{z^{2}}$

です。 これにより、$O(V)$ を $\{v*u : v, u\in V\}$全体で生成された部分空間とすると、$V/O(V)$

は積 $*$ によって結合代数となり、最小次数の空間 $U_{0}$ への作用は $o(v*u)|U_{0}=o(v)l^{U}oo(u)_{|U_{0}}$

が成り立っています。
ズー代数の重要なことは

定理 3.1(Zhu) $A(V)$ -既約加群 $U_{0}$ と $V$ -既約加群 $U$ は $U_{0}$ が $U$ の最小次数空間という
対応で 1 対 1 対応をしている。

ということです。
このズー代数は各既約加群 $U$ に対しても

$O(U)=<v**u|v\in V,$ $u\in U>$

とおいて、 $A(U)=U/O(U)$ を定義することができます。 これは代数ではありませんが、
$V$ の作用を左から

$v*u={\rm Res}_{z} \mathrm{Y}^{U}(v, z)u\frac{(1+z)^{\mathrm{w}\mathrm{t}v-1}}{z}$

右からの作用を

$u\cdot v={\rm Res}_{z}\mathrm{Y}^{U}(v, z)u\underline{(1+z)^{\mathrm{w}\mathrm{t}v}}7$
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によって定義することによって、 $A(U)$ は両側 $A(V)$-加群となります。A(V)-既約加群は
$V$-の既約加群と対応しているわけですから、 $A(V)$-両側加群としての $A(U)$ はどのような

意味を持つかということを考えてみましょう。簡単の為に $A(V)$ を半単純環 (行列環の直

和) と仮定しておきます。 このとき、 $A(V)$ の既約両側加群は $W_{1}\otimes W_{2}^{*}$ の構造を持って

います。 ここで、 $W_{1},$ $W_{2}$ は $A(V)$-既約加群であり、 $W_{\dot{\iota}}^{*}$ は $W_{i}$ の双対空間を表します。

それ故、 $A(U)\cong\oplus_{i_{\dot{\theta}}}\lambda_{ij}(W_{i}\otimes W_{j}^{*})$ と $A(V)$-既約加群として表示できます。ここで $\lambda_{ij}$ は

重複度を表しています。 このとき、

定理 32($\mathrm{F}-\mathrm{Z}$ , Li) $\lambda_{\dot{l}j}$ はフユージョン規則と一致する。 即ち、

$U \cross W_{j}=\sum\lambda_{\dot{l}j}W_{j}$

となる。

実際に、 $W_{i}\otimes W_{j}^{*}\subseteq A(U)=U/O(U)$ があると、 $\phi$ : $Uarrow W_{\dot{l}}\otimes W_{j}^{*}$ を考えることが
できるわけで、 $u\in U$ (また [ま $u\in A(U)$ ) に対して

$\phi(u)=\sum_{r}w_{f}\otimes f_{f}\in W_{i}\otimes W_{j}^{*}$

と表示すると、 $u \otimes w_{j}arrow\phi(u)(w_{j})=\sum_{r}(f_{f}(w_{j}))w_{f}$ [こよって $\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{A(V)}(A(U)\otimes_{A(V)}W_{j}, W_{i})$

が定義できるわけです。 これをさらにツー代数の加群から $V$ の加群を構成するように全
体に延ばして $V$ の既約加群の間の交絡作用素を構成できるのです。
上の定理が成り立つ為には $V$ が有理型の頂点作用素代数であることが必要ですが、そ

れは現在のフユージョン規則の定義が物理から出てきた為に有理型以外の例を考えていな
いからなのです。 その点を考慮すれば、有理型でなくても、例えば $A(V)$ が半単純でな
くても $W_{1}$. $\otimes W_{j}^{*}$ が $A(U)$ の ( $U$ の) 剰余空間として存在するなら、用語の意味を適切
に変えて行くことによって交絡作用素は定義でき、頂点作用素代数としては問題ないと私
は思っています。本質的に $A(U)$ の A(V\succ 両側加群としての構造が頂点作用素代数の加
群の間の交絡作用素 (intertwining operators) を決定する基本だということです。

4 り一代数頂点作用素代数と交絡作用素
リー代数 $\mathcal{G}$ から構成された頂点作用素代数 $V\mathcal{G}$ においてはウエイト 1 の空間 $(V_{\mathcal{G}})_{1}$ が

積 $v(0)u$ こよって元々のリー代数 $\mathcal{G}$ になるという性質を持っているので、 対応が明らか

です。 また定義から $V$ 白身がウエイト 1 の元で生成されていますし、他の元の作用素は
$(V_{\mathcal{G}})_{1}$ の元の作用の積の無限和 (一つの元に作用するときは有限個を除いて 0) で表示で

きます。 これを使うと $R_{0}/(RR^{+}\cap R_{0})$ が $g\in(V_{\mathcal{G}})_{1}$ の元の次数を保つ作用 $g(0)$ 達によっ

て生成された環 ( $\mathcal{G}$ の普遍包絡環) となることが分かります。 $A(V)=V/O(V)$ として見

たときには

$g_{1}(0)\ldots g_{n}(0)\in R_{0}\Leftrightarrow(g_{1}(-1)+g_{1}(0))\cdots(g_{n}(-1)+g_{n}(0))1\in V/O(V)$
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の関係で対応していることが分かります。
$g\in V_{1}$ の元による左からの作用と右からの作用は定義から

$g*u={\rm Res}_{z}\mathrm{Y}(g, z)u=g(\underline{1+z)^{1}}0)u+g(-1)u$

$u\cdot g={\rm Res}_{z}\mathrm{Y}(g, z)^{\mathrm{L}\frac{1+z^{0}z}{z}}=g(-1)u$

です。

これを使ってツー代数の加群への作用を考えてみましょう。 $W$ を既約 $V$-加群とし、 $W_{0}$

でトップ加群を表すことにします。 このとき、 $A(U)\otimes W_{0}$ への作用を考える為に、 $A(U)$

への作用は
$g(A(U))=g*A(U)=(g(0)+g(-1))A(U)$
$=g(0)A(U)+g(-1)A(U)=g(0)A(U)+A(U)\cdot g$

となるので、 $A(U)\otimes_{A(V)}W_{0}$ への作用は

$g(A(U)\otimes_{A(V)}W_{0})=g(0)A(U)\otimes_{A(V)}W+A(U)\cdot g\otimes_{A(V)}W$

$=g(0)A(U)\otimes_{A(V)}W+A(U)\otimes_{A(V)}g(0)W$

と一致し、 自然な余積 $garrow g(0)\otimes 1+1\otimes g(0)$ を与えてぃることが分がります。 しがも
上の議論から $A(U)\otimes_{A(V)}W_{0}=U_{0}\otimes W_{0}$ であることがわかります。
この結果から $V_{\dot{\mathcal{G}}}$ の既約加群は $\mathcal{G}$ の既約加群と一対一対応しており、 フユージョン規

則も $\mathcal{G}$ のテンソル積と一致していることが分かります。
上の事実はリー代数をホップ代数として実現したようなものです。群環もホップ代数な

ので、 群論研究者として次のような自然な問題が起こります。

問題 1 頂点作用素代数において、 ツー代数とその両側加群との間の作用に関して、群環
をホップ代数として実現するものを構成せよ。

5 最後に

最後に、 まとまらない話をさせていただきます。 すべて深い考察なしに述べてぃるこ
となので、 誤りがあればお教えください。
一般に頂点作用素代数 $V$ 力相己同型群 $G$ を持っ場合には、

$V=\oplus_{\chi\in ch(G)}(V_{\chi}\otimes M_{\chi})$

と分解します。 ここで、 $M_{\chi}$ は $G$-既約加群の同型類であり、 $V_{\chi}$ は既約 $V^{G_{-}}$加群です。 ま

た、頂点作用素代数に対してもガロア理論が成り立っのですが、通常のガロア理論と異な
り、小さいものから大きな頂点作用素代数 (同じ中心電荷を持っもの) を構成する方法が
ほとんど知られておりません。 (一部の極小系列のヴイラソロ代数頂点作用素代数に対し
ては大きな頂点作用素代数” $\mathrm{W}$-代数” を構成することは考えられておりますが、 白己同
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型との関係を考察したものはありません。 多分、 ヴイラソロ代数頂点作用素代数自身が自
己同型を持たないのがその理由ではないかというのが僕の考えです。その為に、 自己同型
群を持つリー代数頂点作用素代数で拡張を考察したら自己同型を持っ拡張ができるので
はないかという気がするのです。 しかも、 私が期待してぃる自己同型というのは最初の自
己同型そのものではありません。 (多分、 群としては同型か内部自己同型群になってぃる
と思っています。)

$G$ を有限群とし、 $W_{0}$ を忠実な $G$-既約加群で、 $G\subseteq SL(W_{0})$ の場合を考えてみましょ
う。 $\mathcal{G}=\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}(\mathcal{W}arrow$ にリー代数の構造を入れ、不変内積は通常のように、 $<A,$ $B>=\mathrm{t}\mathrm{r}$ AB
によって定義します。 これによって構成した頂点作用素代数 $V_{\mathcal{G}}$ をまず考察してみます。
$W_{0}$ はリー代数 $\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}(W_{0})$ の加群と考え、 $\alpha\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}(W_{0})$ をべき零元とします。 このとき、
$U(\mathcal{G})$ の中にイデアノレ $(\mathcal{G}U(\mathcal{G}))$ による ffltration をいれ、それによる完備化 $\overline{U(\mathcal{G})}$ の中の元

$\exp(\alpha(0)t)=I+\alpha(0)t+\frac{1}{2}\alpha(0)^{2}t^{2}+\ldots\in U(\mathcal{G})$ $t\in \mathbb{C}$

は加群のテンソル積に対して $\exp(\alpha t)(u\otimes w)=\exp(\alpha t)u\otimes\exp(\alpha t)w$ が成り立ちます o
このような性質 $g(u\otimes w)=gu\otimes gw$ を満たすものを群的元と呼ぶのですが、群的元全体

$G(U(\mathcal{G}))$ は容易に $U(\mathcal{G})$ の中の部分群を構成していることがわかります。 このとき、 こ

の $W_{0}$ は End(V)-加群であると同時に、 G(U(G))功 O群であり、 リー代数 End(V)-加群の
テンソル積は群 $G(U(\mathcal{G}))$ -加群のテンソルとなっています。よく知られてぃるように、 $G$

は $G(U(\mathcal{G}))|W_{0}$ の部分群なので、 $W_{0}$ の $n$ 回テンソル積はすべて $G$-加群であり、部分加群
の中にすべての G-加群がすべて出てくることはよく知られた事実です。

(リー代数として見たときの $\mathcal{G}$-加群としては別のものになってぃるわけですし、 G-加
群がそれ自体で G-加群となっているわけではない点に注意すること。)
考えてほしい問題として、 このように $G$-不変なリー代数 $\mathcal{G}$ とその加群 $W_{0}$ が与えられ

たとき、 $W_{0}$ のテンソル積を繰り返したもの $W_{0}^{\otimes n}$ (またはその一部) をトップ加群とす
る $V_{\mathcal{G}}$ -加群 $W_{W_{0}}\otimes n$ 達を集めて大きな頂点作用素代数は構成できないだろうかということで
す。

問題 2
$\oplus_{n=0(W_{W_{0}^{\Phi}}\mathfrak{n}\otimes M^{\otimes n})}^{\infty}$

の剰余空間として頂点作用素代数の構造をもっものを構成せよ。 ここで、 $M$ は群 G-加
群 $M$ で、 $\mathbb{C}G$ をリー代数と見たとき、 $W_{0}$ と同型なものです。

本当は、 もっと多くの加群のテンソル積に対して考察したいのですが、 この問題に対す
る入門として上の問題を提起しておきます。古典的な体の拡大に対応して説明するなら、
体 $K$ に対して一変数多項式環 $K[X]$ とその剰余体を考察しているっもりです。
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