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1 Ising 模型 SVOA の構成

ここではこれから構或してい $\langle$ VOA の材料ともいうべき最小単位の SVOA と

して Ising 模型 SVOA を構或する。

1.1 Vir-module $V_{1/2}$

まずクリフォード代数を説明する。内積 ( $\cdot,$

$\cdot\rangle$ を持つベクトル空間 $L$ を考える。
$L$ のテンソノレ代数 $T(L)$ を $\{x\otimes y+y\otimes x-\langle x, y\rangle : x, y\in L\}$ で生或される両狽リイ
デアル $I$ で害 $|\mathrm{J}$った剰余環 Cliff(L) $:=T(L)/I$ をクリフォード代数という。 ここで
は $L=\mathbb{C}^{\infty}$ とし、 内積を一つの基底 $\{\alpha_{i} : i\in \mathbb{Z}\}$ に関してこれが正規直交基底と
なるように入れる。 このとき基底を次のように取りかえてみる。 $m>0$ に対して
$\psi_{m+\frac{1}{2}}=\alpha_{m-1}+\sqrt{-1}\alpha_{-m}$ , \psi -。+-21 $= \frac{1}{2}(\alpha_{m-1}-\sqrt{-1}\alpha_{-m})$ として $\{\psi_{m} : m\in \mathbb{Z}+\frac{1}{2}\}$

とするとこれは新しい基底であり、 $\langle\psi_{m}, \psi_{n}\rangle=\delta_{m+n,0}$ となっている。 この基底か
らクリフオード代数の積を見てみると $[\psi_{m}, \psi_{n}]_{+}:=\psi_{m}\psi_{n}+\psi_{n}\psi_{m}=\delta_{m+n,0}$ となっ

ている。 こうして無限次元のクリフォード代数が構或できた。次にこの表現を考
える。 Cliff(C勺の元を $\psi_{m}=\xi_{m}(m<0),$ $\psi_{m}=\frac{\partial}{\partial\xi_{m}}(m>0)$ として作用させる
事により外積代数 $V_{1/2}:= \Lambda[\xi_{m} : m\in \mathbb{Z}_{<0}+\frac{1}{2}]$ 上に Cliff(C勺の表現が得られる。
ここで微分は交代的にしていくものとしている。 この表現を使って

$L_{k}:= \frac{1}{2}\sum_{j\in \mathbb{Z}+\frac{1}{2}}j$
: $\psi_{-j}\psi_{j+k}$ :

を作る。 ここで : $\psi_{-j}\psi j+k$ : は正規順序積を表し、

: $\psi_{-j}\psi_{j+k}$ : $=\{$

$\psi_{-j}\psi_{j+k}$ if $-j\leq j+k$

$\psi_{j+k}\psi_{-j}$ if $-j>j+k$
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である。これは $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{2}$, 上の作用素として well-defined であり、直接計算から $[\psi_{m},$ $L_{k}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$(m+\mathrm{A}k)\psi m1$ が成り立つ事が分かる。これらはヴイラソロ関係式

$[L_{m}, L_{n}]=(m-n)L_{m+n}+ \frac{m^{3}-m}{12}\delta_{m+n,0}\cdot\frac{1}{2}$

を満たす事も直接計算から示せ、 $V_{1/2}$ 上に中心電荷 $\frac{1}{2}$ のヴイラソロ代数の表現を
与える (cf. [KR] 3 章)。 また、多項式環の外積代数として $V_{1/2}$ には各単項式を正
規直交基底する双線形内積 $\langle\cdot|\cdot\rangle$ を入れる事ができ、 この内積に関して (\psi 。A $|B$ ) $=$

$\langle A|\psi_{-m}B\rangle$ が成立している。即ちこれは反傾形式になっている。 この内積に関し
て $\langle L_{n}A|B\rangle=\langle A|L_{-n}B\rangle$ もまた成立するので、 ここまでをまとめて $V_{1/2}$ は中心
電荷 $\frac{1}{2}$ のヴイラソロ代数のユニタリー表現を与えることが分かった。 よってこの
内積から $V_{1/2}$ はヴイラソロ加群として完全可約であることが分かる。 中心電荷 $\frac{1}{2}$

の既約ユニタリー表現は最高ウェイトが $h=0,$ $\frac{1}{2},$ $\frac{1}{16}$ のときの 3 つしかないこと
が知られていて、これらは $L( \frac{1}{2}, h)$ と書かれる。 $V_{1/2}$ には最高ウェイト $\frac{1}{16}$ のベク

トルはなく、最高ウェイトベクトルは最高ウェイト 0 の 1 と最高ウェイト $\frac{1}{2}$ の

$\xi_{-\frac{1}{2}}1$ の 2個しか有り得ない。そこで $L_{0}$ に関するウェイトが整数である部分空間
を $V_{1/2}^{+}$ゝ 半整数である部分空間を $V_{1/2}^{-}$ と表すとこれらは部分加群になっていて、
ヴイラソロカ�群として $V_{1/2}=V_{1/2}^{+}\oplus V_{1/2}^{-}$ と分解し、 $V_{1/2}^{+} \simeq L(\frac{1}{2},0),$ $V_{1/2}^{-} \simeq L(\frac{1}{2}, \frac{1}{2})$

である。 よって指標公式として

$\mathrm{c}\mathrm{h}L(\frac{1}{2},0)\pm \mathrm{c}\mathrm{h}L(\begin{array}{l}1\mathrm{l}\overline{2}’\overline{2}\end{array})=\prod_{n=0}^{\infty}(1\pm q^{n+\frac{1}{2}})$

を得る。
ここまでクリフォード代数の半整数型の基底を使って考えてきたが、新しく次

のように基底を取り換える。 $\psi 0=\alpha_{0},$ $m>0$ については $\psi_{m}=\alpha_{m}+\sqrt{-1}\alpha_{-m}$ ,
$\psi_{-m}=\frac{1}{2}(\alpha_{m}-\sqrt{-1}\alpha_{-m})$ としてクリフオード代数 Cliff(C勺に $\langle\psi_{m}, \psi_{n}\rangle=\delta_{m+n,0}$

を満たす整数型の基底 $\{\psi_{m} : m\in \mathbb{Z}\}$ を取る。 この表現を $V_{0}:=\Lambda[\xi_{m} : m\in \mathbb{Z}_{\leq 0}]$

上に先程と同じように作ってみる。$m\neq 0$ のときは同様でいいが、 $m=0$ のとき
には

$\psi_{0}arrow\frac{1}{\sqrt{2}}(\xi_{0}+\partial/\partial\xi_{0})$

とすることで整合性がとれ、正規順序積を用いてヴイラソロの作用素を次のよう
に作れる。

$L_{k}:= \frac{1}{16}\delta_{k,0}+\frac{1}{2}\sum_{j\in \mathrm{Z}}j$ : $\psi_{-j}\psi_{j+k}$ :

こうして $V_{0}$ 上にヴイラソロ代数の中心電荷 $\frac{1}{2}$ の表現が作れた。 $V_{0}$ には最高ウェ
イトベクトルが共に最高ウェイト $\frac{1}{16}$ である 1 と $\xi_{0}1$ の 2 つあり、 これから $V_{0}$ は

これらを最高ウェイトベクトルとする部分加群に $V_{0}=V_{0}^{+}\oplus V_{0}^{-}$ と分解する。 $V_{1/2}$

と同様に $V_{0}$ にも反傾形式があり、それゆえヴイラソロ加群として完全可約であ
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る。先程と同様に中心電荷 $\frac{1}{2}$ のヴイラソロ代数のユニタリー表現の最高ウェイト
の関係からこれらは既約であり、 $L( \frac{1}{2}, \frac{1}{16})$ に同型である。よってヴイラソロ頂点作
用素代数 $L( \frac{1}{2},0)$ の既約加群 $V_{0}^{+} \simeq V_{0}^{-}\simeq L(\frac{1}{2}, \frac{1}{16})$ が構或できた。 この表現から
指標公式

$\mathrm{c}\mathrm{h}L(\frac{1}{2},$ $\frac{1}{16})=q^{\frac{1}{16}}\prod_{n=1}^{\infty}(1+q^{n})$

が得られる。

1.2 Local system $\epsilon$ SVOA

次に $\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}(V_{1/2})$ を考える。先程構或した $V_{1/2}$ 上の線形変換の母関数 $a(z)=$
$\sum_{n\in \mathbb{Z}}a_{n}z^{-n-1}\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}(V_{1/2})[[z, z^{-1}]]$ であって、 関係式

$[L_{-1}, a(z)]=a’(z)(= \frac{d}{dz}a(z))$

を満たし、 $v\in V_{1/2}$ に対して $a(z)v\in V_{1/2}((z))$ となるものを考える。 これらは
$V_{1/2}$ 上の量子作用素と呼ばれ、これら全体を $Q(V_{1/2})$ で表すことにする。このとき
$L(z):= \sum_{n\in \mathbb{Z}}L_{n}z^{-n-2},$ $\psi(z):=\sum_{n\in \mathbb{Z}}\psi_{n+\frac{1}{2}}z^{-n-1}$ は量子作用素である。 $\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}(V_{1/2})$

は次のように分解できる,

$\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}^{+}(V_{1/2}):=\{f\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}(V_{1/2})|f(V_{1/2}^{\pm})\subset V_{1/2}^{\pm}\}$,

$\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}^{-}(V_{1/2}):=\{f\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}(V_{1/2})|f(V_{1/2}^{\pm})\subset V_{1/2}^{\mp}\}$

として $\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}(V_{1/2})=\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}^{+}(V_{1/2})\oplus \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}^{-}(V_{1/2})$ と表せる。今の場合、$L(z)\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}^{+}(V_{1/2})$

$[[z, z^{-1}]],$ $\psi(z)\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}^{-}(V_{1/2})[[z, z^{-1}]]$ である。 2 つの量\mp 作用素 $a(z),$ $b(z)$ が局所
可換であるとは、 $\exists N>0$ であって

$(z_{1}-z_{2})^{N}\{a(z_{1})b(z_{2})-(-1)^{|a||b|}b(z_{2})a(z_{1})\}=0$

であるときと定義し、$a(z)\sim b(z)$ と書くことにする。ここで $|a|$ は $a(z)\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}^{+}(V_{1/2})$

$[[z, z^{-1}]]$ のとき 0, $a(z)\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}^{-}(V_{1/2})[[z, z^{-1}]]$ のとき 1 とし、線形に $Q(V_{1/2})$ 全体
に拡張する。 $1(z)=\mathrm{i}\mathrm{d}v_{1/2}$ は $Q(V_{1/2})$ の全ての元と局所可換であり、 $L(z)\sim L(z)$ ,
$\psi(z)\sim\psi(z),$ $L(z)\sim\psi(z)$ であることも直接計算から示すことができる。よって
$Q(V_{1/2})$ の部分集合で 1(z), $L(z),$ $\psi(z)$ を含むもので極大なものを 1 つとりこれを
$W$ と表す。このとき Dong の補題から $W$ は n-正規積で閉じていることが分かる。
よって $a(z)_{n}$ で $a(z)$ による $n$-正規積をとることを表すことにして $W$ 上に頂点作
用素を

$\mathrm{Y}(a(z), Z):=\sum_{n\in \mathbb{Z}}a(z)_{n}Z^{-n-1}$

と定義することにより $\{W, \mathrm{Y}(-, Z), 1(z), L(z)\}$ は SVOA になることが示せる
(cf.[Li])。 こうして 1(z), $L(z),$ $\psi(z)$ らから $n$-正規積で生或される SVOA を作
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ることができ、 これは先の極大集合 $W$ らの共通部分にあたり、 $W$ の取り方に依
らずに一意に構造が定まる。 この SVOA を $M$ と名付ける。

1.3 Minimal SVOA $L( \frac{1}{2},0)\oplus L(\frac{1}{2}, \frac{1}{2})$

前節で構或した SVOA を用いて $V_{1/2} \simeq L(\frac{1}{2},0)\oplus L(\frac{1}{2}, \frac{1}{2})$ に SVOA 構造を導入
する。写像

$\Phi$ : $M$ $arrow$ $V_{1/2}$

$a(z)$ $\mapsto$ $a_{-1}\cdot 1$

を考える。詳細は参考文献に任せるとして 1、 この対応は SVOA としての準同型

を与える $\text{。}$ 即ち $\Phi(a(z)_{n}b(z))=a(z)_{n}\Phi(b(z))$ が成立する。 $V_{1/2}$ はヴイラソロカ\coprod 群

として既約な部分加群の和で書けているのでこの写像は全射であり、 $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\Phi$ は $M$

のイデアルになっているので $M/ \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\Phi\simeq L(\frac{1}{2},0)\oplus L(\frac{1}{2}, \frac{1}{2})$ (VOA としての同型)
が分かる。この同型より $\Phi(1(z))=1$ を真空元, $\Phi(L(z))=\frac{1}{2}\psi_{-\mathrm{z}}3\psi_{-\frac{1}{2}}1$ をヴイラ

ソロ元として $L( \frac{1}{2},0)\oplus L(\frac{1}{2}, \frac{1}{2})$ は SVOA になる。 $L( \frac{1}{2},0)$ においてヴイラソロカ

群としてイデアルは VOA としてのイデアルでもあるので、 ヴイラソロ加群とし

て単純な $L( \frac{1}{2},0)$ は VOA としても単純であり、その加群である $L( \frac{1}{2}, \frac{1}{2})$ も既約で

ある。 こうしてクリフオード代数から出発して SVOA $L( \frac{1}{2},0)\oplus L(\frac{1}{2}, \frac{1}{2})$ が構或で

きた。せっかく具体的に構或したのだから、 ここでこの SVOA が非常に小さいも
のであることを見てみよう。

$(\mathrm{S})\mathrm{V}\mathrm{O}\mathrm{A}$ の自己同型とは線形同型 $\theta$ であって、頂点作用素に対して $\theta \mathrm{Y}(*, z)\theta^{-1}=$

$\mathrm{Y}(\theta*, z)$ が成立し、 $\theta 1=1,$ $\theta\omega=\omega$ となるものである。それでは今構或した SVOA
$L( \frac{1}{2},0)\oplus L(\frac{1}{2}, \frac{1}{2})$ の自己同型を決定してみよう。まず単純 VOA の部分 $L( \frac{1}{2},0)$ の

元は真空元とヴイラソロ元から生或されている。即ち $\omega:_{1}\cdots\omega:_{n}1$ という形の元で張
られているのだが、 これは自己同型の定義からすべて固定される。よって $L( \frac{1}{2},0)$

上では $\theta=1$ である。 $L( \frac{1}{2}, \frac{1}{2})$ は最高ウエイト $\frac{1}{2}$ の最高ウエイトベクトル $\psi_{-1/2}\mathrm{I}$

から生或されるの既約ヴイラソロ加群であるから、 $\omega_{i_{1}}\cdots\omega_{n}.\cdot\psi_{-\frac{1}{2}}1$ という形の元

で張られている。自己同型の定義からこの元の $\theta$ による像は $\theta\psi_{-\frac{1}{2}}1$ の値で定まる。

$\psi_{-\frac{1}{2}}1$ は $L( \frac{1}{2},0)\oplus L(\frac{1}{2}, \frac{1}{2})$ の唯一の次数 $\frac{1}{2}$ の元なので、自己同型は次数を保つので
$\theta\psi_{-\frac{1}{2}}1=k\psi_{-_{f}}11$ である。 この $k$ を定める。 ここで $(\psi_{-_{f}}11)_{-2}(\psi_{-\frac{1}{2}}1)$ を計算してみ
る。 $(\psi_{-\frac{1}{2}}1)_{-2}(\psi_{-\frac{1}{2}}1)=\Phi(\psi(z))_{-2}\Phi(\psi(z))=\Phi(\psi(z)_{-2}\psi(z))=\psi_{-\frac{3}{2}}\psi_{-\frac{1}{2}}1=2(v$ で

あるから、これに $\theta$ を作用させることにより $k^{2}=1$ が分かる。よって $k=\pm 1$ よ

り、 自明でない自己同型は $L( \frac{1}{2},0)\text{上}1,$ $L( \frac{1}{2}, \frac{1}{2})$ 上 -1 のみであることが分かる。

1宮本先生の大阪大での講義録等
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2 Ising 模型のフユージョン規則と自己同型

2.1 フユージョン規 $\ovalbox{\tt\small REJECT} 1\mathrm{J}$

$V$ を $\mathrm{V}\mathrm{O}\mathrm{A}_{\text{、}}(M^{i}, \mathrm{Y}^{:})(i=1,2,3)$ をその既約加群とするとき、写像 $I$ : $M^{1}\otimes$

$M^{2}arrow M^{3}\{z\}$ が次の条件 :

(1) $I(u^{1}, z)u^{2}\in M^{3}((z))$

(2) $I(L_{-1}u^{1}, z)u^{2}= \frac{d}{dz}I(u^{1}, z)u^{2}$

(3) $\exists N>>\mathrm{O}\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $(z-w)^{N}\{\mathrm{Y}^{3}(a, z)I(u^{1}, z)-I(u^{1}, z)\mathrm{Y}^{2}(a, z)\}u^{2}=0$

(4) $I(a_{n}u^{1}, z)u^{2}=\mathrm{Y}(a, z)_{n}I(u^{1}, z)u^{2}$

を満たしているとき、 $(\begin{array}{l}M^{3}M^{1}M^{2}\end{array})-$ 型の intertwining operator という $\text{。}$
ここで $u^{i}\in M^{i}$ ,

$a\in V$ である $\text{。}$ そして intertwining operators で張られる線形空間全体を $I(\begin{array}{l}M^{3}M^{1}M^{2}\end{array})$

で表す。
以下、 $V$ は有理型であるとし、 $M^{i}(i=1,2, \cdots, r)$ をその全ての既約加群とす

る。 このとき形式的に $M^{i}$ らを基底と見て \sim 加群 $L:=\mathbb{Z}M^{1}\oplus \mathbb{Z}M^{2}\oplus\cdots\oplus \mathbb{Z}M^{f}$

に次のように積を導入する ; $\dim I(\begin{array}{l}M^{k}M^{i}M^{\dot{J}}\end{array})=N_{ij}^{k}$ として

$M^{i} \cross M^{j}:=\sum_{l=1}^{r}N_{ij}^{l}M^{l}$ $(*)$

このとき、 この積で $L$ は可換環になる [FHL]。この環をフユージョン代数という。
また、 積 $(*)$ をフユージョン規則という。

このフユージョン規則の応用として、 sub VOA との関係がある。

定理 $W$ が $V$ の有理型 sub VOA であるとき、 $V$ は W-加群になる。

この定理は $W$ のヴイラソロ元が $V$ のものと一致しているときには自明であるが、
一致していなくても成り立つ。よって VOA $V$ をその sub VOA $W$ の加群と見て
分解したとき、 $V$ の頂点作用素は $W$ の加群間の intertwining operator を与える o
ゆえに、 フユージョン規則が分かっていると $V$ の積の構造がよく分かるのである。
これから考えるのは $V$ が sub VOA として $L( \frac{1}{2},0)$ を含んでいるときである。

2.2 Ising 模型のフユージョン規則

ここではヴイラソロ VOA $L( \frac{1}{2},0)$ について考える。 $L( \frac{1}{2},0)$ は非常に扱いやす
い $\mathrm{V}\mathrm{O}\mathrm{A}$ である。
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定理 $L(\mathrm{M}, 0)$ は有理型 VOA であり、その既約加群は $L(\mathrm{g}, \mathrm{O}),$ $L0,$ $\mathrm{D},$ $L(\mathrm{A}, \ovalbox{\tt\small REJECT})$

の 3 つのみである。 また、 これらのフユージョン規則は以下の通りである。

$L( \frac{1}{2},0)$ は積に関して単位元

$L( \frac{1}{2}, \frac{1}{2})\cross L(\frac{1}{2}, \frac{1}{2})=L(\frac{1}{2},0)$

. $L( \frac{1}{2}, \frac{1}{2})\cross L(\frac{1}{2}, \frac{1}{16})=L(\frac{1}{2}, \frac{1}{16})$

$L( \frac{1}{2}, \frac{1}{16})\cross L(\frac{1}{2}, \frac{1}{16})=L(\frac{1}{2},0)+L(\frac{1}{2}, \frac{1}{2})$

このフユージョン規則をよく見てみると、 $W^{0}= \mathbb{Z}L(\frac{1}{2},0)\oplus \mathbb{Z}L(\frac{1}{2}, \frac{1}{2}),$ $W^{1}=$

$\mathbb{Z}L(\frac{1}{2}, \frac{1}{16})$ として $Z_{2}$-grade を付けられることが分かる。特に $W^{0}$ はフユージョン

代数の中で部分代数をなしており、 この中にも $L( \frac{1}{2},0)$ の次数を 0, $L( \frac{1}{2}, \frac{1}{2})$ の次

数を 1 として $W^{0}$ にも $\mathbb{Z}_{2}$-grade が入る。 これをもとに、 $L$ $( \frac{1}{2},0)$ -加群のフユー
ジョン規則に次の様の自己同型が定義できる。

補題 $L( \frac{1}{2},0)$ のフユージョン代数 $\mathbb{Z}L(\frac{1}{2},0)\oplus \mathbb{Z}L(\frac{1}{2}, \frac{1}{2})\oplus \mathbb{Z}L(\frac{1}{2}, \frac{1}{16})$ に

$L( \frac{1}{2},0)$ $\mapsto$ $L( \frac{1}{2},0)$

$\tau$ : $L( \frac{1}{2}, \frac{1}{2})$ $\mapsto$ $L( \frac{1}{2}, \frac{1}{2})$

$L( \frac{1}{2}, \frac{1}{16})$ $\mapsto$ $-L( \frac{1}{2}, \frac{1}{16})$

として位数 2 の自己同型が与えられる。 また部分代数 $\mathbb{Z}L(\frac{1}{2},0)\oplus \mathbb{Z}L(\frac{1}{2}, \frac{1}{2})$ にお

いても
$L( \frac{1}{2},0)$ $\mapsto$ $L( \frac{1}{2},0)$

$\sigma$ :
$L( \frac{1}{2},$ $\frac{1}{2})$ $\mapsto$ $-L( \frac{1}{2},$ $\frac{1}{16})$

とすることにより位数 2 の自己同型が得られる。

このフユージョン規則の自己同型をもとに VOA $V$ の VOA としての自己同型を
構或する。そのためにまず共形元の定義を与える。

$e\in V_{2}$ が共形元であるとは、 $L_{n}’:=e_{n+1}$ としたときこれがヴイラソロの関係式

$[L_{m}’, L_{n}’]=(m-n)L_{m+n}’+ \frac{m^{3}-m}{12}\delta_{m+n,0^{\mathrm{C}}}$

を満たしているときとする。 ここで $c$ は中心電荷を表す。 $e$ を共形元とするとき、
これを真空元に作用させることで生或される sub VOA (e) $:=\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{m}\{e:_{1}\cdots e:_{k}1|i_{1}\leq$

$\ldots\leq i_{k}<0\}$ が VOA として有理型であるとき、即ち $\langle e\rangle\simeq L(c, 0)$ となるとき。

を有理型共形元と呼ぷ。 これから $V$ に中心電荷 $\frac{1}{2}$ の有理型共形元 $e$ がある場合

を考えてみる。 $\langle e\rangle\simeq L(\frac{1}{2},0)\subset V$ であるから、先の定理より $V$ は $L( \frac{1}{2},0)$ -加群
になり、 $L( \frac{1}{2},0)$ の有理性からその既約加群 $L( \frac{1}{2},0),$ $L( \frac{1}{2}, \frac{1}{2}),$ $L( \frac{1}{2}, \frac{1}{16})$ らの直和
に分解する。即ち

$V=W_{0}\oplus W_{\frac{1}{2}}\oplus W_{\frac{1}{16}}$
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と表せる。 ここで $W_{h}$ は $L( \frac{1}{2},0)$ -加群として $L( \frac{1}{2}, h)$ と同型なもの全ての和を表
す。 この分解において $V$ の頂点作用素は sub VOA $\langle e\rangle\simeq L(\frac{1}{2},0)$ の既約加群にお
ける intertwining operator になるので $2\text{、}$ Ising 模型のフユージョン規則から先程
定義したフユージョン代数の自己同型が $V$ の VOA としての自己同型を与える。
即ち

定理 $e\in V$ が中心電荷 1/2 の有理形共形元とする。 $V$ を $\langle e\rangle$-7JO群として $V=$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}\oplus W_{\frac{1}{2}}\oplus W_{\frac{1}{16}}$ と分解したとき、線形写像

$\tau_{e}$ : $\{$

$v\mapsto v$ if $v\in W_{0}\oplus W_{\frac{1}{2}}$

$v\mapsto-v$ if $v\in W_{\frac{1}{16}}$

は $V$ の VOA としての自己同型を与える。 もし $\tau_{e}=\mathrm{i}\mathrm{d}_{V}$ , 即ち $V=W_{0}\oplus W_{\frac{1}{2}}$ で

あるときは

$\sigma_{e}$ : $\{$

$v\mapsto v$ if $v\in W_{0}$

$v\mapsto-v$ if $v\in W_{\frac{1}{2}}$

が VOA としての自己同型を与える。 さらに $\sigma_{e}=\mathrm{i}\mathrm{d}_{V}$ である場合には $W=$

$\{v\in V|e_{1}v=0\}$ とすると $W$ が $V$ の sub VOA になっており、VOA として
$V \simeq L(\frac{1}{2},0)\otimes W$ となっている。

これが宮本先生の見つけたいわゆる宮本の自己同型である。 このように共形元が
あるとその加群としての分解に応じて VOA の自己同型が得られる。 よって共形
元がたくさんあれぼあるほど大きな自己同型群が構或できるのである。特に、 ヴイ

ラソロ元が中心電荷 1/2 の有理型共形元の和に分割できる場合が重要である。 こ

れは次節で考察する。

2.3 Ekamed VOA

前部分節で中心電荷 1/2 の有理型共形元と自己同型の関係を述べた。ここで
は共形元がたくさん得られる場合を考えてみる。以下、 [DMZ] の概要を述べる。
$V=\oplus_{n=0}^{\infty}V_{n}$ を単純頂点作用素代数とし、 $V_{0}=\mathbb{C}1$ 、ヴイラソロ元 $\omega$ が $\omega=$

$e^{1}+e^{2}+\cdots+e^{n}$ と $n$ 個の中心電荷 1/2 の有理型共形元の和で表されており、
個々の共形元の頂点作用素は可換である場合を考える。このような VOA を枠付き
(framed) VOA と呼ぶ。枠付きと言っているが、 どんな枠が付いているかはまだ触
れないでおく。このとき $T:= \langle e^{1}, \cdots, e^{n}\rangle\simeq\langle e^{1}\rangle\otimes\cdots\otimes\langle e^{n}\rangle\simeq L(\frac{1}{2},0)^{\otimes n}$ が $V$ の

sub VOA として含まれおり、さらにこれらのヴイラソロ元は一致している。 $L( \frac{1}{2},0)$

は有理型なのでこれらのテンソル積である $T$ も有理型である。さらにテンソル

2正確に言うと頂点作用素の巾を少し修正する必要がある。
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VOA の既約加群はそれぞれの既約加群のテンソル積であるから $3\text{、}V$ は既約 T-加
群に分解し、それぞれの既約加群は $h_{:} \in\{0, \frac{1}{2}, \frac{1}{16}\}$ として $L( \frac{1}{2}, h_{1})\otimes\cdots L(\frac{1}{2}, h_{n})$

という形をしている。よって $L(h_{1}, \cdots, h_{n}):=L(\frac{1}{2}, h_{1})\otimes\cdots\otimes L(\frac{1}{2}, h_{n})$ とおいて、

$m(h_{1},\cdots,h_{n})$ でその重複度を表すことにして

$V=m_{(h_{1\prime}h_{n})}, \cdots L(h_{1}h:\in\{0,\frac{\oplus_{1}}{2},\frac{1}{16}\}’\ldots, h_{n})$

と分解できる。そして Ising 模型のフユージョン規則を考えることにより、次を得
る。

定理 $h_{:} \in\{0, \frac{1}{2}\}$ であるとき、m(hlt...,緘) $\leq 1$ であり、

$W=$ $\oplus$ $m_{(h_{1\prime\prime}\hslash_{n})}\ldots L(h_{1}, \cdots, h)$

へ $\in\{0,\frac{1}{2}\}$

は単純 sub VOA である。

sub VOA W=\oplus 、6{0,-21} $m(h_{1,t}\ldots h_{\hslash})L(h_{1}, \cdots, h_{n})$ において $\frac{1}{2}$ を 1 に読み変える、
即ち $(h_{1}, \cdots, h_{n})\mapsto(2h_{1}, \cdots, 2h_{n})\in \mathbb{Z}_{2}^{n}$ とすることにより $W$ から 2 進語が
得られる。 フユージョン規則からこうして得られた 2 進語らは加法で閉じるので
コードを或す。 $L( \frac{1}{2},0)$ のウェイトは整数、 $L( \frac{1}{2}, \frac{1}{2})$ のウエイトは半整数であり、
$V$ のヴイラソロ元と $T$ のヴイラソロ元は一致するのでこのコードは偶コードで
ある $\text{。}W$ は共形元による自己同型 $\tau_{e}.\cdot$ らの生或する elememtary abelian 2-gr0up
$P=(\tau_{e}.\cdot|i=1,$ $\cdots,$

$n\rangle$ の固定部分空間 $V^{P}$ である。 このようにヴイラソロ元が有
理型共形元に分割できるときには自己同型の固定部分空間から一つのコードが得
られる。 これが一つめの枠になる。もう一つの枠を考える前に、 コードと Ising 模
型 VOA の関係を調べておこう。

3 コード VOA

3.1 コード VOA の構成

前節でみたようにヴイラソロ元が共形元の和に分割されているときにはその sub
VOA から偶コードを得られた。 ここでは逆に Ising 模型と偶コードからこのよう
な VOA を構或する。

$D$ を $\mathbb{Z}_{2}^{n}$ の部分偶コードとする。2進語 $\alpha=(a_{1}, \cdots, a_{n})\in D$ に対して \S 1 で
構或した SVOA $L( \frac{1}{2},0)\oplus L(\frac{1}{2}, \frac{1}{2})$ の $n$ 個のテンソル積の部分空間として $M_{\alpha}:=$

$L( \frac{1}{2},a_{2}\lrcorner)\otimes\cdots\otimes L(\frac{1}{2}, \underline{a}_{2}\mathrm{n})$ とおく。このときベクトル空間として $\{L(\frac{1}{2},0)\oplus L(\frac{1}{2}, \frac{1}{2})\}^{\otimes n}=$

$3\mathrm{V}\mathrm{O}\mathrm{A}$ のテンソル積の一般論については [FHL] 参照。

76



\oplus \mbox{\boldmath $\alpha$}6Z?M。と分解する。 $\sqrt 0$ ) $\ovalbox{\tt\small REJECT} u^{1}\otimes\cdots\otimes u^{n}\in$ M。に対してこれの $\{Lrightarrow,$ $0)\oplus$

$L(\mathrm{M},\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT})\}^{C\mathit{9}n}$ 上の頂点作用素を $\mathrm{Y}(u^{(0)}, z)\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{Y}^{1}(u^{1}, z)\otimes\cdots\otimes \mathrm{Y}^{n}(u^{n}, z)$ と定義す
る。 このとき $u^{(\alpha)}\mathrm{C}M\ovalbox{\tt\small REJECT},$ $\sqrt\beta$)

$\in$ M。に対して $\{L(\mathrm{M}, 0)\oplus L(3, \mathrm{g})\}^{\otimes n}$ の頂点作用素
は SVOA の超可換性から

$\mathrm{Y}(u^{(\alpha)}, z)\mathrm{Y}(v^{(\beta)}, w)\sim(-1)^{(\alpha,\beta\rangle}\mathrm{Y}(v^{(\beta)}, w)\mathrm{Y}(u^{(\alpha)}, z)$

を満たす。そこで $M_{D}$ $:=\oplus_{\alpha\in D}M_{\alpha}$ を考える。$M(0^{n})=L( \frac{1}{2},0)\otimes\cdots\otimes L(\frac{1}{2},0)\subset M_{D}$

より $M_{D}$ にはテンソル積の各或分のヴイラソロ元の和が入っており、 この作用
で非負整数次数に分解できる。 $D$ は偶コードなので $\alpha\in D$ のとき $\langle\alpha, \alpha\rangle=0$ よ

り $\mathrm{Y}(u^{(\alpha)}, z)\mathrm{Y}(v^{(\alpha)}, w)\sim \mathrm{Y}(v^{(\alpha)}, w)\mathrm{Y}(u^{(\alpha)}, z)$ となる。即ち $M_{\alpha}$ の各元は局所可換
である。そこで $M_{D}$ 全体で局所可換になるように頂点作用素を修正すれぼ、 ヴイ

ラソロ元が可換な有理型共形元の和となっている VOA を作れる。 これを $D$ の中
心拡大を用いて実現しよう。 $\mathbb{Z}_{2}^{n}$ の基底として $\mu_{1}=(100\cdots 0),$ $\mu_{2}=(010\cdots 0)$ ,
$\ldots,$ $\mu_{n}=(00\cdots 01)$ を取る。 このとき関係式を $e^{0}=1,$ $e^{\mu:}\cdot e^{\mu:}=1,$ $e^{\mu}\dot{\cdot}e^{\mu_{j}}=$

$-e^{\mu_{j}}e^{\mu_{i}}(i\neq j)$ として $\alpha=\mu_{i_{1}}+\cdots+\mu_{i_{k}}\in \mathbb{Z}_{2}^{n}$ に対して $e^{\alpha}:=e^{\mu:_{1}}\cdots e^{\mu:_{k}}$ とする
ことで $\tilde{D}:=\{\pm e^{\alpha}|\alpha\in D\}$ は $\{\pm 1\}$ を中心とする extra-special 2-group になる $\text{。}$

この定義から交換関係式は

$e^{\alpha}e^{\beta}=(-1)^{\langle\alpha,\beta\rangle+|\alpha|\cdot|\beta|}e^{\beta}e^{\alpha}$

となっており、特に $\alpha,$ $\beta\in D$ のときには $(-1)^{|\alpha|\cdot|\beta|}=1$ より $e^{\alpha}e^{\beta}=(-1)^{\langle\alpha,\beta\rangle}e^{\beta}e^{\alpha}$

が成立する。そこで $\alpha\in D$ に対して

$\tilde{M}_{D}:=\oplus M_{\alpha}\otimes_{\{\pm 1\}}e^{\alpha}\alpha\in D$

とおき、 $u^{(\alpha)}\otimes e^{\alpha}\in M_{\alpha}\otimes e^{\alpha}$ に対してこの頂点作用素を $\tilde{\mathrm{Y}}(u^{(\alpha)}\otimes e^{\alpha}, z):=$

$Y(u^{(\alpha)}, z)\otimes e^{\alpha}$ と定義する。 このとき先程みた頂点作用素の交換関係式と、 $\tilde{D}$ の

交換関係式から $\tilde{M}_{D}$ において局所可換

$\tilde{\mathrm{Y}}(u, z)\tilde{\mathrm{Y}}(v, w)\sim\tilde{\mathrm{Y}}(v, w)\tilde{\mathrm{Y}}(u, z)$ $(u, v\in\tilde{M}_{D})$

が成立する。こうして $1^{i},$ $\omega^{i}$ を $L( \frac{1}{2},0)^{\otimes n}$ の\mbox{\boldmath $\tau$}-\swarrow ソル積の $i$ 番目の或分の真空元、
ヴイラソロ元とし

$\text{、}$

$\tilde{1}:=1^{1}\otimes\cdots\otimes 1^{n},\tilde{\omega}^{i}:=1^{1}\otimes\cdots\otimes\omega^{i}\otimes\cdots\otimes 1^{n},\tilde{\omega}:=\tilde{\omega}^{1}+\cdots+\tilde{\omega}^{n}$

として $\{\tilde{M}_{D},\tilde{Y}, \tilde{1},\tilde{\omega}\}$ は VOA になる。 これをコード VOA と呼ぶ。構或からこの
VOA は単純であることも明らかである。以後、偶コード $D$ から構或された VOA
という意味でこれを単に $M_{D}$ と表すことにする 4。

4こうすると記号が最初と逆になるが不都合は起きないと思われる。
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3.2 $M_{D^{-}}\mathrm{P}\mathrm{I}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}$

次にコード VOA $M_{D}$ の加群を考えてみる。$W$ を既約 $M_{D}$-加群とする。 $(0^{n})\in D$

より $M_{(0^{n})}=L( \frac{1}{2},0)^{\otimes n}\subset M_{D}$ であり、 $W$ は特に $M_{(0^{n})}$-加群でもある。M(0’、は
有理型 VOA であるから、 $M_{(0^{n})}$-加群として $W$ は

$W=m_{(h_{1},\cdots,h_{n})}L(h_{1}h: \in\{0,\frac{\oplus_{1}}{2},\frac{1}{16}\}’\ldots, h_{n})$

と分解する。ここで上の分解における最高ウエイトの組 $(h_{1}, \cdots, h_{n})$ の中で $\frac{1}{16}$ が

表れる位置は Ising 模型のフユージョン規則から $M_{D}$ の作用で不動であり、 $W$ の

既約性から皆同じ位置になければならない。 よってこの分解において最高ウエイ

$\mathrm{f}9\#\sim\frac{\frac{1}{161}}{16}- \mathrm{w}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}\tau(W)\in \mathbb{Z}\text{ト}\mathrm{B}^{\sim}\backslash \text{の_{}\mathrm{D}}\Re \mathrm{f}\mathrm{f}\text{を}1,0,$
$\frac{1}{2,n2}\mathrm{B}^{*}\mathrm{a}\acute{\mathrm{h}}^{\mathrm{B}}\text{られ}\theta)_{\mathrm{D}}\Re ff\text{を}$60。$\text{と^{}=}- m\mathrm{t}\neq rarrow \text{と}\text{で}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\text{約}\backslash M_{D}- l\mathrm{O}\text{群}W\mathrm{B}^{\mathrm{a}}\text{ら}--,\not\in[\mathrm{M}\mathrm{i}3]l_{\sim}^{\sim}\mathrm{k}^{*\mathrm{A}\mathrm{a}^{-}}C^{\backslash }’\lambda \text{の}f\text{イ}7\sigma)\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}-\backslash$

operator

$I^{\frac{1}{2}\frac{1}{16}}’(*, z)\in I(\begin{array}{l}L()LL()\end{array})$

は超局所可換性

$I^{\frac{1}{2}\frac{1}{16}}’(u, z)I^{\frac{1}{2}\frac{1}{16}}’(v, w)\sim-I^{\frac{1}{2}\frac{1}{16}}’$ ($v$ , w)I51,1百 $(u, z)$

を満たすことが調べられている。 よって $M_{D}$-加群 $W$ 上での $M_{D}$ の頂点作用素が

局所可換を満たすことから $\langle\tau(W), D\rangle=0$ でなけれぼならない。

補題 $\tau(W)$ と $D$ は直交する。

ここで $\tau(W)=(0^{n})$ である場合を考える。 このとき M(0町-加群として $W$ を分

解したとき、最高ウエイトには $\frac{1}{16}$ は現れない。この分解における $W$ の最高ウエ

イトの一つを $\alpha$ とすると $M_{D}$ の作用から最高ウエイト $\alpha+D$ 全てが $W$ を分解

したときの或分として出てくることがフユージョン規則から分かる。 よってこの

とき $W=M_{\alpha+D}$ と書け、 これを剰余類 (coset) 加群と呼ぶ $\text{。}$
で 1よ $\tau(W)\neq(0^{n})$

のときは $W$ はどのような構造を持っているか考えてみよう。 $\gamma\in \mathbb{Z}_{2}^{n}$ に対して
$D_{\gamma}:=\{\beta\in D|\mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}(\beta)\subset \mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}(\gamma)\}$ とする。 このとき $\gamma=\tau(W)$ として $D_{\gamma}$ を考

えると、 これは $D$ の部分コードである。このとき $\beta\in D_{\gamma}$ に対して $M_{\beta}$ の作用は

$W$ を $M(0^{n})^{-}$ 加群として分解したときの既約或分それぞれを固定する。 よって $W$

の既約 $M(0^{n})$-部分加群を $W_{1},$ $\cdots,$
$W_{k}$ とするとき $M_{D_{\gamma}}$ の作用で各 W鴨は同型

な或分に移る。 この変換について次の定理が成り立つ。

定理 $W$ を $M_{D_{\gamma}}$-加群とみたとき、既約 $\tilde{D}_{\gamma}$-加群 $Q_{:}$ で $-e^{0}$ が -1 として作用し

ているものがあって、

$W\simeq\oplus^{k}(W.\cdot\otimes Q:)\dot{\iota}=1$
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と分解する。

この構造から逆に $\gamma\in D^{[perp]}$ として $D$ の部分コードの加群から $M_{D}$-加群で $\tau(W)=\gamma$

となるものを構或してみよう。先の分解において $\tilde{D}$ の部分群 $\tilde{D}_{\gamma}$ の既約表現 $Q_{:}$ ら

が現れた。 そこで $\tilde{D}_{\gamma}$ の既約表現が現れるようにうまく $D$ の部分コードを選ぶ。
$D_{\gamma}$ の中で自己直交な極大部分コード $H$ を選んでくると、 これらを内積を使って
$\{\pm 1\}$ で中心拡大したとき $\tilde{H}$ は $\tilde{D}_{\gamma}$ の極大正規アーベル部分群であり、 $\tilde{D}_{\gamma}$ の表現
で $-e^{0}$ が -1 として作用する表現はすべて $\tilde{H}$ の線形表現から誘導されたものに
なることが群の表現論から分かる。 よって $H$ をこのように選び、 $\chi$ を $-e^{0}$ が -1
として作用する $\tilde{H}$ の既約表現とし、 $F_{\chi}$ をその表現空間とする。そして適当な最
高ウエイト $(h_{i}),$ $h_{i} \in\{0, \frac{1}{2}, \frac{1}{16}\}$ をこの $\frac{1}{16}$word が $\gamma=\tau(W)$ となるように選んで、

$U((h_{i})):=L(h_{1},$ $\cdots,$ $h\sim\otimes F_{\chi}$

とおく。 これは明らかに $M(0^{n})$ -加群である。 $\alpha=(a_{i})\in H$ に対して Ising 模型の
$a_{\vec{2}}\cross h_{i}$ 型の intertwining operator $I^{a_{\hat{2}}}.,h_{:}(*, z)$ を用いて $(u^{1}\otimes\cdots\otimes u^{n})\otimes e^{\alpha}\in M_{\alpha}$

の $U((h_{i}))$ 上の頂点作用素を

$\}U$ (( $h$�) $((\otimes u^{:})\otimes e^{\alpha}, z):=.(\otimes I^{\underline{a}_{\mathrm{i}}}2’:(hu^{i}, z))\otimes\chi(e^{\alpha})$

と定めると、

補題 $U((h_{i}))$ が MH-加群になる。

次に $D/H$ の代表系を $\{\beta^{1}=(b_{j}^{1}), \cdots, \beta^{s}=(b_{j}^{s})\}$ とすると $\{e^{\beta}|i=1:, \cdots, s\}$ が
$\tilde{D}$ における $\tilde{H}$ の剰余類の代表系になる。これを用いて

$\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{H}^{D}U((h_{i})):=$ $\oplus$ $\{(L(h_{j}+b_{j}^{i}/2))\otimes(e^{\beta^{:}}\otimes_{\tilde{H}}F_{\chi})\}$

$\beta^{:}\in D/H$

と置く。 このとき

定理 $\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{H}^{D}U((h_{i}))$ は $M_{D}$-加群になる。そして任意の既約 $M_{D}$-加群で $\tau(W)=\gamma$

となるものはこの形で構或される。

こうして既約 $M_{D}$-加群はその部分代数 $M_{H}$ の加群から群の表現を用いて求められ
る。最後に、 $M_{D}$ の重要な性質として次を挙げておく。

定理 $V$ を単純 VOA で $\dim V_{0}=1$ であり、そのヴイラソロ元が中心電荷 1/2 の
互いに可換な共形元の和で表されているものとする。 さらにこれらの共形元から
生或される sub VOA $L( \frac{1}{2},0)$ の加群として $L( \frac{1}{2}, \frac{1}{16})$ が $V$ の分解に現れないとす
る。 このときある偶コード $D$ があって $V\simeq M_{D}$ となる。
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4Framed VOA の構成

523 において枠付き VOA の定義を与えたが、 もう一度復習する。 $V=\oplus_{n=0}^{\infty}V_{n}$

を単純 VOA とし、 $V_{0}=\mathbb{C}1$ であり、 そのヴイラソロ元が $n$ 個の互いに可換な中
心電荷 1/2 の有理型共形元の和で $\omega=\omega^{1}+\cdots+\omega^{n}$ と表されているとき、枠付
き VOA と呼んだ 5。 このとき $L( \frac{1}{2},0)^{\otimes n}\subset V$ であり、 $L( \frac{1}{2},0)^{\otimes n}$-加群として $V$

は $L(h:, \cdots, h_{n})$ の直和に分解する。このときこの最高ウエイト $(h_{\dot{\iota}})$ から $\frac{1}{16}$ -word
$\tau((h:))$ を読みとることにより一つの偶コード $S$ が得られる。そしてこのコードを
使って同じ $\frac{1}{16}$-word になる最高ウエイト加群を一つにまとめて $V=\oplus_{\alpha\in S}V^{\alpha}$ と分

解できる。 この或分のうち $\alpha=(0^{n})$ である $V^{0}$ は最高ウエイト $\frac{1}{16}$ を持たないの

である偶コード $D$ があって $V^{0}\simeq M_{D}$ である。そして各 $V^{\alpha}$ は既約な $V^{0}=M_{D^{-}}$

加群となっている。このような VOA を 2つの偶コード $D,$ $S$ で枠付されていると

考えて $(D, S)$-framed VOA と呼ぶ。
では具体的に $(D, S)$ が与えらたときにこれを枠に持つような枠付き VOA を構

或できるだろうか。 これには次の条件が満たされていれぼ、構或が可能である。

定理 次の条件を仮定する。

(1) $D,$ $S$ は長さ $8k$ の偶線形符号であって、 $S\subset D^{[perp]}$ である。

(2) 各 $\alpha\in S$ に対して、既約 $M_{D}$-加群 $V^{\alpha}$ で $\tau(V^{\alpha})=\alpha$ となるものが

与えられている。
(3) $\alpha,$ $\beta\in S$ に対して $M_{D}$-加群としてのフユージョン規則 $V^{\alpha}\cross V^{\beta}=$

$V^{\alpha+\beta}$ を満たす。

(4) 任意の $\alpha,$
$\beta,$ $\alpha+\beta\in S-\{(0^{n})\}$ に対して $M_{D}\oplus V^{\alpha}\oplus V^{\beta}\oplus V^{\alpha+\beta}$

は単純 VOA の構造を持つ。

このとき $V=\oplus_{\alpha\in S}V^{\alpha}$ は同型を除いて.–意的に単純 $(D, S)$-framed VOA 構造を
持つ。

この仮定の中では (3) が最も重要であり、かつ難しい条件である。 しかし、 (拡
大) $[8,4,4]$-Hamming code を使うと、次のように符号だけの問題に変えられる

定理 以下の 2つの条件と上の (1), (2), (4) から (3) が従う。

(3.1) $\alpha\in S$ に対して、 [8,4,4]-Hamming code の $k$ 個の直和と同型な $D$

の部分コード $E^{\alpha}$ が存在して、 $E_{\alpha}^{\alpha}=\{\beta\in E^{\alpha}|\mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}(\beta)\subset \mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}(\alpha)\}$

は $E^{\alpha}$ の直和因子である。
(3.2) $D_{\alpha}=\{\beta\in D|\mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}(\beta)\subset \mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}(\alpha)\}$ とおくと、 D。の中に極大白己

直交部分コード $H^{\alpha}$ が存在して、 $H^{\alpha}+E^{\beta}=H^{\alpha+\beta}+E^{\beta}$ が任意の
$\alpha,$ $\beta\in S$ に対して成り立つ。

5ヴイラソロ元の仮定のみで $V_{0}=\mathbb{C}1$ を示すことができる。詳しくは [DGH] を参照。
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ここで [8,4,4]-Hamming code を定義しておく。

(11111111) (11110000) (11001100) (10101010)

を生或元とする $\mathbb{Z}_{2}^{8}$ の 4 次元部分コードを [8,4,4]-Hamming code と呼び、 ここでは
$H_{8}$ で表すことにする。これは $\mathbb{Z}_{2}^{8}$ の中で唯一の自己双対偶コードである。 $H_{8}$ から

構或される VOA $M_{H_{8}}$ は非常に性質が良く、枠付き VOA の一つである moonshine
module $V^{\mathfrak{h}}$ を再構或するときにも積極的な役割を果たしている。V慝の性質の全
てをここで紹介することはできないが、簡単な説明をする。先程構或した誘導加
群では、 加群上における頂点作用素は Ising 模型の intertwining operator を用い
て構或された。そこで用いられた intertwining operator には $L( \frac{1}{2}, \frac{1}{16})\cross L(\frac{1}{2}, \frac{1}{16})$

型のものが含まれていなかったため、 フユージョン規則が一通りに定まっていた。
今考えている $(D, S)$-framed VOA の場合には $L( \frac{1}{2}, \frac{1}{16})\cross L(\frac{1}{2}, \frac{1}{16})$ 型の積がどう
してもが現れてくる。 Ising 模型のフユージョン規則において、 この積だけは一通
りに定まっていなかったために話が難しくなるのである。そこで $L( \frac{1}{2}, \frac{1}{16})$ のでて

くるところのフユージョン規則をどう決定するかが問題になる。これは $L( \frac{1}{2}, \frac{1}{16})$

一つ一つを見るのではなくて、 8個まとめて $M_{H_{8}}$ -加群とみるとよいのである。 こ

れを説明しよう。 $M_{H_{8}}$-加群のうち、整数もしくは半整数ウエイトを持つものは剰
余類加群 $M_{\alpha+H_{8}}$ か $L( \frac{1}{2}, \frac{1}{16})^{\otimes 8}$ のみである。 さらに $L( \frac{1}{2}, \frac{1}{16})^{\otimes 8}$ にも $M_{H_{8}}$ の作用

の仕方から $M_{H_{8}}$ -加群としての同型類と $\beta+H_{8}\in Z_{2}^{8}/H_{8}$ に一対一対応がある。そ
こで同じ $L( \frac{1}{2}, \frac{1}{16})^{\otimes 8}$ でも $M_{H_{8}}$ -加群として区別するため、 $\beta+H_{8}$ で名前をつけて
これを $H( \frac{1}{16}, \beta)$ と表す $(\mathrm{c}\mathrm{f}.[\mathrm{M}\mathrm{i}4])_{\text{。}}$ coset 加群 $M_{\alpha+H_{8}}$ も名前を変えて $H( \frac{1}{2}, \alpha)$ と

表すことにする。 このときこれらのフユージョン積は一意に定まっている。

定理 $M_{H_{8}}$ -加群 $\{H(\frac{1}{2}, \alpha), H(\frac{1}{16}, \alpha)\}$ のフユージョン規則は次の様になる。

$H( \frac{1}{2}, \alpha)\cross H(\frac{1}{2}, \beta)$ $=$ $H( \frac{1}{2}, \alpha+\beta)$

$H( \frac{1}{2}, \alpha)\cross H(\frac{1}{16}, \beta)$ $=$ $H( \frac{1}{16}, \alpha+\beta)$

$H( \frac{1}{16}, \alpha)\cross H(\frac{1}{16}, \beta)$ $=$ $H( \frac{1}{2}, \alpha+\beta)$

これから、加群 $H(h, \alpha)$ を用いて VOA $M_{H_{8}}$ を大きくすることができる。この加群

らのフユージョン積の結果は一意的に決まっており、 $H(h, \alpha)\cross H(h, \alpha)=M_{H_{8}}$ で

あった。よって $M_{H_{8}}\oplus H(h, \alpha)$ には SVOA 構造を入れることができ、特に $h= \frac{1}{2}$ で

$\alpha$ が偶コードのときには VOA になる。 より一般に、偶コード $D$ が $E=\oplus_{i=1}^{k}E^{i}$

で各 $E^{i}$ は $E^{i}\simeq H_{8}$ である白己双対部分コードを含んでいるとき、 N\acute -加群
$U=\otimes_{i=1}^{k}H(h^{i}, \alpha^{i})$ から誘導加群を作ることで $M_{D}$ を sub VOA に持つ VOA を

作れる。

定理 $M_{E}\oplus U$ に単純 VOA構造があり、$\tau(U)\in D^{[perp]}$ であるとき、$M_{D}\oplus \mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{M_{E}}^{M_{D}}(U)$

には $M_{E}\oplus U$ からくる単純 VOA 構造が入る。

このように $L( \frac{1}{2}, \frac{1}{16})$ を 8個まとめて MH8-加群とするとフユージョン規則がうま
く決まっていき、大きな VOA にすることができるのである。
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