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1 導入

3次元ユークリッド空間内の平均曲率一定曲面の一般化として, 空間形内の平行
な平均曲率ベクトル場をもつ曲面の研究が行われている. まず 4次元実空間形の場
合に曲面の局所的な形が決定され, 次いで 2次元複素空間形の場合が決定された. 2
次元複素空間形の場合は, 尾方 [2] が求めた過剰決定系を, 頬持-Zhou [1] が解き, 曲

面の局所的な表示を与えたことにより決定された. 本論文では尾方の過剰決定系 [2]
に関して [1] とは異なる解法を与える. その解法に数式処理ソフト Mathematica を
用いる. また, その後 Mathematica を用いずにすむ解法も得たので, 最後にそれを

述べる.
まず [2] の結果について述べる. $M$ を向きづけられた連結な実 2次元リーマン多

様体, $X$ を定正則断面曲率 $4\rho$ の複素 2次元複素空間形とする. $x:Marrow X$ を平行

な平均曲率ベクトル場 $H$ をもつ等長的はめこみとし, $|H|=2b>0$ とおく. また $\theta$

を $x$ のケーラー角度とする.
このとき $M’=\{p\in M|\theta(p)\neq 0,\pi\}$上に複素構造 $\phi$ , 実数値関数 $a$ と複素数値

関数 $c$が存在して以下の等式を満たす

$d\phi=\cot\theta\cdot(a-b)\phi\wedge\overline{\phi}$, (1)

$d\theta=$ $(a+b)(\phi+\overline{\phi})$ , (2)

da $=$ $\{2\cot\theta\cdot(a-b)a+\frac{3}{4}\rho\sin 2\theta\}(\phi+\overline{\phi})$ , (3)

$dc\wedge\overline{\phi}=$ $2\cot\theta\cdot(a-b)c\phi\wedge\overline{\phi}$, (4)
$|c|^{2}$ $=a^{2}+ \frac{\rho}{2}(3\sin^{2}\theta-2)$ . (5)

$M’$ の点の適当な等温座標系 $(U, (u,v))$ をとると, $\lambda>0$ を等温因子として $\phi=$

$\lambda(du+\sqrt{-1}dv)$ と表せる. このとき上の過剰決定系は次のように書きかえられる.

定理 [2] $M,$ $X,$ $M’,$ $x,$ $H$ を上のように定める. このとき $M’$ の各点にある等温
座標系 $(u, v)$ が存在し, $\lambda,$ $\theta,$ $a$ は $u$変数のみの関数となり, 次の微分方程式系を満
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$\frac{d\lambda}{du}=-2\lambda^{2}\cot\theta\cdot(a-b),$ $\lambda>0$ ,

$\frac{d\theta}{du}=2\lambda(a+b)$ ,

$\frac{da}{du}=2\lambda\{2\cot\theta\cdot(a-b)a+\frac{3}{4}\rho\sin 2\theta\}$ ,

$\log\lambda^{4}(a^{2}+\frac{\rho}{2}(3\sin 2\theta-2))=k_{1}u+k_{2}$ .

このとき $c$ は,

$c=\sqrt{a^{2}+\frac{\rho}{2}(3\sin^{2}\theta-2)}e^{\sqrt{-1}(-k_{1}v/2+t)}$ (6)

と表される. ここで $k_{1},$ $k_{2},$ $t$ は実定数である.

[2] ではまた, 逆に $(u, v)$-平面の単連結な領域 $M$ で, 上の微分方程式系を満たす実
数値関数 $\lambda,$ $\theta,$ $a$ が与えられると, あるはめこみ $x:Marrow X$ が存在して, $x$ の誘導
計量に関してその平均曲率ベクトル場 $H$が平行で, $|H|=2b>0$ , かつケーラー角
度が $\theta$ となるものが $X$ の正則等長変換を除いて一意的に存在することを示している.

勉持-Zhou [1] はこの過剰決定系を完全に解いた.

定理 [1] 尾方の過剰決定系の解は $k_{1}=0$ を満たし, 以下のものが全てである.

$(\alpha)\rho\geq-2b^{2}$のとき

$a\equiv-b,$ $\theta\equiv\frac{7\Gamma}{2}$

$(\beta)\rho=0$ のとき

$a\equiv 0,$ $\theta=nonconst$

$a\equiv b,$ $\theta=nonconst$

$a=nmcmst,$ $\sin 2\theta=c_{1}\frac{(a-b)^{2}}{|a|}$

$(\gamma)\rho=-3b^{2}$のとき

a\equiv -bフ $\sin\theta\equiv\sqrt{\frac{8}{9}}$

$a=b(1- \frac{9}{4}\sin 2\theta),$ $\theta=nonconst$ .

ここで $c_{1}>0$ は実定数である.

123



注意 [1] では $\rho=0$ のときの $a\equiv 0,$ $a\equiv b$ なる解が抜けていたのを補った.

[1] では上の微分方程式系の解析を行い, $k_{1}=0$ を示している. $k_{1}=0$が示されれ

ぼ, 全ての解を求めることは容易である.
我々は $k_{1}=0$ と同値な命題を求め, その証明を多項式の計算に帰着した. 次節で
それを述べる.

2 定理の証明
$c\not\equiv \mathrm{O}$ として, $c$ が値 0 をとる点以外で $c=|c|e^{\sqrt{-1}\tau}$ と表す. ここで $\tau$ は実数値関

数である. (6) より $k_{1}=0$ は $\tau$ が定数であることと同値である. これはさらに次の
命題に同値なことが以下の補題で分かる.
命題 過剰決定系の解に対して $\theta\equiv\pi/2,$ $\rho=0,4a-4b+9b\sin 2\theta\equiv 0$ のいずれか

が成立する.

以下ではこの命題を証明する. まず次の補題を準備する.

補題 $c\not\equiv \mathrm{O}$ として, $c=|c|e^{\sqrt{-1}\tau}$ と表す. このとき次の等式が成立する.

$\sqrt{-1}(2a^{2}+\rho(3\sin 2\theta-2))d\tau$

$=-\rho\cot\theta\cdot(9b\sin 2\theta+4(a-b))(\phi-\overline{\phi})$ . (7)

証明 (2), (3), (5) より,

$dc^{2}$ $=d(|c|^{2}e^{\sqrt{-1}2\tau})$

$=e^{\sqrt{-1}2\tau} \{2ada+\frac{3}{2}\rho\sin 2\theta d\theta+(a^{2}+\frac{\rho}{2}(3\sin 2\theta-2))\sqrt{-1}2d\tau\}$

$=e^{\sqrt{-1}2\tau} \{(-4\cot\theta\cdot(b-a)a^{2}+\frac{3}{2}\rho a\sin 2\theta)(\phi+\overline{\phi})$

$+ \frac{3}{2}\rho \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}$. $2\theta\cdot\langle a+b)(\phi+\overline{\phi})+\sqrt{-1}(2a^{2}+\rho(3\sin 2\theta-2))d\tau\}$ .

一方, $d\text{♂}=2cdc$であることと, (4) より,

$dc^{2}\wedge\overline{\phi}=$ $2cdc\wedge\overline{\phi}$

$=4\cot\theta\cdot(a-b)c^{2}\phi\wedge\overline{\phi}$

$=4 \cot\theta\cdot(a-b)(a^{2}+\frac{\rho}{2}(3 \mathrm{s}.\mathrm{m}\mathrm{n}^{2}\theta-2))e^{\sqrt{-1}2\tau}\phi\wedge\overline{\phi}$
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であるから, 上の二つの式を比較して,

$\cot\theta\cdot(a-b)(4a^{2}+2\rho(3\sin 2\theta-2))\phi\wedge\overline{\phi}$

$= \{-4\cot\theta\cdot(b-a)a^{2}+\frac{3}{2}\rho\sin 2\theta\cdot(2a+b)\}\phi\wedge\overline{\phi}$

$+\sqrt{-1}(2a^{2}+\rho(3\sin 2\theta-2))d\tau\wedge\overline{\phi}$ .

を得る. これを整理し, $\tau$ は実数値関数であることから (7) が成立する. $\square$

(7) を外微分することにより,

$\sqrt{-1}(4\cot\theta\cdot(a-b)a^{2}+3\rho\sin\theta\cos\theta\cdot(2a+b))(\phi+\overline{\phi})\wedge d\tau$

$=\rho(-4a^{2}-9ab\sin 2\theta+27b^{2}\cos 2\theta-5b^{2}+6\rho\cos 2\theta)\phi\wedge\overline{\phi}$ (8)

を得る. (7) と (8) から, $\rho\neq 0$ ならば, $x=\sin^{2}\theta$ とおくと, $a$ と $x$ の間には次の非
自明な関係式が成立することが分かる.

$a^{4}(32-24x)+a^{3}(-64b+136bx-54bx^{2})$

$+a^{2}(32b^{2}-148b^{2}x+126b^{2}x^{2}+28x\rho-24x^{2}\rho)$

$+a(-24bx\rho+114bx^{2}\rho-81bx^{3}\rho)$

$+20b^{2}x\rho-42b^{2}x^{2}\rho+27b^{2}x^{3}\rho+12x\rho^{2}-30x^{2}\rho^{2}+18x^{3}\rho^{2}=0$.

この等式の左辺を $P_{1}(a, x)$ とおく. ここで, (2) と (3) より,

da $=$ $\cot\theta\cdot(2(a-b)a+\frac{3}{2}\rho x)(\phi+\overline{\phi})$ ,

$dx$ $=$ $\cot\theta\cdot 2x(a+b)(\phi+\overline{\phi})$

であるから, $\theta\not\equiv\pi/2$ とすると, $P_{1}(a, x)=0$ を外微分して $a$ と $x$ の二っ目の非白明
な関係式を得る.

$a^{5}(256-240x)+a^{4}(-640b+1232bx-540bx^{2})$

$+a^{3}(512b^{2}-1432b^{2}x+1116b^{2}x^{2}+360x\rho-336x^{2}\rho)$

$+a^{2}(-128b^{3}+296b^{3}x-440bx\rho+1296bx^{2}\rho-891bx^{3}\rho)$

$+a(136b^{2}x\rho-384b^{2}x^{2}\rho+216b^{2}x^{3}\rho+24x\rho^{2}-36x^{2}\rho^{2}+36x^{3}\rho^{2})$

$+40b^{3}x\rho-168b^{3}x^{2}\rho+162b^{3}x^{3}\rho+24bx\rho^{2}$

$-156bx^{2} \rho^{2}+279bx^{3}\rho^{2}-\frac{243}{2}bx^{4}\rho^{2}--0$.

この等式の左辺を $P_{2}(a, x)$ とおく. $c\not\equiv \mathrm{O},$ $\rho\neq 0,$ $\theta\not\equiv\pi/2$ なる解が存在したとす
れば $P_{1}(a, x)=0,$ $P_{2}(a, x)=0$ を満たさなければならない. そのとき $P_{1}(a, x)$ と
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$P_{2}(a, x)$ は共通因数をもつことになる. 共通因数が存在するには終結式が 0 でなけ
ればならない. これら二つの式を $a$ に関する多項式と見て Mathematica を使い終結
式を求める. 得られた終結式は次のようになる:

$(578415690713088000b^{12}\rho^{4}+269927322332774400b^{10}\rho^{5}$

$+28278100434862080b^{8}\rho^{6}+856912134389760b^{6}\rho^{7})x^{20}$

$+(-1283225921248665600b^{14}\rho^{3}-6383138489069322240b^{12}\rho^{4}$

$-2319506427546593280b^{10}\rho^{5}-164827842487031808b^{8}\rho^{6}$

$-15944913196941312b^{6}\rho^{7}+615001959825408b^{4}\rho^{8})x^{19}$

$+(783788965588500480b^{16}\rho^{2}+12477211951471165440b^{14}\rho^{3}$

$+31657279483101118464b^{12}\rho^{4}+9223254213971853312b^{10}\rho^{5}$

$+747583546313687040b^{8}\rho^{6}+177550783690604544b^{6}\rho^{7}$

$-22517472368001024b^{4}\rho^{8}+106993205379072b^{2}\rho^{9})x^{18}$

$+\cdots$

$+(-33432454928793600b^{16}\rho^{2}-22144507780792320b^{14}\rho^{3}$

$+42826939974549504b^{12}\rho^{4}+36264298665738240b^{10}\rho^{5}$

$-10281842468978688b^{8}\rho^{6}-14288634639286272b^{6}\rho^{7}$

$-935134639423488b^{4}\rho^{8}+1653184451837952b^{2}\rho^{9}$

$+338151365148672\rho^{10})x^{5}$ . (9)

まず $x$ が定数ではない場合を考える. このとき (9) 式$=0$ は $x$ の恒等式である. よっ

て (9) 式の全ての次数の係数が 0でなけれぼならない. $x^{20}$ の係数を Mathematica を
使い因数分解すると,

$856912134389760b^{6}\rho^{4}(3b^{2}+\rho)(15b^{2}+\rho)^{2}$

が得られる. 同様に $x^{19}$ の係数を Mathematica を使い因数分解すると,

$-88159684608b^{4}\rho^{3}(3b^{2}+\rho)\cross$

$(4851900b^{8}+22517460b^{6}\rho+1264275b^{4}\rho^{2}+201792b^{2}\rho^{3}-6976\rho^{4})$

となる. これらがともに 0 になるには $\rho=0,$ $-3b^{2}$ でなけれぼならない. 実際 $\rho=$

$-15b^{2}$ を $x^{19}$ の係数に代入しても 0 にならない. 今 $\rho\neq 0$であるから, $\rho=-3b^{2}$ であ
る. すると全ての次数の係数が消えることが分かる. Mathematica を使い $\rho=-3b^{2}$

を $P_{1}(a, x)$ に代入し, 因数分解する.

$P_{1}(a, x)=(4a-4b+9bx)Q_{1}(a, x)$ .
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$Q_{1}(a, x)$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ $(-8a^{3}+8a^{2}b+6a^{3}x-0a^{2}bx$

$+30ab^{2}x+12b^{3}x-27ab^{2}x^{2}-9b^{3}x^{2})$

とおいた. 同様に Mathematica を使い $\rho=-3b^{2}$ を $P_{2}(a,x)$ に代入し, 因数分解する.

$P_{2}(a, x)=- \frac{1}{2}(4a-4b+9bx)Q_{2}(a, x)$

ここで,

$Q_{2}(a, x)$ $=$ $(-128a^{4}+192a^{3}b-64a^{2}b^{2}+120a^{4}x$

$-208a^{3}bx+616a^{2}b^{2}x-48ab^{3}x+48b^{4}x$

$-594a^{2}b^{2}x^{2}-36ab^{3}x^{2}-342b^{4}x^{2}+243b^{4}x^{3})$

とおいた. ここで共通因数が $4a-4b+9bx$以外にないことを確認する. 実際それぞ
れの式における $Q_{1}(a, x),$ $Q_{2}(a, x)$ の終結式を Mathemahca を使い求めると,

$1152b^{12}x^{3}(-8+9x)^{2}(258048-1628160x+4203328x^{2}$

$-5701824x^{3}+4295964x^{4}-1707291x^{5}+279936x^{6})$

である. この多項式は $b>0$ より 0 にならない. よって共通解は $4a-4b+9bx=0$
以外にない.
次に $x$ が定数, すなわち $\theta$ が定数の場合を考える. このとき $d\theta\equiv 0$ より $a\equiv-b$

が分かる. よって (5) より $|c|$ は定数である. ゆえに,

$dc=|c|e^{\sqrt{-1}\tau}\sqrt{-1}d\tau=\sqrt{-1}cd\tau$

である. また (4) より,

$dc\wedge\overline{\phi}=-4b\cot\theta\cdot c\phi\wedge\overline{\phi}$

である. $c\not\equiv \mathrm{O}$であり, $|c|$ は定数だから, $c$ は値 0 をとらない. また $\tau$ は実数値関数
であるので,

$\sqrt{-1}d\tau=-4b\cot\theta\cdot(\phi-\overline{\phi})$

を得る. この式を外微分して,

$-4b\cot\theta\cdot(d\phi-d\overline{\phi})=0$
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を得る. よって $\cot\theta=0$ , または $d\phi-d\overline{\phi}=0$ である. $d\phi-d\overline{\phi}=0$ の場合, 今
$d\phi=-2b\cot\theta\phi\wedge\overline{\phi}$ より, $d\phi+d\overline{\phi}=0$ であるから, これと合わせて $d\phi=0$ を得る.
ゆえに $\cot\theta\equiv 0$ , すなわち $\theta\equiv\pi/2$ である.

以上のことから, $c\not\equiv \mathrm{O}$ ならぼ, $\theta\equiv\pi/2,$ $\rho=0,4a-4b+9bx\equiv 0$ のいずれか
が成立することが分かった. $c\not\equiv \mathrm{O}$ から (8) より $d\tau\equiv 0$ である. よって $\tau$ は定数で
あることが分かった. ゆえに,

$c=\sqrt{a^{2}+\frac{\rho}{2}(3\sin^{2}\theta-2)}e^{\sqrt{-1}t}$

と表せる. ここで $t$ は実定数である. $c\equiv 0$ のときも $|c|^{2}\equiv 0$ を外微分することによっ
て, $\theta\equiv\pi/2,$ $\rho=0,4a-4b+9b\sin^{2}\theta\equiv 0$ のいずれかが成立することが分かる.
よって過剰決定系 (1)$-(5)$ の解に対して, $\theta\equiv\pi/2,$ $\rho=0,4a-4b+9b\sin 2\theta\equiv 0$の

いずれかが成立する. これで命題の証明が終了した.

次にこれらのときの $a,$
$\theta$ を (2), (3) より求める.

$(\alpha)$ $\theta\equiv\pi/2$ のとき
このとき (2) より $a\equiv-b$ を得る. $|c|^{2}\geq 0$ より, $\rho\geq-2b^{2}$ でなけれぼならない.

$(\beta)$ $\rho=0$ のとき
このとき (3) は, 血 $=2\cot\theta\cdot(a-b)a(\phi+\overline{\phi})$ となる.

$(\beta- 1)$ $a$ が定数の場合
$da\equiv 0$ より $\theta\equiv\pi/2,$ $a\equiv 0,$ $a\equiv b$ のいずれかが成立する. $\theta\equiv\pi/2$ のときは

$a\equiv-b$である.
$(\beta-2)$ $a$ が定数でない場合

$\theta$ を $a$ の関数と見ると, d\mbox{\boldmath $\theta$}=(d\mbox{\boldmath $\theta$}/血)daであるから,

$(a+b)= \frac{d\theta}{da}2\cot\theta\cdot(a-b)a$

を得る. 変数分離をしたのち積分して,

$\sin 2\theta=c_{1}\frac{(a-b)^{2}}{|a|}$

が分かる. ここで $c_{1}$ は正の定数である.
$(\gamma)$ $4a-4b+9b\sin 2\theta\equiv 0$ のとき
このときこれを外微分した式, $da.=-(9b/4)\sin 2\theta d\theta$ に (2), (3) を代入し, $\rho=$

$-3b^{2}$ が分かる. また $\theta$ が定数とすると, $a\equiv-b$で $\sin\theta\equiv\sqrt{8}/9$ を得る.

以上で全ての解が求められた. $\rho$ により解を分けることで定理 [1] を得る.

定理 [1] の別証明として Mathematica を使わず手計算でできる方法も得たので以
下で述べる.

128



$c\not\equiv \mathrm{O},$ $\theta\not\equiv\pi/2,$ $\rho\neq 0$ と仮定する. $P_{1}(a, x),$ $P_{2}(a, x)$ の共通因数 $f.(a, x)$ があると
する. 仮に� f/\partial a $=0$ だとすると, $f(a, x)=0$ は $x$ の方程式となり $x$ が定数となる.
すると上で示したことにより, $\theta\equiv\pi/2$ となり, 仮定に反する. よって�$f/\partial a\neq 0$

である. $P_{1}(a,x),$ $P_{2}(a, x)$ の $x$ に 1 を代入した式は共通因数 $f(a, 1)$ をもっ. $P_{1}(a, 1)$

は次のように因数分解できる.

$P_{1}(a, 1)=(a+b)(4a+5b)(2a^{2}+\rho)$ .

よって共通因数をもっためには $P_{2}(a, 1)$ は $(a+b),$ $(4a+5b),$ $(a\pm\sqrt{-\rho/2})$ のいず
れかを因数に持たなけれぼならない. $P_{2}(-b, 1)$ を因数分解すると,

$P_{2}(-b, 1)= \frac{1}{2}b(2b^{2}+\rho)(8b^{2}+3\rho)$

より $(a+b)$ を共通因数にもつには $\rho=-2b^{2},$ $\rho=-8b^{2}/3$ でなければならない. 同
様に,

$P_{2}(- \frac{5}{4}b, 1)=-\frac{9}{16}b(3b^{2}+\rho)(25b^{2}+8\rho)$

より $(4a+5b)$ を共通因数にもつには $\rho=-3b^{2},$ $\rho=-25b^{2}/8$ でなければならない.
$P_{2}(a, 1)$ に $\rho=-2a^{2}$ を代入すると, $4a^{2}(a+b)(4a+5b)^{2}$ を得る. よって,

$P_{2}(a, 1)=2(a+\sqrt{-\frac{\rho}{2}})(a-\sqrt{-\frac{\rho}{2}})Q(a)+4a^{2}(a+b)(4a+5b)^{2}$

と表せる. ここで $Q(a)$ は $a$ の多項式である. このとき共通因数をもっには $\rho=0$ ,
$\rho=-2b^{2},$ $\rho=-25b^{2}/8$ でなければならない.
今. 仮定から $\rho\neq 0$ であるので, $P_{1}(a, x),$ $P_{2}(a, x)$ が共通因数をもつには, $\rho=$

$-2b^{2},$ $\rho=-3b^{2},$ $\rho=-8b^{2}/3,$ $\rho=-25b^{2}/.8$ のいずれかでなけれぼならない. $\rho=$

$-3b^{2}$ のときは, $P_{1}(a, 1),$ $P_{2}(a, 1)$ の共通因数は $(4a+5b)$ であることに注意しておく.

$\rho=-3b^{2}$ 以外の場合がないことを以下に見る.
$P_{1}(a, x),$ $P_{2}(a, x)$ の $x$ に数を代入した式が共通因数をもたなければ, $P_{1}.(a, x)$ ,

$P_{2}(a, x)$ は共通因数をもたない. 代入する数が有理数ならば $P_{1}(a, x),$ $P_{2}(a, x)$ の係
数は全て有理数になるので, $P_{1}(a, x),$ $P_{2}(a, x)$ が有理数体 $Q$ で共通因数をもたない
ことを示せばよい. そのためには, さらに $p$進体 $\mathrm{F}_{p}$ 上で共通因数をもたないことを
示せぼよい.

$\rho=-2b^{2},$ $x=-1$ を $P_{1}(a, x),$ $P_{2}(a, x)$ に代入し, F5 上で考えると,

$P_{1}(a, -1)$ $\equiv$ $a^{4}+a^{3}b+2ab^{3}+3b^{4}$ ,
$P_{2}(a, -1)$ $\equiv$ $a^{5}+3a^{4}b+2a^{3}b^{2}+2a^{2}b^{3}+3ab^{4}+3b^{5}$ $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 5$
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が分かる.
同様に $\rho=-8b^{2}/3,$ $-25b^{2}/8$ のときも $x=-1$ を $P_{1}(a, x),$ $P_{2}(a, x)$ に代入し, $\mathrm{F}_{11}$

上で考えると,

$P_{1}(a, -1)$ $\equiv$ $a^{4}+10a^{3}b+a^{2}b^{2}+10ab^{3}+5b^{4}$ ,
$P_{2}(a, -1)$ $\equiv$ $a^{5}+8a^{4}b+10a^{3}b^{2}+3a^{2}b^{3}+4ab^{4}+b^{5}$ $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 11$

となる. ユークリッドの互除法を用いて, この二つの多項式に共通因数がないこと
が分かる.

$\rho=-3b^{2}$ のときは $4(a-b)+9b\sin^{2}\theta\equiv 0$ なる解があることが分かつている.
このときは, $P_{1}(a, 1),$ $P_{2}(a, 1)$ の共通因数は $(4a+5b)$ のみであったので, $P_{1}(a, x)$ ,

$P_{2}(a, x)$ の共通因数は $4(a-b)+9bx$ のみである.
以上のことから Mathematica を用いて示したことを手計算で示すことができた.
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