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1 安定極小曲面,正則曲線そして退化するガウス
写像

本セクションでは安定極小曲面正則曲線そして退化するガウス写像の
3 つの関係に触れる。 $(M^{m}, ds_{M}^{2}),$ $(N^{n},ds_{N}^{2})$ をそれぞれリーマン多様体
とし、 $F$ : $Marrow N$ を等長はめ込みとする。 この時 $F$ が任意の (コン
パクト台をもつ) 変分の停留点になるならば $F$ を極小はめ込みと云 $\mathrm{A}\mathrm{a}$ , そ
の第 2変分が 0 以上になるとき $F$ を安定極小はめ込みと云う。本セミ
ナーでは特にユークリッド空間の中の安定極小曲面について考えるため
$m=2,$ $N=\mathrm{R}^{n}$ とする。今 $F:Marrow \mathrm{R}^{n}$ を等長はめ込みとする。 この

時 (一般化された) ガウス写像 $G:Marrow G_{n,2}$ が $P-F_{*}(T_{P}M)$ で与

えられる (但し G、,2 は $n$ 次元ユークリッド空間の中の 2 次元平面全体か
らなるグラスマン多様体) $\text{。}$

$G_{n,2}$ は $Q_{n-2}:=\{[w]\in \mathrm{C}P^{n-1}.|w\cdot w=0\}$ (但
し”. ” は複素双線形形式) と同型である事が知られている。 $z=x+iy$
を $M$ の局所複素座標とすると $G(P)$ の斉次座標は $F_{z}$ で与えられる。

Definition 1.1. $A\cdot F_{z}\equiv 0$ なる $A\in\sigma$ が存在するとき, ガウ $\nearrow\backslash$写像は
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退化すると云う。 さらにこの時

$\alpha:=\frac{|A\cdot A|}{|A|^{2}}\in[0,1]$

として \mbox{\boldmath $\alpha$}-退化なガウス写像と云う。

よく知られている様に W. Wirtnger によって $\mathrm{C}^{\iota}$’ 内の正則曲線は安定
極小曲面である $([4])_{\text{。}}\mathrm{M}$ . Micallef はこの逆問題を考え次のような結果を
だした。

Theorem LL $([\mathit{3}J)F:Marrow R^{4}$ を完備で向き付けられた放物的安定
極小曲面とする。 この時 $F$ は $R^{4}$ の適当な複素構造によって正則になる f
但し, 放物的なリーマン面とは”定数でない正の優調和関数が存在しない $ff$

リーマン面の事である。

これが正則曲線と安定極小曲面との関係のひとつである。
さらに M. Micallef は退化するガウス写像をもつ安定極小曲面を考え次

をえた。

Theorem L2. $([\mathit{3}J)F:Marrow R^{4}$ を完備で向き付けられた安定極小曲
面で 1/3 以上の退化するガウス写像をもつものとする。 この時 $M$ は平
面である。

次に正則曲線と退化するガウス写像との関係をみる。今 $F:Marrow \mathrm{C}^{n}$

を正則はめ込みとすると, この時 $F$ は

$P-(Re(F^{1}), Im(F^{1}),$ $\cdots,$ $Re(F^{n}),$ $Im(F^{n}))$

によって極小はめ込み $F$ : $Marrow \mathrm{R}^{2n}$ となる。 又そのガウス写像 $G$ :
$Marrow Q_{2n-2}$ は

$P-((F^{1})_{z}, -i(F^{1})_{z},$ $\cdots,$ $.(F^{n})_{z},$ $-i(F^{n})_{z})$

で与えられる。 よって $G$ は

$w^{2}=-iw^{1},$ $\cdots$
フ
$w^{2n}=-iw^{2n-1}$

で定義される $Q_{2n-2}$ 内の線形部分空間 $L$ に横たわる。 これの逆は Lawson
によって示された。
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Theorem L3. (\beta の $F$ : $Marrow R^{2n}$ を極小等長はめ込みとする。 この時
$F$ が $R^{2n}$ の適当な複素構造によって正則になるための必要十分条件は f
そのガウス写像の像が $Q_{2n-2}$ の線形部分空間に横たわっていることであ
る。 特に $n=2$ の時

$f$

$F:Marrow R^{4}$ が $R^{4}$ の適当な複素構造によって正
則になるための必要十分条件は, ガウス写像が退化していてしかも $\alpha=0$

となる事である。

以上から完備な向き付けられた安定極小曲面 $F:Marrow \mathrm{R}^{4}$ で退化す
るガウス写像をもつものは $\alpha=0$ ならば $\mathrm{R}^{4}$ の適当な複素構造によって
正則になり, $\alpha\geq 1/3$ ならば平面になる事が判る。では $\alpha\in(0,1/3)$ の時

はどうなるか ? と云う問題が生じる。 今回の結果は $\alpha>1/4$ ならば平面
になると云うものである。

2Fischer-Colbrie と R. Schoen の手筋
本セクションでは極小曲面の安定性を解析サイドから分析する。そのた
めにまず安定性の不等式の変形を見てから Fischer-Colbrie と R. Schoen
の解析的な手筋 ([1]) を見る。 $F:Marrow \mathrm{R}^{4}$ を完備な向き付けられた安
定極小曲面とする。任意の点 $P\in M$ に対して $N_{P}M$ には半時計回りの
方向の $\pi/2$ 回転による複素構造がはいる。 これによる $NM$ の複素化を
$N_{\mathrm{C}}M$ とし, 固有分解を $N_{\mathrm{C}}M=NM^{(1,0)}+NM^{(0,1)}$ とする。任意の定ベ
クトル $a\in \mathrm{C}^{4}$ の $NM^{(1,0)},$ $NM^{(0,1)}$ の成分を各々 $a^{1,0},$ $a^{0,1}$ とかく。 安
定性から次の不等式が得られる ([3]):

(I)

2 $\int_{M}\frac{f^{2}}{|F_{z}|^{4}}|F_{zz}\cdot\sigma|^{2}dv+2\int_{M}\frac{f^{2}}{|F_{z}|^{2}}Re(\overline{\sigma}\cdot D_{z}D_{\overline{z}}\sigma)dv\leq\int_{M}|\nabla f|^{2}|\sigma|^{2}dv$,

但し, $f\in C_{0}^{\infty}(M)$ そして $\sigma\in\Gamma(N_{\mathrm{C}}M)$ とする。
今, 退化するガウス写像を持つ安定極小曲面を考えるのだが (1) の $\sigma$ に

適当な値を代入して好ましい評価式を出したい (今後, 記述簡易のため
$s:=A^{1,0},$ $t:=A^{0,1}$ とする) $\text{。}$ M. Micallef は Theorem 12 の証明におい
て, $\sigma=s-\overline{s}$ とおいて不等式

$\int_{M}f^{2}(-K)dv+\int_{M}\frac{f^{2}|F_{z\acute{z}}^{10}|^{2}}{|F_{z}|^{4}|s|^{2}}\{|A\cdot A|-\frac{|A}{2}|2 +| |2 +|\}dv$

(2) $\leq\int_{M}|\nabla f|^{2}dv$
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をえた。 しかし $\sigma=|t|(s-\overline{s})$ とおいた方が計算は簡単になり (2) が得ら
れる。 さらに (2) は次のように変形できることが判った:

(3) $\int_{M}f^{2}\{1+\frac{|A\cdot A|-\llcorner A[perp]^{2}+[perp]\iota^{2}\cup+A\cdot A^{2}228|\iota|^{2}}{|s|^{2}+|t|^{2}}\}(-K)dv\leq\int_{M}|\nabla f|^{2}dv$ ,

但し, $K$ は $M$ のガウス曲率とする。

$\mathrm{R}^{3}$ 内の完備で向き付けられた安定極小曲面は平面のみであることは知
られている。又, より一\Reに非負のスカラー曲率をもっ 3次元リーマン多
様体の中の完備で向き付けられた安定極小曲面の分類は Fischer-Colbrie
と R. Schoen によってなされた ([1])。 彼らの発見した手筋は安定性から
得られる不等式が $\triangle u-qu=0$ (ここで $\mathrm{q}$ は滑らかな関数) なる正の関数
$u$ の存在と同値であると云う事である: 今 $(M, ds_{M}^{2})$ をコンパクトでない

完備なリーマン多様体とし, $q$ を $M$ 上の滑らかな関数とする。 $D\subset M$

を任意の有界領域とし, $\partial D$ 上で 0 になる関数に作用する 2階楕円型作用
素 $\triangle-q$ を考える。 $\lambda_{1}(D)<\lambda_{2}(D)\leq\cdots$ をこの作用素の離散的スペク
トルとする。 この作用素の第一固有値 $\lambda_{1}(D)$ は

(4) $\lambda_{1}(D)=\inf\{\int_{M}|\nabla f|^{2}+qf^{2}dv|supp(f)\subset D, \int_{M}f^{2}dv=1\}$

で与えられる。 この時

Theorem 2.1. $([\mathit{1}J)$ 次は同値
(1) 任意の有界領域 $D\subset M$ に対して $\lambda_{1}(D)\geq \mathrm{O}j$

(2) 任意の有界領域 $D\subset M$ に対して $\lambda_{1}(D)>0_{i}$

(3) $\triangle u-qu=0$ なる $M$ 上の関数 $u>0$ が存在する。

さらに Fischer-Colbrie と R. Schoen は完備な単位円板上での上記の議
論を考え次を得た。

Theorem 2.2. $([\mathit{1}J)(M, ds_{M}^{2})$ を完備な単位円板とする。 この時 $\triangle u-$

$aKu=0(a\geq 1)$ なる $M$ 上の関数 $u>0$ は存在しな $\mathrm{A}\mathrm{a}$ , 但し $K$ は $M$

の $ds_{M}^{2}$ [こよるガウス曲率とする。

3Main results
まず Fischer-Colbrie と R. Schoen の Theorem 22 を次のように改善
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Theorem 3.1. $(M, ds\mathrm{b})$ を完備な単位円板とする。 この時 $\triangle u-aKu\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$0(a>1/2)$ なる $M$ 上の関数 $u>0$ は存在しな $\ovalbox{\tt\small REJECT}[searrow]$ 但し $K$ は $M$ の $ds\mathrm{b}$

によるガウス曲率とする。

Proof. $a\geq 1$ の場合は Theorem 22 より成り立つので $1/2<a<1$ と

する。 計量を $ds_{M}^{2}=\lambda(z)|dz|^{2}$ と $M$ 上の局所複素座標 $z=x+iy$ で表
しておく。 今, $h=\lambda^{-1/2}$ とおく。 よく知られているようにガウス曲率は

$K=- \frac{1}{2}\triangle\log\lambda$ で与えられる。 この時

(5) $K= \triangle\log h=\frac{\triangle h}{h}-\frac{|\nabla h|^{2}}{h^{2}}$

$D\subset M$ を有界領域とし, $\zeta$ を $M$ 上の関数で $D$ 内にコンパクト台を持つ

関数とする。 この時

(6) $\int_{M}(|\nabla(\zeta h)|^{2}+aK(\zeta h)^{2})dv$

$= \int_{M}(|\nabla\zeta|^{2}h^{2}+2\zeta h(\nabla\zeta\cdot\nabla h)+\zeta^{2}|\nabla h|^{2}+a(\zeta^{2}h\triangle h-\zeta^{2}|\nabla h|^{2}))dv$

$= \int_{M}(|\nabla\zeta|^{2}h^{2}+2\zeta h(\nabla\zeta\cdot\nabla h)+\zeta^{2}|\nabla h|^{2}$

$-2a\zeta h(\nabla\zeta\cdot\nabla h)-a\zeta^{2}|\nabla h|^{2}-a\zeta^{2}|\nabla h|^{2})dv$

$= \int_{M}(|\nabla\zeta|^{2}h^{2}+(1-2a)\zeta^{2}|\nabla h|^{2}+2(1-a)\zeta h(\nabla\zeta\cdot\nabla h))dv$

$\leq\int_{M}(|\nabla\zeta|^{2}h^{2}+(1-2a)\zeta^{2}|\nabla h|^{2}+(1-a)(\epsilon\zeta^{2}|\nabla h|^{2}+\frac{1}{\epsilon}h^{2}|\nabla\zeta|^{2}))dv$

(for any $\epsilon>0$)

$=(1+ \frac{1-a}{\epsilon})\int_{M}|\nabla\zeta|^{2}h^{2}dv+(1-2a+(1-a)\epsilon)\int_{M}\zeta^{2}|\nabla h|^{2}dv$,

ここで最初の等式は (5), 2番目の等式は部分積分から, 最後の不等式は
シュワルツの不等式と相加相乗平均による。 (4) と (6) から

$\lambda_{1}(D)\int_{M}(\zeta h)^{2}dv$

$\leq(1+\frac{1-a}{\epsilon})\int_{M}|\nabla\zeta|^{2}h^{2}dv+(1-2a+(1-a)\epsilon)\int_{M}\zeta^{2}|\nabla h|^{2}dv$

よって

(7) $\lambda_{1}(D)\int_{M}(\zeta h)^{2}dv+(2a-1+(a-1)\epsilon)\int_{M}\zeta^{2}|\nabla h|^{2}dv$
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$\leq(1+\frac{1-a}{\epsilon})\int_{M}|\nabla\zeta|^{2}h^{2}dv$

ここで $\zeta(r)$ を

(8) $\zeta(r)\equiv 1$ for $r \leq\frac{1}{2}R$,

$\zeta(r)\equiv 0$ for $r\geq R$ ,
$\zeta\geq 0$ for all $r$ ,

$| \zeta’|\leq\frac{C}{R}$ for all $r$ ,

但し, $r$ は $M$ 内の $P$ からの計量 $ds_{M}^{2}$ による距離, $R$ は正数で $C$ は $R$

に独立な定数とする。 この時 $\zeta(r)$ は $M$ 上のリプシッツ関数で $B_{R}(P)$

内にコンパクト台をもつ ( $B_{R}(P)$ は中心 $P$ , 半径 $R$ の測地球)。
$a\in(1/2,1)$ であるので, 十分小さい $\epsilon>0$ をとれば

$(a-1)\epsilon+2a-1>0$ , $1+ \frac{1-a}{\epsilon}>0$ ,

即ち

$a> \frac{\epsilon+1}{\epsilon+2}=\frac{1}{2}+\frac{\epsilon}{2\epsilon+4}$ , $a<1+\epsilon$ .

(7) と (8) から

(9) $\lambda_{1}(B_{R}(P))\int_{M}(\zeta h)^{2}dv+(2a-1+(a-1)\epsilon).\int_{M}\zeta^{2}|\nabla h|^{2}dv$

$\leq(1+\frac{1-a}{\epsilon})\int_{M}|\nabla\zeta|^{2}dxdy\leq(1+\frac{1-a}{\epsilon})\frac{C^{2}}{R^{2}}\pi$ ,

ここで $\int_{M}$ $dxdy=\pi$ を使った。 $\lambda(z)|dz|^{2}$ は単位円板上の完備な計量なの
で $\lambda$ は定数にはならない。 よって $|\nabla h|$ は $M$ 上 0 にはならないので (9)
において十分大きい $R$ をとると $\lambda_{1}(B_{R}(P))<0$ となる。 よって Theorem
2.1 から $\triangle u-aKu=0(1/2<a<1)$ なる $M$ 上の関数 $u>0$ は存在し
ない. 口

安定性の不等式 (3) と Theorem 3.1 から主定理を得る。

Main Theorem. $F$ : $Marrow R^{4}$ を完備な向き付けられた安定極小曲面
で $\alpha$ -退化 $(\alpha>1/4)$ なガウス写像をもつとする。 この時 $M$ は平面で
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$P\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathit{4}\mathit{4}\ovalbox{\tt\small REJECT} fain\pi eooem$. (3) が任意のコンパクト台をもつ関数 $f$ に対し

て成り立つので Theorem 2.1 から

(10) $\triangle u+\{1+\frac{|A\cdot A|-A^{2}[perp]_{2}+[perp] s_{2\tilde{8|\epsilon|^{2}}}^{2}+1^{A\cdot A^{2}}}{|s|^{2}+|t|^{2}}\}(-K)u=0$

を満たす $M$ 上の関数 $u>0$ が存在する。 この $u$ の $M$ の普遍被覆面へ
のリフトも $u$ と同じ $\text{く}(10)$ を満たす。 まず $M$ の普遍被覆面が単位円板

であるとする。 この時一 Ku の係数と $\frac{1}{2}$ を比較すると

$\{1+\frac{|A\cdot A|-\mathrm{L}^{A}\mathrm{L}^{2}+[perp] l^{2}\cup+A\cdot A^{2}228|\epsilon|^{2}}{|s|^{2}+|t|^{2}}\}-\frac{1}{2}$

$= \frac{1}{|s|^{2}+|t|^{2}}\{(1-\frac{1}{2})(|s|^{2}+|t|^{2})+|A\cdot A|-\frac{|A|^{2}}{2}+\frac{|s|^{2}}{2}+\frac{|A\cdot A|^{2}}{8|s|^{2}}\}$

$= \frac{1}{|s|^{2}+|t|^{2}}\{\frac{1}{2}(|s|^{2}+\frac{|A\cdot A|^{2}}{4|s|^{2}})+|A\cdot A|-\frac{|A|^{2}}{2}+\frac{|s|^{2}}{2}+\frac{|A\cdot A|^{2}}{8|s|^{2}}\}$

$= \frac{1}{|s|^{2}+|t|^{2}}\{|s|^{2}+\frac{|A\cdot A|^{2}}{4|s|^{2}}+|A\cdot A|-\frac{|A|^{2}}{2}\}$

$> \frac{1}{|s|^{2}+|t|^{2}}\{|s|^{2}+\frac{|A|^{4}}{4|s|^{2}} \frac{1}{16}+\frac{|A|^{2}}{4}-\frac{|A|^{2}}{2}\}$

$= \frac{1}{|s|^{2}+|t|^{2}}\{|s|^{2}-\frac{|A|^{2}}{4}+\frac{|A|^{4}}{64|s|^{2}}\}$

$= \frac{1}{|s|^{2}+|t|^{2}}(|s|-\frac{|A|^{2}}{8|s|})^{2}\geq 0$ ,

ここで 2番目の等式では条件 $A\cdot F_{z}\equiv 0$ から得られる関係式 $|A\cdot A|=$

$2|s||t|$ を, 1 番目の不等式には $|A\cdot A|>|A|^{2}/4$ と云う仮定を使った。
よって

$1+ \frac{|A\cdot A|-2[perp] A^{2}[perp]+\iota^{2}\cup+A\cdot A^{2}28|\iota|^{2}}{|s|^{2}+|t|^{2}}$

ゝ $\frac{1}{2}$

であるので Theorem 3.1 から (10) を満たす $u$ は存在しない, よって $M$

の普遍被覆面は複素平面 $\mathrm{C}$ となる。 しかし (10) における $u$ の係数は非
負なので $u$ は $\mathrm{C}$ 上の正の優調和関数になる。 $\mathrm{C}$ は放物的であるので $u$

は定数になることから $K\equiv 0$ を得る。 口
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