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本稿では “直交群の極大放物型部分群の作用する概均質ベクトル空間の二変数ゼー
タ関数の解析的な性”を考察する. 主結果は, それらのゼータ関数の変数の一方に
適当な整数を代入して, つまり一変数に特殊化して得られる Dirichlet 級数の Mellin
逆変換が重さ整数または半整数の (楕円型) 保型形式になることを示すものである.
ここで扱うゼータ関数は既に研究されている次の 3つの場合を含む.

A. 2次対称行列の成すベクトル空間に付随する 2 変数ゼータ関数 (cf. [8])
B. 正定値 $m$ 変数二次形式の 2変数ゼータ関数 (cf. [3])
C. 2次エルミート行列の成すベクトル空間に付随する 2変数ゼータ関数 (cf.[10])

A は直交群が SO$(\mathit{1}, 2)$ の場合であり, このゼータ関数からは重さ半整数の $\Gamma_{0}(4)$

保型形式 Cohen Eisenstein 級数が得られる. $\mathrm{B}$ は直交群が SO(m+l, 1) の場合で
Peter [3] により詳しく研究されている. また Peter は論文の中で, このゼータ関数
から保型形式が得られるだろう事を予想している. そして本稿の結果により, この

予想は肯定的に解決される. $\mathrm{C}$ のゼータ関数から保型形式が得られることは [10] に
おいて証明されている. これは概均質ベクトル空間の多変数ゼータ関数から保型形
式への対応を与えた初めての例でもある. 証明には Weil の逆定理 (cf. Miyake [1],
Theorem 4315) が用いられた.
今回の結果は [10] の一般化であり, 得られる保型形式は先に述べたように重さ整

数または半整数になる. 主定理の証明にはやはり Wefl 型の逆定理を用いる. ここで
いう Weil 型の逆定理というのは, $\mathrm{D}\ddot{\mathrm{m}}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{t}$ 級数とそれを捻って得られる L関数た
ちの間に成り立つ関数等式を含むいくつかの解析的性質により保型形式を特徴づけ
るものである. 重ざ半整数の保型形式に対する Wefl 型の逆定理については Shimura
[7] の最後にコメントされている. 詳しいステートメントは preprint [11] に書かれて
いる.

1. 概均質ベクトル空間
$V=\mathbb{C}^{m+2}$ 上の整数係数非退化二次形式

$Q(x)=x_{0}x_{m+1}+ \sum_{1\leq\dot{|}\mathrm{j}\leq m}$,aり xixj
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を考える. ここで $a_{\dot{l}j}$
$=a_{j\dot{\iota}} \in\frac{1}{2}\mathbb{Z}(i\neq j)$ かっ果: $\in \mathbb{Z}$ とする. $A=(\Phi_{\mathrm{j}}.)$ とおくとき

$Q$ の行列 $S$ と $Q$ の判別式 $D$ を次のように定義する :

$S=(\begin{array}{ll}00 1/2A0 01/2 0 0\end{array})$ , $D=\det 2S=-\det 2A$ .

直交群 SO(Q)= $\{g\in GL_{m+2}(\mathbb{C})|Q(gx)=Q(x), \det g=1\}$ の極大放物型部分群を

$P=\{(\begin{array}{llll}a -2a \mathrm{r}_{uAh} -aA[u]0 h u0 0 a^{-1}\end{array})$ $a\in \mathbb{C},a\neq 0h\in SO(A)u\in \mathbb{C}^{m}\}$

とする. ここで $A[u]$ は ${}^{t}uAu$ を表す. このとき $P\cross GL_{1}(\mathbb{C})$ の $V$ への作用を

$\rho(p, t)x=tpx$ $(x\in V, (p, t)\in P\cross GL_{1}(\mathbb{C}))$

で定めると $(P\cross GL_{1}(\mathbb{C}), \rho, V)$ は概均質ベクトル空間になり, その特異集合は

$S=\{x\in V|x_{m+1}=0\}\cup\{x\in V|Q(x)=0\}$

である. この概均質ベクトル空間の基本相対不変式は $x_{m+1}$ と $Q(x)$ であり,

$\chi\{$$\chi_{1}((0a00h*a^{-1}**),$ $t)=ta^{-1}$ , $(a00h0*a^{-1}**),t)=t^{2}$

とするとき,

$(\rho(p,t)x)_{m\dagger 1}=\chi_{1}(p,t)x_{m+1}$ , $Q(\rho(p, t)x)=\chi(p,t)Q(x)$

を満たす.
$V$ の元 $x={}^{t}(x_{0},x_{1}, \ldots, x_{m+1})$ と $y={}^{t}(y_{0}, y_{1}, \ldots, y_{m+1})$ [こ灯して, 内積

$\langle x, y\rangle=\sum_{\dot{\iota}=0}^{m+1}x:y\dot{.}$

を考え, $V$ と $V^{*}$ を同一fflする. このとき, $\rho$ の反傾表現〆は

〆 $(p, t)y=$「1 ${}^{t}p^{-1}y$ $(y\in V)$

で与えられ, $(G, \rho^{*}, V)$ も概均質ベクトル空間になる. その特異集合は

$S^{*}=\{y\in V|y_{0}=0\}\cup\{y\in V|Q^{*}(y)=0\}$

である. ここで二 $\text{次}$形式 $Q^{*}$ は

$Q^{*}(y)=y_{0}y_{m+1}+4^{-1} \sum_{1\leq\dot{l},j\leq m}a_{\dot{l}j}^{*}y_{\dot{l}}y_{j}$
with $A^{-1}=(a_{1j}^{*}.)$
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である. その基本相対不変式は詭と $Q^{*}(y)$ で,

$\chi^{*}\{$$\chi_{1}^{*}((a00h0*a^{-1}**),$ $t)=(ta)^{-1}$ , ( $0a0$ $h0*a^{-1}**$ ), $t)=t^{-2}$

とおけば,
$(\rho^{*}(p, t)y)_{0}=\chi_{1}^{*}$ ($p$,t)諦, $Q^{*}(\rho^{*}(p, t)y)=\chi^{*}(p, t)Q^{*}(y)$

を満たす.
ここで $V_{\mathrm{R}}=\mathrm{R}^{m+2}$ とし,

$P^{+}=\{(\begin{array}{llll}a -2a {}^{t}uAh -aA[u]0 h u0 0 a^{-1}\end{array})$ $a\in \mathrm{R},a>0h\in SO(A)u\in \mathrm{R}^{m}\}$

とおく. このとき $V_{\mathrm{R}}-S_{\mathrm{B}}$ と $V_{\mathrm{B}}^{*}-S_{\mathrm{B}}^{*}$ の $P^{+}\cross GL_{1}(\mathbb{R})$ 軌道分解は $\epsilon=\pm 1,$ $\epsilon_{1}=\pm 1$ ,
$\eta=\pm 1$ と $\eta_{1}=\pm 1$ に対して,

$V_{\mathrm{R}}-S_{\mathrm{R}}= \bigcup_{\epsilon,\epsilon_{1}}V_{\epsilon\epsilon_{1}}$ , $V_{\mathrm{R}}^{*}-S_{\mathrm{R}}^{*}= \bigcup_{\eta,\eta 1}V_{\eta\eta 1}^{*}$

$V_{\epsilon\epsilon_{1}}=\{x\in V_{\epsilon}|\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}Q(x)=\epsilon, \mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}x_{m+1}=\epsilon_{1}\}$

$V_{\mathfrak{m}1}^{*}=\{y\in V_{\eta}^{*}|\mathrm{s}\Re Q^{*}(y)=\eta,$ $\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}y_{0}=$ ’

で与えられる. 上の各軌道ごとにゼータ関数は定義される. そのゼータ関数の定義を
見ると $x_{m+1}$ や $y_{0}$ の符号に関してゼータ関数を区別する必要がないので $Q(x),$ $Q^{*}(y)$

の符号のみに関する軌道 $V_{\epsilon}= \bigcup_{\epsilon_{1}}V_{\epsilon\epsilon_{1}},$ $V_{\eta}^{*}= \bigcup_{\eta 1}V_{1m1}^{*}$ を考えておく.
次に $f\in S(V_{\mathrm{R}})$ と $f^{*}\in S(V_{\mathrm{R}}^{*})$ に対して,

$\Phi_{\epsilon\epsilon_{1}}(f;w, s)=\int_{V_{**_{1}}}|x_{m+1}|^{w}|Q(x)|^{\epsilon}f(x)dx$ ,

$\Phi_{\eta\eta 1}^{*}(f^{*};w, s)=\int_{V_{\eta\eta_{1}}^{*}}|y_{0}|^{w}|Q^{*}(y)|^{\epsilon}f^{*}(y)dy$

$\Phi_{\epsilon}(f;w, s)=\sum_{\epsilon_{1}}\Phi_{\epsilon 1}‘(f;w, s)$
, $\Phi_{\eta}^{*}(f^{*};w, s)=\sum_{\eta 1}\Phi_{\eta||1}^{*}(f^{*};w, s)$

を定義する. これらの積分を概均質ベクトル空間 $(G, \rho, V)$ の局所ゼータ関数という.
これらは ${\rm Re}(w)>0$ かつ &(s)>0 で絶対収束する.
また $f\in S(V_{\mathrm{R}})$ に対して $f$ の Fouier 変換$\hat{f}$ を

$\hat{f}(x)=\int_{1\mathrm{h}}f(y)e(\{x, y\rangle)dy$

で定義しておく. 局所ゼータ関数 $\Phi_{\epsilon}$ と $\Phi_{\eta}^{*}$ は次の関数等式を満たす. 証明について
は Muro[2] または Sato[6] を参照されたい.
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定理 $\mathrm{L}\Phi_{6}(f\ovalbox{\tt\small REJECT} w, s)$ と $\Phi\ovalbox{\tt\small REJECT}(f\ovalbox{\tt\small REJECT} w, s)$ は $\mathbb{C}^{2}$ の有理型関数に解析接続され次の関数等式
を満たす

$(\begin{array}{l}\Phi_{+}\Phi_{-}\end{array})(\hat{f};w-m,$ $s-1)=\gamma(w, s)(\Phi_{-}^{*}\Phi_{+}^{*})(f;w-m,$ $\frac{m}{2}-w-s)$ ,

ここで $\gamma(w, s)$ は

$\gamma(w, s)=2|D|^{-1/2}(2\pi)^{m/2-w-2s}\Gamma(s)\Gamma(w+s-m/2)$

$\cross(\cos(\pi(w+2s-p)/2)\cos(\pi(w-p)/2)\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{e}(\pi(w+2s-q)/2)\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{e}(\pi(w-q)/2))$

である.

次の積分は, 2節で定義するゼータ積分の計算に表れる. $f\in S(V_{\mathrm{R}})$ と $f^{*}\in S(V_{\mathrm{R}}^{*})$

に対して,

$\Sigma(f;s)=\int_{\mathrm{R}^{m}}\int_{\mathrm{R}}|a|^{s-m/2-2}f(-a^{-1}A[u]ua)$ da du,

$\Sigma^{*}(f^{*};s)=\int_{\mathrm{R}^{m}}\int_{\mathrm{R}}|a|^{s-m/2-2}f^{*}(\begin{array}{l}au-(4a)^{-1}A^{-1}[u]\end{array})$ da du

とする. この積分 $\Sigma(f;s)$ と $\Sigma^{*}(f^{*}; s)$ は ${\rm Re}(s)>m/2$ で絶対収束する. 更にこれ
らの積分について次の命題が成り立つ.

命題 2. (1) $f\in C_{0}^{\infty}(V_{\mathrm{R}}-S_{\mathrm{R}})$ に対して,

$\Sigma(\hat{f};s)=2|D|^{1/2}(2\pi)^{1-s}\Gamma(s-1)$

$\cross\sum_{\epsilon}\cos\frac{\pi}{4}(p-q+\epsilon(2-2s))\Phi_{\epsilon}(f;s-\frac{m}{2}-1,1-s)$ .

(2) $f^{*}\in C_{0}^{\infty}(V_{\mathrm{R}}^{*}-S_{\mathrm{R}}^{*})\}$こ対して,

$\Sigma((f^{*})^{\Lambda};s)=2|D|^{-1/2}(2\pi)^{1-s}\Gamma(s-1)$

$\cross\sum_{\eta}\cos\frac{\pi}{4}(q-p+\eta(2-2s))\Phi_{\eta}^{*}(f^{*};s-\frac{m}{2}-1,1-s)$ .
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2. 概均質ベクトル空間のゼータ関数とゼータ積分
本節で概均質ベクトル空間のゼータ関数を定義するが, 次のようにするとゼータ
関数の取り扱いが簡単になる. すなわち $P\mathrm{x}GL_{1}$ の代わりに

$G=\{(\begin{array}{lll}a {}^{t}uA-2a -aA[u]0 1_{m} u0 0 a^{-1}\end{array})$ $a\in \mathbb{C},a\neq 0u\in \mathbb{C}^{m}1\cross GL_{1}(\mathbb{C})$

を考える. このように群を小さくしても依然として $(G, \rho, V)$ は概均質ベクトル空間
で, そのゼータ関数は $(P\mathrm{x}GL_{1}, \rho, V)$ のゼータ関数と本質的に変わらない. また,

$G^{+}=\{(\begin{array}{lll}a {}^{t}uA-2a -aA[u]0 1_{m} u0 0 a^{-1}\end{array})|a\in \mathrm{R},a>0u\in \mathbb{R}^{m}’\}\cross GL_{1}^{+}(\mathbb{R})$ ,

$\Gamma=\{(\begin{array}{ll}1-2{}^{t}uA -A[u]01_{m} u00 \mathrm{l}\end{array})|u\in \mathbb{Z}^{m}\}$ ,

$V_{\mathrm{Q}}=V_{\mathrm{Q}}^{*}=\mathbb{Q}^{m+2}$ , $V_{\mathrm{Z}}=V_{\mathrm{Z}}^{*}=\mathbb{Z}^{m+2}$

とする. 次に奇素数 $r$ を法とする $\mathrm{D}\ddot{\mathrm{m}}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{t}$ 指標 $\psi$ を考える 1. $(r,n)\neq 1$ のときに
は $\psi(n)=0$ と理解しておく. 次に $V_{\mathrm{Q}}$ 上の関数 $\phi_{1},$ $\phi_{\psi}$ とを定義する. 後でこれらの
関数を用いてゼータ関数を定義する.

$\phi_{1}(x)=\{$
1if $x\in V\mathrm{z}$

0if $x\not\in V_{\mathrm{Z}}$
’

$\phi_{\psi}(x)=\{$

$\psi(Q(x))$ if $x\in V_{\mathrm{Z}}$

0if$x\not\in V_{\mathrm{Z}}$

次に, ゼータ積分やゼータ関数の関数等式を記述するのに必要な, $\phi_{1}$ と $\emptyset\psi$ の

Fourier 変換 $\hat{\phi}_{1}$ と $\hat{\phi}_{\psi}$ を定義する. まず, 関数 $\phi=$ もまたは \phi =\phi ゆと各 $y\in V_{\mathrm{Q}}$

に対して, ($y$ に依存する) 正定数 $M$ で

$x\equiv x’$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} MV\mathrm{z})\Rightarrow\phi(x)e(\langle-x,y))=\phi(x’)e(\langle-x’, y\rangle)$

を満たすものをとる. そして

$\hat{\phi}(y)=M^{-m-2}$ $\sum$ $\phi(x)e(-x, y)$ , $(y\in V_{\mathrm{Q}})$

$x\epsilon v_{0}/M$ シ

を $\phi$ の Fourier 変換と呼ぶことにする. この定義は $M$ の選ひ方にはよらない. 次の
命題 3 は $\phi_{1}$ と $\phi_{\psi}$ の Fourier 変換の公式である. 命題を述べる前にいくつかの記号
を導入しておく. まず, $r$ を法とする 2次剰余指標を

$\varphi_{(r)}(j)=(\frac{j}{r})$ , $\varphi^{(r)}(j)=(\frac{r}{j})$

lWeil 型の逆定理にはゼータ関数を $\mathrm{D}\ddot{\mathrm{m}}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{t}$ 指標で捻った関数も考える必要がある. D石 chlet 指
標の法としては有限個の素数を除いた奇素数だけを考えれば十分である.
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と表し, $r$ を法とする $\mathrm{D}\ddot{\mathrm{m}}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{t}$ 指標 $\psi$ に対して $\psi(r)$ と $\psi^{(r)}$ でそれぞれ $\psi\varphi(r)$ と
$\psi\varphi^{(r)}$ を表すものとする. また $r$ を法とする原始的 $\mathrm{D}\ddot{\mathrm{m}}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{t}$ 指標 $\psi$ に対して Gauss
和を

$\tau(\psi):=\sum_{\mathrm{j}=1}^{r}\psi(j)e(j/r)$

で定義する. 更に定数 $\epsilon_{r}$ を $r\equiv 1(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 4)$ ならば 1, $r\equiv 3(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 4)$ ならば $\sqrt{-1}$ と
定めることにする.

命題 3. (1)

$\hat{\phi}_{1}(y)=\{$
1if $y\in V_{\mathrm{Z}}^{*}$ ,
0if $y\not\in V_{\mathrm{Z}}^{*}$ .

(2) $r$ を $2|D|$ を割らない素数とし $\psi$ を $r$ を法とする原始的 D� ihlet 指標とする.
(i) $m$ が偶数のとき

$\hat{\phi}_{\psi}(y)=\{$

$r^{-m/2-1}\epsilon_{f}^{m+2}\varphi^{(D)}(r)\psi(-D)\tau(\psi)\tau(\overline{\psi})^{-1}\overline{\psi}(DQ^{*}(ry))$ if $y\in r^{-1}V_{\mathrm{Z}}^{*}$ ,

0if$y\not\in r^{-1}V_{\mathrm{Z}}^{*}$ .

(ii) $m$ が奇数で $\psi\neq\varphi_{(r)}$ のとき

$\hat{\phi}_{\psi}(y)=\{$

$r^{-m/2-1}\epsilon_{f}^{m+2}\varphi^{(2D)}(r)\psi_{(r)}(-D)$

$\cross\tau(\psi_{(\mathrm{r})})\tau(\overline{\psi})^{-1}\overline{\psi}_{(r)}(DQ^{*}(ry))$ if $y\in r^{-1}V_{\mathrm{Z}}^{*}$ ,
0if$y\not\in r^{-1}V_{\mathrm{Z}}^{*}$ .

(ffi) $m$ が奇数で $\psi=\varphi_{(r)}$ のとき

$\hat{\phi}_{\psi}(y)=\{$

$r^{-m/2-1}\alpha_{\varphi_{(r)}}$ if $y\in r^{-1}V_{\mathrm{Z}}^{*}$ ,

0if$y\not\in r^{-1}V_{\mathbb{Z}}^{*}$ ,

ここで

$\alpha_{\varphi_{(r)}}=\{$

$(r-1)\cross(\epsilon_{r}\varphi^{(2)}(r))^{m+2}\varphi^{(D)}(r)\epsilon_{r}^{-1}r^{-1/2}$ if $r|Q^{*}(ry)$ ,
$-(\epsilon_{r}\varphi^{(2)}(r))^{m+2}\varphi^{(D)}(r)\epsilon_{f}^{-1}r^{-1/2}$ if $r \int Q^{*}(ry)$

である.

注意. $m$ が奇数ならば $|D$ [ は偶数でかつ $2|D|Q^{*}$ は整数係数である. $m$ が偶数な
らぱ $|D|Q^{*}$ は整数係数である. また $m$ が偶数でかつ $|D|\equiv 2\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 4$ のとき $\varphi^{(D)}$ は

$4|D|$ を法とする指標である. これらの事は保型形式に対応する Dirichlet 級数を構成
する際に重要である. 実際, 得られる保型形式の level は $m$ が奇数ならば $2|D|,$ $m$

が偶数ならば $|D|$ または $4|D|$ である.
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命題 3(1) の証明は易しい. (2) の (i), (ii) は Stark [9], Theorem 1 により, (iii) は
[9] の式 (36) より得られる.
準備ができたので概均質ベクトル空間 $(G, \rho, V)$ のゼータ積分とゼータ関数とを定

義する.
$f\in S(V_{\mathrm{R}}),$ $f^{*}\in S(V_{\mathrm{R}}^{*})$ とし $\phi$ は $\phi_{1}$ または $\phi_{\psi}$ また $\hat{\phi}$ は $\hat{\phi}_{1}$ または $\hat{\phi}_{\psi}$ を表すも

のとする. 次の積分 $Z(f, \phi;w, s)$ と $Z^{*}(f^{*},\hat{\phi};w, s)(w, s\in \mathbb{C})$ をゼータ積分という:

$Z(f, \phi;w, s):=\int_{G^{+}/\Gamma}\chi_{1}(p,t)^{w}\chi(p, t)^{s}$ x\epsilon \mbox{\boldmath $\nu$}\Sigma o\s化 $\phi(.x)f(\rho(p, t)x)d_{r}g$ ,

$Z^{*}(f^{*}, \hat{\phi};w, s):=\int_{G}+/\Gamma\chi_{1}^{*}(p,t)^{w}\chi^{*}(p, t)^{s}\sum_{00}\hat{\phi}(x)f^{*}(\rho^{*}(p, t)x)d_{\tau}gx\in V^{*}\backslash s*\cdot$

$\check{}arrow \text{て}.g=\{$

の $H*\text{変^{}\backslash }\Re^{|}\mathrm{R}$

$(\begin{array}{lll}a {}^{t}uA-2a -aA[u]0 1_{m} u0 0 a^{-1}\end{array}),t)$ [こ対して $d_{r}g=2t^{-1}a^{m-1}dt\ du$ は $G^{+}$

である. 次にゼータ関数を $(\epsilon, \epsilon_{1}, \eta, \eta_{1}=\pm 1)$ に対して,

$\zeta_{\epsilon\epsilon_{1}}(\phi;w, s):=$ $\sum$ $\phi(x)|x_{m+1}|^{-w}|Q(x)|^{-\epsilon}$ ,
x\epsilon r\V.*’\cap \mbox{\boldmath $\nu$}化

$\zeta_{\eta\eta 1}^{*}(\hat{\phi};w, s):=\sum_{y\in\Gamma\backslash \gamma_{\dot{\eta\eta}_{1^{\cap V_{\dot{\mathrm{Q}}}}}}}\hat{\phi}(y)$
hん $|^{-w}|Q^{*}(y)|^{arrow}$,

と定義する. ここで $\epsilon_{1}$ と $m$ はそれぞれ $x_{m+1},$ $y_{0}$ の符号であったから $\zeta_{\epsilon+}=\zeta_{\epsilon-}$ と
$\zeta_{\eta+}^{*}=\zeta i-$ が戒り立っ. そこで,

$\zeta_{\epsilon}(\phi;w, s):=\zeta_{\epsilon+}(\phi;w, s)$ , $\zeta_{\eta}^{*}(\hat{\phi};w, s):=\zeta_{\eta+}^{*}(\hat{\phi};w, s)$

だけを考えることにする. Sato [5], $\mathrm{T}\mathrm{h}\infty \mathrm{r}\mathrm{m}1$ によりこれらの関数は ${\rm Re}(w)>m$ か
つ &(s)>l で絶対収束する.
また, 上のゼータ関数と関係する $\mathrm{D}\ddot{\mathrm{m}}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{t}$ 級数 $Z(n,w)$ と $Z^{*}(n,w)(n\in \mathbb{Z})$ を

$Z(n,w)= \sum_{l=1}^{\infty}\frac{r(l,n)}{l^{w}}$ , $Z^{*}(n, w)= \sum_{\mathrm{t}=1}^{\infty}.\frac{r(l,n)}{l^{w}}$

ど定義する. ここで

$r(l,n)=\#\{v\in \mathbb{Z}^{m}/(l\mathbb{Z})^{m}|A[v]\equiv n(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} l)\}$ ,
であり, $r^{*}(l, n)$ は $m$ が奇数ならば

$r^{*}(l, n)=\#\{v^{*}\in \mathbb{Z}^{m}/\mathfrak{U}A\mathbb{Z}^{m}|2^{-1}\cdot|D|A^{-1}[v$
’

$]$ $\equiv n(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 2|D|l)\}$ ,

$m$ が偶\Re ならば

$r^{*}(l, n)=\#\{v^{*}\in \mathbb{Z}^{m}/2lA\mathbb{Z}^{m}|4^{-1}\cdot|D|A^{-1}[v^{*}]\equiv n(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} |D|l)\}$
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である 2. $Z(n, w)$ と $Z^{*}(n, w)$ は $\{w\in \mathbb{C}|\mathrm{R}e(w)\cdot>m\}$ で絶対収束する.
$Z(n, w),$ $Z^{*}(n, w),$ $\zeta_{\epsilon}(\phi;w, s)$ と $\zeta_{\eta}^{*}(\hat{\phi};w, s)$ の間の関係は次の補題で与えられる.

補題 4. (1) $m$ が偶数のとき,

$\zeta_{\epsilon}(\phi_{1}; w, s)=\sum Z(\epsilon n, w)n^{-s}\infty$ ,
$n=1$

$\zeta_{\eta}^{*}(\hat{\phi}_{1} ; w, s)=\{$

$|D|^{s} \sum_{n=1}^{\infty}Z^{*}(rm, w)n^{-s}$ $if|D|\not\equiv 2(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 4)$ ,
$(4|D|)^{\theta} \sum_{n=1}^{\infty}$ Z’(態, $w$) $(4n)^{-s}$ $if|D|\equiv 2(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 4)$ ,

$\zeta_{\epsilon}(\phi\psi;w, s)=\psi(\epsilon)\sum\psi(n)Z(\epsilon n, w)n^{-s}\infty$ ,
$n=1$

$\zeta_{\eta}^{*}(\hat{\phi}_{\psi;}w, s)=\{$

$c(\psi)\overline{\psi}(\eta \mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(D))(|D|r^{2})^{s}\Sigma_{n=1}^{\infty}\overline{\psi}(n)Z^{*}(\eta n, w)n^{-s}$ $if|D|\not\equiv 2(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 4)$ ,
$c(\psi)\overline{\psi}$ ($4^{-1}$ 戸群$(D)$ ) $(\mathit{4}|D|r^{\mathit{2}})^{s}$

$\mathrm{x}\sum_{n=1}^{\infty}\overline{\psi}(4n)Z^{*}(\eta n, w)(4n)^{-s}$ $if|D|\equiv 2(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 4)$

となる. ここで,

$c( \psi)=\frac{\epsilon_{r}^{m+2}\varphi^{(D)}(r)\psi(-D)\tau(\psi)}{\tau(\overline{\psi})}$

である.
(2) $m$ が奇数のとき,

$\zeta_{\epsilon}(\phi_{1}; w, s)=\sum_{n=1}^{\infty}Z(\epsilon n,w)n^{-s}$ , $\zeta_{\eta}^{*}(\hat{\phi}_{1}; w, s)=(2|D|)^{s}\sum_{n=1}^{\infty}Z^{*}(\eta n,w)n^{-s}$ ,

$\zeta_{\epsilon}(\phi_{\psi};w, s)=\psi(\epsilon)\sum_{n=1}^{\infty}\psi(n)Z(\epsilon n,w)n^{-s}$,

$\zeta_{\eta}^{*}(\hat{\phi}_{\psi;}w, s)=\{$

$\overline{\psi}_{(r)}(\eta \mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(D))c(\psi)(2|D|r^{2})^{s}\Sigma^{\infty}\sim^{-1}\overline{\psi}(\mathrm{r})(n)Z^{*}(\eta n,w)n^{-s}$ if $\psi\neq\varphi(r)$ ,
$c(\psi)(2|D|r^{2})^{s}$

$\cross(\Sigma_{n=1}^{\infty}rZ^{*}(\eta rn,w)(rn)^{-s}-\Sigma_{n=1}^{\infty}Z^{*}(m,w)n^{-s})$ if $\psi=\varphi(r)$

である. ここで

$c(\psi)=\{$
$\epsilon_{r}^{m+2}\varphi^{(2D)}(r)\psi_{(\mathrm{r})}(-2D)\tau(\psi_{(r)})\tau(\overline{\psi})^{-1}$ if $\psi\neq\varphi_{(r)}$ ,
$\epsilon_{r}^{m+1}\varphi^{(2D)}(r)r^{-1/2}$ if $\psi=\varphi_{(\mathrm{r})}$

である 3.

2この $\mathrm{D}\ddot{\mathrm{m}}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{t}$ 級数 $Z(n,w)$ は [3] の $L(w, n;1, A)$ と同じもので Peter により研究されている.
3この補題により P杭 er が $A$ を正定値として [3] で考察した関数 $\overline{\tau}$ が, $\phi=\phi_{1}$ に対する本稿のゼ

ータ関数と同じものであることを示している.
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次の命題はゼータ積分とゼータ関数の間の関係式を与える.

命題 5. ゼータ積分 $Z(f, \phi;w, s),$ $Z^{*}(f^{*},\hat{\phi};w, s)$ とゼータ関数 $\zeta_{\epsilon}(\phi;w, s),$ $\zeta_{\eta}^{*}(\hat{\phi};w, s)$

は ${\rm Re}(w)>m,$ ${\rm Re}(s)>1$ で絶対収束し, 次の関係式を満たす

$Z(f, \phi;w, s)=\sum_{\epsilon}\zeta_{\epsilon}(\phi;w, s)\Phi_{\epsilon}(f;w-m, s-1)$ ,

$Z^{*}(f^{*}, \hat{\phi};w, s)=\sum_{\eta}\zeta_{\eta}^{*}(\hat{\phi};w, s)\Phi_{\eta}^{*}(f^{*};w-m, s-1)$ .

次にゼータ積分の関数等式を記述するために $Z_{+}(f, \phi;w, s)$ と $Z_{+}.(f^{*}, \phi;w, s)$ を

$Z_{+}(f, \phi;w, s)=\int_{G\mathrm{n}/\Gamma,\chi[p,t)\geq 1}\chi_{1}(p, t)^{w}\chi(p, t)^{s}\sum_{x\in \mathrm{v}_{\mathrm{Q}\backslash S_{\mathrm{Q}}}}\phi(x)f(\rho(p,t)x)tg$ ,

$Z_{+}^{*}(f^{*}, \phi;w, s)=\int_{G_{l}/\Gamma,\chi^{*}[p,t)\geq 1}\chi_{1}^{*}(p, t)^{w}\chi.(p,t)^{s}\phi(x)f^{*}(\rho^{*}(p,t)x)d_{r}gx6\sim\backslash S_{\mathrm{Q}}^{*}$

で定義する. これらの関数は

$\mathfrak{D}=\{(w, s)\in \mathbb{C}^{2}|{\rm Re}(w)>m\}$

の正則関数である.

命題 6. ${\rm Re}(w)>m,$ ${\rm Re}(s)>1$ とし $f\in S(V_{\mathrm{R}})$ とする.

(1)

$Z(f, \phi_{1};w, s)=Z_{+}(f, \phi_{1};w, s)+Z_{+}^{*}(\hat{f},\hat{\phi}_{1};w, m/2+1-w-s)$

$+ \frac{|D|^{-1}Z^{*}(0,w)}{w+s-m/2-1}\Sigma^{*}(\hat{f}\cdot,w-m/2+1)$

$+ \frac{\zeta(w-m+1)}{s-1}\sum_{\epsilon}\Phi_{\epsilon}(f;w-m, 0)$

$- \frac{Z(0,w)}{s}\Sigma(f;w-m/2+1)$

$- \frac{\zeta(w-m+1)}{w+s-m/2}\sum_{\eta}\Phi_{\eta}^{*}(\hat{f};w-m, 0)$

が成り立つ. また $Z^{*}(f,\hat{\phi}_{1};w, s)$ も上と同様の等式を満たす.
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(2) $\psi$ を $2|D|$ を割らない奇素数 $r$ を法とする Drichlet 指標とする.

$Z(f, \phi_{\psi};w, s)=Z_{+}(f,\phi_{\psi};w, s)+Z_{+}^{*}(\hat{f},\hat{\phi}_{\psi};w,$ $m/2+1-w-\backslash ($

$+ \frac{\hat{\phi}_{\psi}(0)|D|^{-1}Z^{*}(0,w)}{w+s-m/2-1}\Sigma^{*}(\hat{f};w-m/2+1)$

$+ \frac{\hat{\phi}_{\psi}(0)r^{m-w}\zeta(w-m+1)}{s-1}\sum_{\epsilon}\Phi_{\epsilon}(f;w-m, 0)$

が成り立つ. また $Z^{*}$ ( $f$, \phi ^や; $w,$ $s$) も上と同様の等式を満たす.

系 7. $\phi=\phi_{1}$ または $\phi_{\psi}$ に対して $Z(f, \phi;w, s)$ と $Z^{*}(\hat{f},\hat{\phi};w, s)$ とは $\{(w, s)\in$

における有理型関数に解析接続され, 次の関数等式を満たす

$Z(f, \phi;w, s)=Z^{*}(\hat{f},\hat{\phi};w, m/2+1-w-s)$ .

系 8. $f\in C_{0}^{\infty}(V_{\epsilon})$ とすると次の等式が戒り立つ.

(1) $Z(f, \phi_{1}; w, s)=Z_{+}(f, \phi_{1};w, s)+Z_{+}^{*}(\hat{f},\hat{\phi}_{1}; w, m/2+1-w-s)$

$+ \frac{2|D|^{-1/2}(2\pi)^{m/2-w}\Gamma(w-m/2)Z^{*}(0,w)}{w+s-m/2-1}$

$\cross\cos\frac{\pi}{4}(p-q+\epsilon(m-2w))\Phi_{\epsilon}(f;w-m, m/2-w)$

$+ \frac{((w-m+1)}{s-1}\Phi_{\epsilon}(f;w-m, 0)$ .

(2) $Z(f, \phi\psi;w, s)=Z_{+}(f,\phi\psi;w, s)+Z_{+}^{*}(\hat{f},\hat{\phi}\psi;w, m/2+1-w-s)$

$+ \frac{\hat{\phi}_{\psi}(0)|D|^{-1/2}(2\pi)^{m/2-w}\Gamma(w-m/2)Z^{*}(0,w)}{w+s-m/2-1}$

$\cross\cos\frac{\pi}{4}(p-q+\epsilon(m-2w))\Phi_{\epsilon}(f;w-m,$ $m/2$

$+ \frac{\hat{\phi}_{\psi}(0)r^{m-w}\zeta(w-m+1)}{s-1}\Phi_{\epsilon}(f;w-m, 0)$ .

本稿では述べないが, この系 7およひ系 8 はゼータ関数の関数等式の証
極と留数の計算に利用される.

3. 主結果

次の定理はゼータ関数 $\zeta_{\epsilon}(\phi;w, s)$ と $\zeta_{\eta}^{*}(\hat{\phi};w, s)$ ( $\phi=\phi_{1}$ または $\phi=\phi\psi$ )
成り立つ関数等式と極およひ留数を与えている.
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定理 9. ゼータ関数 $\zeta_{\epsilon}(\phi;w, s)$ と $\zeta_{\eta}^{*}(\hat{\phi};w, s)$ ( $\phi=\phi_{1}$ または $\phi=\phi_{\psi}$ ) は領域 $\mathfrak{D}$ にお

いて有理型関数として解析接続され 4次の性質を持つ.
(1) $\phi=\phi_{1}$ または $\phi_{\psi}$ に対して次の関数等式を満たす

$(\zeta_{+}^{*}\zeta_{-}^{*})(\hat{\phi};w,$ $\frac{m}{2}+1-w-s)={}^{t}\gamma(w, s)(\begin{array}{l}\zeta_{+}\zeta_{-}\end{array})(\phi;w, s)$ .

ここで, $\gamma(w, s)$ は定理 1 で用いた記号である.
(2) ${\rm Re}(w)>m$ となる $w$ を一 $’\supset$決めて固定する. このとき,

(i) 関数 $(s-1)(s+w-m/2-1)\zeta_{\epsilon}(\phi_{1}; w, s)$ は全 $s$ 平面で正貝りであり $\zeta_{\epsilon}(\phi_{1}; w, s)$

の留数は

$\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{e}\zeta_{\epsilon}(\phi_{1};w, s)=\zeta(w-m+1)s=1$ ’

s=mR。l-w $\zeta_{\epsilon}(\phi_{1}; w, s)=\frac{2\Gamma(w-\frac{m}{2})Z^{*}(0,w)}{|D|^{1/2}(2\pi)^{w-m/2}}\infty \mathrm{s}\frac{\pi(p-q+\epsilon(m-2w))}{4}$

で与えられる.
(\"u) 関数 $(s-1)(s+w-m/2-1)\zeta_{\eta}^{*}(\hat{\phi}_{1};w, s)$ は全 $s$ 平面で正則であり $\zeta_{\eta}^{*}(\hat{\phi}_{1}; w, s)$

の留数は

$\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{e}\zeta_{\eta}^{*}(\hat{\phi}_{1};w, s)=\zeta(w-m+1)s=1$ ’

${\rm Res}_{s=m/2+1-w} \zeta_{\eta}^{l}(\hat{\phi}_{1};w, s)=\frac{2\Gamma(w-\frac{m}{2})Z(0,w)}{|D|^{1/2}(2\pi)^{w-m/2}}\cos\frac{\pi(q-p+\eta(m-2w))}{4}$

で与えられる.
(ffi) $m$ が偶数または \psi \neq \mbox{\boldmath $\varphi$}(\rightarrow のとき, 関数 $\zeta_{\epsilon}(\phi_{\psi};w, s)$ と q(\phi や; $w,$ $s$) は全 $s$ 平

面で正則である.
(iv) $m$ が奇数でかつ $\psi=\varphi_{(r)}$ のとき, 関数 $(s-1)(s+w-m/2-1)\zeta_{\epsilon}(\phi_{\varphi_{(r)}}; w, s)$

と $\zeta_{\eta}^{*}(\hat{\phi}_{\varphi_{(r)}}; w, s)$ は全 $s$ 平面で正則であり, $\zeta_{\epsilon}(\phi_{\varphi_{(r)}}; w, s)$ の留数は

$\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{e}\zeta‘(\phi_{\varphi(r)}; w, s)=r^{m/2-w-1}\alpha\zeta(w-m+1)s=1$ ’

$s=m/2+1-w \mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{e}\zeta_{\epsilon}(\phi_{\varphi_{(r)}}; w, s)=\frac{2\alpha\Gamma(w-\frac{m}{2})Z(0,w)}{|D|^{1/2}(2\pi)^{w-m/2}}$ coe $\frac{\pi(q-p+\eta(m-2w))}{4}$

で与えられる. ここで, $\alpha=(r-1)\cross\epsilon_{r}^{m+1}\varphi^{(2D)}(r)r^{-1/2}$ である.

この定理の関数等式は定理 1, 命題 5 およひ系 7 から導かれる. 極と留数の計算に
は系 8 を用いる.

$k>(m+\epsilon(q-p)-2)/4$ とし $w=c(\epsilon, k)+m/2$ とおく. ここで, 定数 $c(\epsilon, k)=$

$2k+1+\epsilon(p-q)/2$ であり, $k$ に対する仮定により $w=c(\epsilon, k)+m/2>m$ となる.

$4\mathrm{P}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}[3]$ の結果を用いれば変数 $w$ に関しても解析接続することができる.
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このとき定理の $\gamma$-行列 $\gamma(w, s)$ は上半三角行列または T半三角行列になっており, 特
にゼータ関数について次の 1 対 1 の関数等式が得られる. この関数等式を基にして命
題 10, 11 が得られる. それらの関数等式が Weil 型の逆定理の条件となっている関
数等式である. 指標をつけた場合も付けない場合も関数等式を統一的に記述できる点
が概均質ベクトル空間のゼータ関数を用いた一番の利点である:

$|D|^{1/2}(2 \pi)^{-(\mathrm{c}(\epsilon,k)+1-s)}\Gamma(c(\epsilon, k)+1-s)\zeta_{\epsilon}^{*}(\hat{\phi};c(\epsilon, k)+\frac{m}{2},1-s)$

$=(-1)^{k+1}(2 \pi)^{-s}\Gamma(s)\zeta_{\epsilon}(\phi;c(\epsilon,k)+\frac{m}{2},$ $s-c(\epsilon, k))$

次の Diriddet 級数 $L_{\epsilon}(k;s)$ と $L_{\epsilon}^{*}(k;s)$ を考えよう. これらの $\mathrm{D}\ddot{\mathrm{m}}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{t}$ 級数が保型
形式の Mellin 変換になっているのである:

$L_{\epsilon}(k;s):= \zeta_{\epsilon}(\phi_{1};c(\epsilon, k)+\frac{m}{2},$ $s-c( \epsilon, k))=\sum_{n=1}^{\infty}a_{\epsilon}(k;n)n^{-s}$,

$L_{\epsilon}^{*}(k;s):=(-1)^{k+1}|D|^{1/2}D(A)^{c(\epsilon,k)/2+1/2-s} \zeta_{\epsilon}^{*}(\hat{\phi}_{1;}c(\epsilon, k)+\frac{m}{2},$ $s-c(\epsilon, k))$

$= \sum_{n=1}^{\infty}b_{\epsilon}(k;n)n^{-s}$.

ここで,

$D(A)=\{$

$|D|$ $m$ が偶数かつ $|D|\not\equiv 2$ ,
$4|D|$ $m$ が偶数かつ $|D|\equiv 2$ ,
$2|D|$ $m$ が奇数,

$a_{\epsilon}(k;n)=n^{c(\epsilon,k)}Z(\epsilon n,$ $c( \epsilon, k)+\frac{m}{2})$ ,

そして, 更に $m$ が奇数または $m$ が偶数で $|D|\not\equiv 2$ のとき,

$b_{\epsilon}(k;n)=(-1)^{k+1}D(A)^{1-c(\epsilon,k)/2}n^{c(\epsilon,k)}Z^{*}(\epsilon n,$ $c( \epsilon, k)+\frac{m}{2})$

とおき, $m$ が偶数かつ $|D|\equiv 2$ のときには

$b_{\epsilon}(k;n)=\{$

$(-1)^{kl}" D(A)^{l-c(k)/\mathit{2}}‘,n^{c(k)}‘,Z^{*}( \frac{\epsilon n}{4},$ $c( \epsilon, k)+\frac{m}{2})$ 4 $|n$ のとき,

04$\int n$ のとき,

とおく.
正整数 $N$ に対し,

$\Lambda_{N}(s;k, L_{\epsilon})=(\frac{2\pi}{\sqrt{N}})^{-s}\Gamma(s)L_{\epsilon}(k;s)$ , $\Lambda_{N}(s;k, L_{\epsilon}^{*})=(\frac{2\pi}{\sqrt{N}})^{-s}\Gamma(s)L_{\epsilon}^{*}\langle k;s)$

とおくと, 定理からただちに次の命題が得られる.
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命題 10. 関数 $A_{D(\mathrm{X})}(s;k$ , L�と $A_{D(/1)}(s\ovalbox{\tt\small REJECT} k, L:)$ は全平面で有理型であり, 次の関数
等式を満たす

$\Lambda_{D(A)}(1+c(\epsilon, k)-s;k,$ $L_{\epsilon}^{*})=\Lambda_{D(A)}(s;k$ , L�.

更に $\Lambda_{D(A)}(s;k, L_{\epsilon})$ は $s=0$ と $s=c(\epsilon, k)+1$ に 1位の極を持ち, その留数は

$(s=0)$ ,

$(s=c(\epsilon, k)+1)$

である.

$r$ を $2|D|$ を割らない素数とする. $r$ を法とする原始的 $\mathrm{D}\ddot{\mathrm{m}}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{t}$ 指標 $\psi$ に対して,
$\mathrm{D}\ddot{\mathrm{m}}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{t}$ 級数 $L_{\epsilon}(k;s, \psi)$ と $L_{\epsilon}^{*}(k;s, \psi)$ とを次で定義する:

$L_{\epsilon}(k;s, \psi):=\sum\psi(n)a_{\epsilon}(k;n)n^{-s}\infty$ ,
$|arrow-1$

$L_{\epsilon}^{*}(k;s,\psi):=\{$ $rx_{-^{b_{\epsilon}(k,rn)(rn)^{-s}-\sum 3_{-1}b_{\epsilon}(k;n)n^{-\epsilon}}}^{1} \sum_{n=}^{\infty}\psi(n)b_{\epsilon}.(k,\cdot n)n^{-\epsilon}-1$

$\psi\neq\varphi_{(r)}$ のとき,
$\psi=\varphi(r)$ のとき.

特に, 補題 4 およひ $a_{\epsilon}(k;n)$ と $b_{\epsilon}(k,n)$ の定義により $m$ が偶数または $m$ が奇数で
$\psi\neq\varphi_{(r)}$ のとき

$L_{\epsilon}(k;s, \psi)=\psi(\epsilon)\zeta_{\epsilon}(\phi_{\psi};c(\epsilon, k)+\frac{m}{2},$ $s-c(\epsilon, k))$

$L_{\epsilon}^{*}(k;s, \overline{\psi})=(-1)^{k+1}|D|^{1/2}(rD(A)^{1/2})^{\mathrm{d}\epsilon,k)+1-\ }C_{\psi}^{-1} \overline{\psi}(\epsilon)\zeta_{\epsilon}(\hat{\phi}_{\psi};c(\epsilon, k)+\frac{m}{2},$ $s-c(\epsilon, k))$

また $m$ が奇数で $\psi=\varphi(r)$ のときには,

$L_{\epsilon}^{*}(k;s, \overline{\psi})=(-1)^{k+1}|D|^{1/2}(rD(A)^{1/2})^{\mathrm{C}(\epsilon,k)+1-2s}C_{\psi}^{-1}\zeta_{\epsilon}^{*}(\hat{\phi}\psi;c(\epsilon, k)+\frac{m}{2},$ $s-c(\epsilon, k))$

となる. ここで定数 $C\psi$ は

$C_{\psi}=\{$

$\varphi^{((-1)^{n*/2+1}D)}(r)\psi(-|D|)\tau(\psi)/\tau(\overline{\psi})$ $m$ が偶数, $|D|\not\equiv 2$ ,
$\varphi^{((-1)^{m/2+1}4D)}(r)\psi(-4|D|)\tau(\psi)/\tau(\overline{\psi})$ $m$ が偶 ae, $|D|\equiv 2$ ,

2c(‘講)-2\mbox{\boldmath $\varphi$}(2:q) $(\mathrm{r})\psi(-2|\mathrm{D}|)\varphi(\mathrm{r})(2|\mathrm{D}|)\tau(\psi_{(\mathrm{r})})/\tau(\overline{\psi})$ $m$ が奇数, $\psi\neq\varphi(r)$ ,
$\epsilon_{f}^{2c(\epsilon,k)-1}\varphi^{(2|D|)}(r)r-1/2$ $m$ が奇数, $\psi=\varphi(r)$
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正整数 $N$ に対して

$\Lambda_{N}(s;k, L_{\epsilon}, \psi)=(\frac{2\pi}{\sqrt{N}})^{-s}\Gamma(s)L_{\epsilon}(k;s, \psi)$ ,

$\Lambda_{N}(s;k, L_{\epsilon}^{*},\overline{\psi})=(\frac{2\pi}{\sqrt{N}})^{-s}\Gamma(s)L_{\epsilon}^{*}(k;s,\overline{\psi})$

とおくとき, 次の命題を示すことができる.

命題 1LIま $2|D|$ を割らない素数とし, $\psi$ は $r$ を法とす 6原始的 $Dir\dot{\tau}d\iota let$指標と
する. そのとき関数 $D(A)r^{2(s;k,L_{\epsilon},\psi)}$ と $\Lambda_{D(A)r^{2}}(s;k, L_{\epsilon}^{*},\overline{\psi})$ は $s$ について有理型 [こ
解析接続され, 次の関数等式を満たす

$\Lambda_{D(A)\rho}(s;k, L_{\epsilon}, \psi)=C_{\psi}\Lambda_{D(A)r^{2}}(c(\epsilon,k)+1-s;L_{\epsilon}^{*},\overline{\psi})$.
特に, 関数 $\Lambda_{D(A)r^{2}}(s;k, L_{\epsilon}, \psi)$ は $m$ が偶数または $\psi\neq\varphi(r)$ のときは正則である. $m$

が奇数のとき, 関数 $\Lambda_{D(A)r^{2}}(s;k, L_{\epsilon}, \varphi(r))$ は $\mathbb{C}$ 上の有理型関数で $s=c(\epsilon, k)+1$ に

一位の極を持つ. その留数は

$\frac{D(A)^{1/2(c(\epsilon,k)+1)}\Gamma(c(\epsilon,k)+1)\zeta(c(\epsilon,k)-\frac{m}{2}+1)}{(2\pi)^{\mathrm{c}(\epsilon,k)+1}}r^{-1/2}(r-1)\epsilon_{r}^{-1-2\mathrm{c}(\epsilon,k)}\varphi^{(2|D|)}(r)$

である.

$\mathfrak{H}$ を複素上半平面とし, $\otimes_{k}(N, \chi)$ で重さが整数 $k$ , 指標 $\chi$ の $\Gamma_{0}(N)$ 正則保型形式
の空間を, $G_{k}(N, \chi)$ で重さが半整数 $k$ , 指標 $\chi$ の $\Gamma_{0}(N)$ 正則保型形式の空間を表す
ことにする. 次の定理が本稿の主定理である 5

定理 12. $k$ を $c(\epsilon, k)>m/2$ となる正整数とする. $\{a_{\epsilon}(k;n)\}_{n\geq 1},$ $\{b_{\epsilon}(k;n)\}_{n\geq 1}$ を上
のとおりとし, $a_{\epsilon}(k;0),$ $b_{\epsilon}(k;0)$ を次で定義する:

$a_{\epsilon}(k;0)= \frac{(-1)^{k+1}|D|^{1/2}\Gamma(c(\epsilon,k)+1)\zeta(c(\epsilon,k)-\frac{m}{2}+1)}{(2\pi)^{c(\epsilon,k)+1}}$ ,

$b_{\epsilon}(k;0)= \frac{D(A)^{1/2(c(\epsilon,k)+1)}\Gamma(c(\epsilon,k)+1)\zeta(\mathrm{c}(\epsilon,k)-\frac{m}{2}+1)}{(2\pi)^{e(\epsilon,k)+1}}$ .

(1) $m$ が偶数のとき,

$f_{\epsilon}(k;z)= \sum_{n=0}^{\infty}a_{\epsilon}(k;n)e(nz)$, $g_{\epsilon}(k;z)= \sqrt{-1}^{-c(\epsilon,k)-1}\sum_{n=0}^{\infty}b_{\epsilon}(k;n)e(nz)$ $(z\in \mathfrak{H})$

5この主定理と定理 9はこれまでに得られているいくつかの結果を含んでいる. $m=1,$ $A=(1)$ の

場合の定理 9 は [?] において新谷により得られている. $m=2,$ $(p, q)=(0,2)$ の場合定理 9 と主定理
は [10] で得られている. また $A$ が正定値という仮定の下で定理 9 の関数等式は Peter により得ちれ
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とおくと, $f_{\epsilon}(k;z)$ と $g_{\epsilon}(k;z)$ は $|D|\not\equiv 2$ ならば共 [こ $\mathit{6}_{c(\epsilon,k)+1}(|D|, \varphi^{((-1)^{n*/2+1}D)})$

に属し $|D|\equiv 2$ ならば $\otimes_{\mathrm{c}(\epsilon,k)+1}(4|D|, \varphi^{((-1)^{m/2+1}4D)})$ に属す. 更に, 次の関係
式を満たす

$g_{\epsilon}(k;z)=(D(A)^{1/2}z)^{-c(\epsilon,k)-1}f_{\epsilon}(k; \frac{-1}{D(A)z})$ .

(2) $m$ が奇数のとき,

$f_{\epsilon}(k;z)= \sum_{n=0}^{\infty}a_{\epsilon}(k;n)e(nz)$ , $g_{\epsilon}(k;z)= \sum_{n=0}^{\infty}b_{\epsilon}(k;n)e(nz)$ $(z\in \mathfrak{H})$

とおけば, $f_{\epsilon}(k;z)$ は $G_{c(\epsilon,k)+1}(2|D|, \varphi^{(2|D|)})$ [こ属し, $g_{\epsilon}(k;z)$ は
$G_{c(\epsilon,k)+1}(2|D|, \mathrm{i}\mathrm{d}_{2|D|})$ に属する. 更に次の関係式を満たす

$g_{\epsilon}$ ( $k$;z)=(-$\sqrt$-lD(A)l/2z)-c(=講)-l $f_{\epsilon}(k; \frac{-1}{D(A)z})$ .

この主定理は関数 $\Lambda_{D(A)}(s;k, L_{\epsilon})$ と $\Lambda_{D(A)r^{2}}(s;k, L_{\epsilon}, \psi)$ が Weil 型の逆定理の条件
を満たすことから示される.
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