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序.

実ベクトル空間 $V$ の中の open かっ直線を含まない凸錐 $\Omega$ で, その上に線型変
換群 $G(\Omega):=\{g\in \mathrm{G}\mathrm{L}(V);g\cdot\Omega=\Omega\}$ が推移的に作fflしているものを等質錐とよ
ぶ. このとき $G(\Omega)$ は $\mathbb{R}$ 上の代数群の (通常の位相に関する) identity component で
([15]), その複素化 $(G(\Omega)_{\mathbb{C}}, V_{\mathbb{C}})$ は概均質ベクトル空間となる. 双対ベクトル空間 $V^{*}$

の中の双対錐 $\Omega^{*}:=\{\xi\in V^{*} ; \langle x,\xi\rangle>0(\forall x\in\overline{\Omega}\backslash \{0\})\}$ も open な凸錐で, $G(\Omega)$

が反傾表現によって推移的に作用する等質錐である. 群 $G(\Omega)$ が簡約可能である必
要十分条件は $\Omega$ と $\Omega^{*}$ が線型同値なことであり, そのとき錐 $\Omega$ は対称錐とよばれる.
このような対称錐 $\Omega\subset V$ は完全に分類されており, ベクトル空間 $V$ 上に自然に定
義される Jordan 代数を用いてその構造は詳細に記述できる ([11], [1]).
対称錐は等質錐の中では非常に特別なクラスであり (対称錐の線型同値類の集合
は可算濃度であるのに対し等質錐のそれは連続濃度), 言い換えれば等質錐の一般論
は簡約可能でない概均質ベクトル空間の興味深い具体例を豊富に提供する. 対称で
ない等質錐については $G(\Omega)$ の構造は一般に複雑であり ([16]), その岩澤部分群 (極
大連結可解部分群) $H\subset G(\Omega)$ の $\Omega$ への単純推移的な作用に着目することが研究の
大きな鍵となる. すなわち $H$ の作用から $V$ 上には clan とよばれる非結合的代数
の構造が入り, これが (T度対称錐の研究における Jordan 代数のように) 等質錐を
代数的に研究する強力な道具となるのである. 実際, この clan を基にして等質錐 $\Omega$

は形式的な (ベクトル成分の) 対称行列の空間の中で “正定値なもの” の集合として
実現され, 群 $H$ の $V$ への作用は下三角行列にょる対称行列への作用と解釈される
([15, Chapter 3], [3]).
以上の着想に基づいて, 本稿では対称行列の行列式および小行列式に相当する多

項式を一般の等質錐に対して定義する. これは具体的には $H$ の作用に関する $V$ 上

の基本相対不変多項式であり, 我々はそれらの多項式を簡単に計算するアルゴリズ
ムを与える. 要点は� nberg および Gin市 kin によって導入された $V$ 上の相対不変
多項式, いわゆる integrml power function を一種の互除法にょって素因子分解する
ということである (定理 25). 得られた既約多項式は $\Omega$ が対称錐の場合には Jordan
代数の主小行列式 ([1, p. 113]) と一致する. また小行列の空間に相当する $V$ の部分
空間たちの中の等質錐 (部分錐とよぶ) に付随する相対不変式も合ゎせて考えること
により, 我々はさらに多数の既約多項式を得る. これらを等質錐 $\Omega$ に付随する小行
列式型多項式とよび, 定理 27(ii) では $\Omega$ の閉包 $\overline{\Omega}$ をそれらの多項式を用いて記述
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第 3 節では相対不変多項式に関する結果の応用として, 等質錐上の Riesz 超函数
(パラメータ付けされた相対不変超函数) で台が原点に集中するようなものを全て決
定する. 結論をいうとそのような Riesz 超函数は, その Laplace 変換が双対錐に付随
する基本相対不変多項式の巾乗の積となるものとして特徴付けられる (定理 32(i)).
もともと Gindikin が等質錐の上の調和解析を展開した動機付けのひとつは波動方
程式の基本解を Lorentz 錐の幾何と関連させて構成した M. Riesz [12] の着想を一

般化するということであったが $([3],[5])$ , 我々の結果によって Riesz-Gindikin の手法
で基本解が得られるような微分作用素は全て決定されたといえる. 実際そのような
微分作用素は双対錐に付随する相対不変多項式をシンボルとしてもつ定数係数微分
作用素に他ならない. 定理 32(iii) ではこれらの微分作用素に関する多変数糾函数
の類似物を計算した.
第 4 節では等質錐 $\Omega$ の閉包

–

$\Omega$ の $H$-軌道分解を与え, 小行列式型多項式を用いて
各軌道の構造を代数的に調べる. そのような軌道 $O$ の研究は Riesz 超函数の研究に

おいて重要である ([6], [10]) ばかりでなく, 等質 Siegel 領域上の調和解析にも応用
をもつ ([9]). 我々の主結果は次のとおりである (定理 45, 47) : 軌道 $O$ に対し, 以下
の (i), (ii) をみたすような既約多項式 $\phi_{1},$

$\ldots,$
$\phi_{d}$ と $\psi_{1},$ $\ldots,\psi_{M}$ を小行列式型多項式

から採ることができる.

(i) $O=\{x\in V;\phi_{\alpha}(x)>0(\alpha=1, \ldots, d), \psi_{m}(x)=0(m=1, \ldots, M)\}$ ,
(ii) 軌道 $O$ 上の相対不変函数で $V$ 上の多項式函数に拡張できるものは $\phi_{1},$

$\ldots,$
$\phi_{d}$ の

巾乗の積に等しい.

以下本稿で (とくに具体例を論じる際に) 必要な記号を挙げる : 次数 $lr$ の実対称

行列のなす集合を Sym(r,R) と表し, $x=(x_{*j}.)$ $\in \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}(r, \mathbb{R})$ について下三角行列 $x\vee$

と上三角行列 $\hat{x}$ を

モ.$\cdot \mathrm{j}$

$:=\{$

$x_{j}\dot{.}$ $(i>j)$ ,
$X-\dot{.}/2$ $(i=j)$ ,

0 $(i<j)$ ,

および $\hat{x}$ :=(苓)*( は行列の転置を表す) で定める. また $(m, k)$-行列単位を $E_{mk}$

で表す. 整数 $p\leq q$ について集合 $\{p,p+1, \ldots, q\}$ を $\lfloor p,$ $q\rfloor$ とかく. 正則行列の群

$\mathrm{G}\mathrm{L}(r, \mathbb{R})$ の Sym(r,R) への作用 $a$ を $a(g)x:=gxg^{*}\in \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}(r, \mathbb{R})(g\in \mathrm{G}\mathrm{L}(r,\mathbb{R}),$ $x\in$

Sym(r,R) $)$ で定める. ベクトル空間 $V$ について $V$ 上の多項式の集合を $P(V)$ と

表し, $V$ の双対ベクトル空間 $V^{*}$ 上の多項式 \phi \in P(V\rightarrow に対し $V$ 上の微分作用素
$\phi(\frac{\partial}{\partial x})$ を

$\phi(\frac{\partial}{\partial x})e^{\langle x,\xi)}=\phi(\xi)e^{\langle x,\xi\rangle}$ $(\xi\in V^{*})$

をみたすものとして定義する.
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\S 1. 等質錐 $1^{-}.$

.
付随する clan.

実ベクトル空間 $V$ の中の等質錐 $\Omega$ 上に序で述べたような分裂型可解 Lie 群 $H$

が線型かつ単純推移的に作用しているものとする. 錐 $\Omega$ の 1 点 $E$ を固定し, 可解
Lie 群 $H$ の Lie 代数を $\mathfrak{h}$ とする. このとき orbit map $H\ni t\vdash*t\cdot E\in\Omega$ の微分写
像 $\mathfrak{h}\ni L\mapsto*L\cdot E\in.V$ は線型同型だから, 任意の $x\in V$ につぃて $aL_{e}\cdot E=x$ となる
$L_{x}\in \mathfrak{h}$ が唯一つ存在する. これを用いて $V$ 上の双線型な積 $\triangle$ を $x\triangle y:=L_{x}\cdot y\in$

$V(x,y\in V)$ で定めると $E$ はこの積に関する単位元である. Lie 代数 $\mathfrak{h}$ の元 $[L_{x}, L_{y}]$

を $E$ に作用させると

$[L_{x}, L_{y}]\cdot E=L_{\Leftrightarrow}\cdot(L_{y}\cdot E)-L_{y}\cdot(L_{\mathrm{g}}\cdot E)=L_{l}\cdot y-L_{y}\cdot$ ae
$=x\triangle y-y\triangle x$

となるから, 定義より
$[L_{\mathrm{g}}, L_{y}]=aL_{e\Delta y-y\Delta ae}$ (1.1)

を得る. また [15, p. 362] の議論から (本質的には $\Omega$ が凸であることが根拠となっ
て), 代数 $(V, \triangle)$ は「コンパクト性」

Tr $L_{\approx\Delta ae}>0$ $(x\in V)$ (1.2)
をもつ.

一般に実ベクトル空間 $V$ とその上の双線型な積 $\triangle$ の組 $(V, \triangle)$ で, 左乗法作用
素 $L_{\sim}$ が (1.1) を満たすものを左対称代数という (この名称は関係式 (1.1) が結合子
$[x\triangle y\triangle z]:=ae\triangle(y\triangle z)-(x\triangle y)\triangle z(x,y, z\in V)$ を用いれば

$[x\triangle y\triangle z]=[y\triangle x\triangle z]$

と書き直せることに由来する [15, Chapter 2] $)$ . 左対称代数 $(V, \triangle)$ で, 条件 (1.2) を
満たし, かつ作用素の族 $\{aL_{e}a\}_{e\in V}$ が同時三角化可能であるものを clan とよぶ. 単
位元 $E$ をもつ clam $(V, \triangle)$ について $\Omega:=\{(\exp aL_{e})\cdot E;x\in V\}\subset V$ は等質錐で
あり, さらに次の事実が成り立っ :
定理 1.1(Vinberg[15]). 上述の対応により, 等質錐 $\Omega$ の線型同値類と単位元をも
つ clan $(V, \triangle)$ の同型類は一対一に対応する.

一般に clan は非結合的代数であるが次のような一種の Peirce 分解 (normal 分解)
をもつので比較的扱いやすい.

命題 L2 (Vinberg [15]). 次の条件をみたす元 . $E_{1},$
$\ldots,$

$E_{r}\in V$ が存在する.
(i) $E.\cdot\triangle E_{j}=\delta_{*\mathrm{j}}.E.\cdot$ $(1 \leq i,j\leq r)$ , すなわち $E_{1},$

$\ldots,$
$E$, は互いに直交する巾等元.

(\"u) $V= \sum_{1\leq k’ m3}^{\oplus},$ $V_{mk}$ , ただし

$V_{mk}:= \{x\in V;c\triangle x=\frac{c_{m}+c_{k}}{2}x,$ $x\triangle c=c_{k}x$ ($\forall c=\sum_{=1}^{\underline{r}}$ 果 $E_{*}.$ , 果 $\in \mathbb{R}$) $\}$ .

(i\"u) $V_{kk}=\mathbb{R}E_{k}(k=1, \ldots,r)$ .
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なお $\Omega$ が対称錐のとき, この分解は $\Omega$ に付随する Jordan 代数の Peirce 分解 ([1,
Chapter $\mathrm{I}\mathrm{V}$]) と一致する. 命題 12 に従って任意の $x\in V$ は $x= \sum_{k=1}^{r}x_{kk}E_{k}+$

$\sum_{1\leq k<m\leq r}X_{mk}(x_{kk}\in \mathbb{R}, X_{mk}\in V_{mk})$ と表される. 空間 $V$ 上の線型形式 $.E^{*}\in V^{*}$

.
を $\langle x, E^{*}\rangle:=\sum_{k=1}^{r}x_{kk}(x\in V)$ で定義し, $(x|y):=\langle x\triangle y, E^{*}\rangle/2(x,y\in V)$ とする
と $(\cdot|\cdot)$ は $V$ 上の内積を定め, 部 $\dot{\text{分}}$空間 $V_{mk}$ たちは互いに直交する.
双対錐 \Omega *tま $E^{*}$ を含む open な凸錐で, 群 $H$ は反傾表現によってその上に単

純推移的に作用する. これから等質錐 $\Omega^{*}$ に対応するものとして, 双対ベクトル空
間 $V^{*}$ には $E^{*}$ を単位元とする clan $(V‘, \Delta’)$ の構造が入る. 定理 1.1 から, $\Omega$ が

対称錐でない限り 2 つの clan $(V, \triangle)$ と $(V^{*}, \triangle’)$ は代数として同型ではない. また

clan $(V‘, \Delta’)$ は $\langle x, \mathfrak{E}_{k}\rangle:=x_{r+1-k,r+1-k}(x\in V)$ で定まる巾等元 $\mathfrak{E}_{k}\in V^{*}$ に関して

normal 分解され, その $(m, k)$-成分は $V_{r+1-k,\mathrm{r}+1-m}$ の双対空間に等しい. このよう
な “添数の反転” は議論のあちこちに現れて煩わしいが, 双対性を反映する必然的な
ものである ([15, Chapter 3, Section 6], [5, p. 86], [7, section 2] 参照).

例 LL 次数 $r$ の実対称行列の集合 Sym(r,R) を $V$ , その中で正定値なもの全体の
集合を $\Omega$ とする. このとき $\Omega$ は open な凸錐であり, その線型変換群 $G(\Omega)$ は

$a(\mathrm{G}\mathrm{L}(r,\mathbb{R}))$ と等しく, この群は $\Omega$ に推移的に作用している. 対角成分が正であるよ
うな $r$ 次の下三角行列からなる群を $H\subset \mathrm{G}\mathrm{L}(r,\mathbb{R})$ とすると, $H$ は $a$ によって $\Omega$ に

単純推移的に作用する (以後しばしば $H$ と $a(H)\subset \mathrm{G}\mathrm{L}(V)$ を同一視する). 固定点
$E$ として単位行列をとると》群 $H$ および $E\in\Omega$ から定 $\text{ま}$

. る
$V$ 上の clan 構造は

$x\triangle y:=xy\vee+y\hat{x}\in V$ $(x,y\in V)$

で与えられる. このとき巾等元 $E_{k}$ は行列単位 E,えであって部分空間 $V_{mk}$ は $\mathbb{R}(E_{mk}+$

$E_{km})(1\leq k.\leq m\leq r)$ に等しい. すなわち normal 分解は成分に関する $V$ の自然

な直和分解に他ならない.
カツプリング $\langle x, \xi\rangle:=\mathrm{t}\mathrm{r}(x\xi)(x,\xi\in V)$ によって $V^{*}$ と $V=\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}(r, \mathbb{R})$ を同一視

する. この同一視のもとで $\Omega^{*}$ と $\Omega$ は一致し (よって $\Omega$ は対称錐), 群 $H$ の $V^{*}$ への

反傾表現 $a^{*}$ は $a^{*}(t)\xi=a((t^{*})^{-1})\xi=(t^{*})^{-1}\xi t^{-1}’(t\in H, \xi\in V^{*})$ “となる. 双対錐 $\Omega^{*}$

に対応する clan $(V^{*}, \triangle’)$ は

$\xi\triangle’\eta:=\hat{\xi}\eta+\eta\xi$

.
$\in V^{*}\vee$ $(\xi,\eta\in V^{*})$

で与えられ, その normal 分解を与える巾等元 $\mathfrak{E}_{k}$ は $E_{r+1-k,r+1-k}$ に等しい.

例 1.1 は一般論を研究するうえでの見本となるような等質錐の典型例である. 実
際, 一般の clan $(V, \Delta)$ についてその元 $x= \sum_{k=1}^{r}x_{kk}E_{k}+\sum_{m>k}X_{mk}$ を対称行列

$(\begin{array}{l}x11X_{2}1X_{2}1x22X_{\prime}1X_{r2}\end{array}$ . . .
$X_{r2}X_{\mathrm{r}1}x_{rr})$
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の形に表示し適当な代数構造を定めてやれば, 群 $H$ の作用が下三角行列で表され
るなど例 1J と形式的に平行した議論をすすめることができる (いわゆる $T$ 代数の
理論 [15, Chapter 3]. なお [3] および [6, section 2] も参照).

例 L2 (Vinberg [15]). 実ベクトル空間 $V$ と可解 Lie 群 $H$ を, それぞれ次のよう
な 3 次の対称行列および下三角行列の集合として定める :

$V:=\{x=(\begin{array}{lll}x_{11} 0 x_{31}0 x_{22} x_{32}x_{31} x_{S2} x_{33}\end{array})$ ; $x_{11},x_{31},x_{22},$ $x_{32},$ $x_{33}\in \mathbb{R}\}$ , (1.3)

$H:=\{t=(\begin{array}{lll}t_{11} 0 00 t_{22} 0t_{31} t_{32} t_{33}\end{array})$ ; $t_{11},$ $t_{22},$ $t_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}>0$ , $t_{32},$ $t_{33}\in \mathbb{R}\}$ . (1.4)

このとき $a$ による群 $H$ の作用は $V$ を保ち, $H$ は open な凸錐 $\Omega:=\{x\in V;x>>0\}$

の上には単純推移的に作用する. な右 $\Omega$ の線型変換群 $G(\Omega)\subset \mathrm{G}\mathrm{L}(V)$ &i $a(H)$ と次
の 3 つの線型変換から生成される ([10]) :

$a(\begin{array}{lll}-1 0 00 1 00 0 \mathrm{l}\end{array})$ , $a(\begin{array}{ll}10 00-1 000 1\end{array})$ , $a(\begin{array}{lll}0 1 01 0 00 0 \mathrm{l}\end{array})$ .

とくに $G(\Omega)$ は可解 Lie 群であり, $a(H)$ はその identity component である. 例 1J
と同様に, $\Omega$ の固定点 $E$ として単位行列をとると x\triangle y:=x\check y+y品 $\in V(x,y\in V)$

であり, clan $(V, \triangle)$ の normal 分解は成分に関する直和分解に一致する (ただし
$V_{21}=\{0\})$ .
実ベクトル空間 $W\subset \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}(4, \mathbb{R})$ を

$W:=\{\xi=(\begin{array}{llll}\xi_{11} 0 \xi_{31} 00 \xi_{22} 0 \xi_{S2}\xi_{31} 0 \xi_{3S} 00 \xi_{ 2} 0 \epsilon_{\ae}\end{array})$ ; $\xi_{11},\xi_{22},\mathrm{a}\epsilon_{\mathrm{e}},\xi_{31},\xi_{32}\in \mathbb{R}\}$ .

によって定める. 元 $\xi\in W$ に対して

$\tilde{\xi}:=0t_{2}2$ $\xi_{33}\xi_{32})\xi_{31}\in V$

とし, カップリング
$\langle x,\xi\rangle:=\mathrm{t}\mathrm{r}(x\tilde{\xi})(x\in V, \xi\in W)$
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によって $W$ を双対空間 $V^{*}$ と同一視する. このとき

$\Omega^{*}=\{\xi\in W;\xi\gg 0\}=\{\xi\in W;\xi_{33}>0, \xi_{33}\xi_{22}-\xi_{32}^{2}>0, \xi_{33}\xi_{11}-\xi_{31}^{2}>0\}$

となる. 二つの錐 $\Omega$ と \Omega *#ま線型同値ではな $\text{く}([15])$ , すなわち $\Omega$ は対称でない等

質錐である. 群 $H$ の元 $t\in H\subset \mathrm{G}\mathrm{L}(3, \mathbb{R})$ ( $(1.4)$ 参照) について

$t’:=(\begin{array}{llll}t_{11} 0 t_{31} 00 t_{22} 0 t_{32}0 0 t_{33} 00 0 0 t_{33}\end{array})\in \mathrm{G}\mathrm{L}(4,\mathbb{R})$

とすると, $H$ の反傾表現 $a^{*}$ }ま $a^{*}(t)\xi=a((t’)^{-1})\xi(\xi\in W)$ となる. これから \Omega *tこ

対応する clan 構造は $\xi\Delta’\eta=\hat{\xi}\eta+\eta\xi\vee(\xi, \eta\in W)$ で与え $\tilde{l.\supset}$ れ, その normal 分解を
与える巾等元は $\mathrm{C}_{1}=E_{33}+E_{44},$ $\mathfrak{E}_{2}=E_{22},$ $\mathfrak{E}_{3}=E_{11}$ と $f_{\epsilon}\mathrm{X}$る.

集合 $I\subset\{1, \ldots, r\}$ について $E_{I}:= \sum_{:\in I}E_{*}$. $\in V$ とする. このとき $E_{I}$ は $(V, \Delta)$ の

巾等元であり, 逆に任意の巾等元は全てこの形にかける ([15, Chapter $2,\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}9]$ ).

集合 $I$ が空でないとき $V^{I}:= \sum_{m,k\in V}^{\oplus}V_{mk}\subset V$ とすると $(V^{I}, \Delta)$ は $(V, \Delta)$ の部分

代数であり, $E_{I}$ はその単位元である. 対応する等質錐

$\Omega^{I}:=\{(\exp L_{x})\cdot E_{I} ; x\in V^{I}\}\subset V^{I}$ (1.5)

たちを $\Omega$ の部分錐とよぶ. 直交射影 $P_{I}$ : V\rightarrow V\fallingdotseq こよる $x\in V$ の像を $x_{I}$ とかく.

例 1.1 の場合, $x=(x_{mk})$ $\in V$ に対し $x_{I}$ とは小行列 $(x_{mk})_{m,k\in I}$ に他ならない.

\S 2. $V$ 上の基本相対不変多項式.
パラメータ $s=(s_{1}, s_{2}, \ldots, s_{r})\in \mathbb{C}^{r}$ について群 $H$ の 1 次元表現 $\chi$. : $Harrow \mathbb{C}^{\mathrm{x}}$ を

$\chi.(\exp(\sum_{k=1}^{f}c_{k}L_{E_{k}})):=e.1\mathrm{c}_{1}+\cdots+\cdot r\mathrm{c}r$ $(c_{1}, \ldots, c_{r}\in \mathbb{R})$ (2.1)

で定義すると, $H$ の任意の 1 次元表現はこのような $\chi$. の形にパラメータ付けされ
る. ベクトル空間 $V$ 上の多項式 $f$ が $\chi$. に対応する相対不変多項式であるとは

$f(t\cdot x)=\chi.(t)f(x)$ $(t\in H, x\in V)$ (2.2)

が成り立つことをいう. 等質錐 $\Omega\subset V$ は open な $H$-軌道だから, $\chi$. に対応する $f$

は存在するならば定数倍を除き一意に定まる. この節ではこのような相対不変多項
式 $f$ を全て決定する.

補題 2.1. 相対不変多項式 $f$ に対応する 1 次元表現 $\chi$. について各 $s_{1},$ $s_{2},$ $\ldots,$
$s_{r}$ は

非負整数である.
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証明) 元 $t= \exp(\sum_{k=1}^{r}c_{k}L_{B_{k}})\in H$ (こ対して $t\cdot E=e^{\mathrm{c}_{1}}E_{1}+e^{\mathrm{c}_{l}}E_{2}+\cdots+e^{\mathrm{c}_{r}}E_{f}$ だ
から (2.1) と (2.2) より $f(e^{\mathrm{c}_{1}}E_{1}+e^{\mathrm{c}_{2}}E_{2}+\cdots+e^{\mathrm{c}_{r}}E_{f})=(e^{\mathrm{c}_{1}}).1(e^{\mathrm{c}_{2}}).2\ldots(e^{c_{r}}).rf(E)$ .
ここで $f$ は多項式だから $s_{1},$ $\ldots,$

$s_{r}\in \mathbb{Z}_{\geq 0}$ . 口

整数 $l=1,2,$ $\ldots,$
$r$ [こついて

$V^{\lfloor l_{\mathrm{P}\rfloor}}’= \sum_{l\leq k\leq m\leq \mathrm{r}}\oplus V_{mk}\subset V$

は H-不変な部分空間である (記号 $\lfloor\cdot,$ $\cdot\rfloor$ については序章参照). 任意の $x\in V^{\lfloor l,r\rfloor}$ は
$x=x \iota\iota E\iota+\sum_{m>l}X_{ml}+x\lfloor l+1,r\rfloor$ ( $xu\in \mathbb{R},$ $X_{ml}\in V_{ml}$ , x\lfloor 、+l,,\rfloor \in V

$\lfloor l+1,r\rfloor$ ) と力) $\ovalbox{\tt\small REJECT}\mathrm{e}$ る力\leq ,
これに対し

$\varphi_{l}(x):=x_{ll}$ , $\Phi_{l}(x):=x_{ll}x_{\lfloor l+1_{1}r\rfloor}-(\sum_{m>l}X_{ml})\triangle(\sum_{m>l}X_{ml})/2$

として函数 $\varphi_{l}$ : $V^{\lfloor l,r\rfloor}arrow \mathbb{R}$ およひ写像 $\Phi_{l}$ : $V^{\lfloor l,r\rfloor}arrow V^{\lfloor l+1,r\rfloor}$ を定義する. たとえ
ば $V=\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}(r,\mathbb{R})$ のとき, 埋め込み Sym(r+l–l, $\mathbb{R}$) $\ni x|arrow(_{0ae}^{\mathrm{o}0})\in V$ によって

$\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}(r+1-l,\mathbb{R})$ と $V^{\lfloor l.r\rfloor}$ を同一視すると,

$\Phi_{l}$ : $V\lfloor l.7\rfloor$
$\ni$ $(\begin{array}{llll}x_{ll} x_{l+1_{\prime}l} \cdots x_{rl}x_{l+1_{\prime}l} x_{l+1_{\prime}l+1} \cdots x_{r,l+\sim}\vdots \vdots \ddots \vdots x_{rl} x_{r,l+1} \cdots x_{rr}\end{array})$

$\mapsto xu(\begin{array}{lll}x_{l+1,l+1} x_{r,l+1}\vdots \ddots \vdots x_{r,l+1} x_{rr}\end{array})$ – $(\begin{array}{l}x_{l+1_{\prime}l}\vdots x_{\prime}\iota\end{array})$ ($x_{l+1,l}$ $x_{rl}$) $\in V^{\mathrm{L}^{l}+1,t\rfloor}$

$xn$

$x_{l+1,l}$

.$\cdot$.
$x_{rl}$

$x_{l+1,l+1}$ .. . $x_{r,l+1}$

.$\cdot$. ... .$\cdot$.

$x_{r,l+1}$ ... $x_{rr}$

(k)
となる. 整数 $l=1,2,$ $\ldots,r$ について $\delta^{l}:=(0, \ldots, 0,1,0.’\ldots, 0)\in \mathbb{Z}_{>0,\prime}^{r}$ とする.

補題 2.2. ベクトル空間 $V^{\lfloor l,r\rfloor}(l=1, \ldots,r)$ の元 $x$ と群 $H$ の元 $t$ につぃて

$\varphi_{l}(t\cdot x)=\chi_{\delta^{\iota}}(t)\varphi_{l}(x)$ , (2.3)
$\Phi_{l}(t\cdot x)=\chi_{\delta^{l}}(t)t\cdot\Phi_{l}(x)$ (2.4)

が成り立つ.

多項式写像 $\Phi_{l}$ と $\varphi_{l}$ を用いて $V$ 上の多項式 $D_{k}(k=1, \ldots,r)$ を

$D_{1}:=\varphi_{1}$ , $D_{k}:=\varphi_{k}0\Phi_{k-1}0\cdots 0\Phi_{1}(k=2, \ldots,r)$ (2.5)
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と定義すると, これらは $H$-相対不変である. 実際, \mbox{\boldmath $\varphi$}、と $\Phi_{l}$ がそれぞれ 1 次と 2 次
の写像であるということと補題 22 から》たとえば

$D_{3}(t\cdot x)=\varphi_{3}0\Phi_{2}0\Phi_{1}(t\cdot x)$

$=\chi_{\delta^{1}}(t)^{2}\varphi_{3}0\Phi_{2}(t\cdot\Phi_{1}(x))$

$=\chi_{\delta^{1}}(t)^{2}\chi_{\delta^{2}}(t)\varphi_{3}(t\cdot\Phi_{2}0\Phi_{1}(x))$

$=\chi_{\delta^{1}}(t)^{2}\chi_{\delta^{2}}(t)\chi_{\delta^{3}}(t)\varphi_{3}0\Phi_{2}0\Phi_{1}(x)$

$=\chi_{2\delta^{1}+\delta^{2}+\delta^{3}}(t)D_{3}(x)$ .

同様の議論から, 次の命題を得る.

命題 23(Vinberg [15], Gindikin [3]). 整数 $k=1,$ $\ldots,r$ について

$\mu(k):=\{$

$(1, 0, \ldots, 0)$ $(k=1)$ ,
(k)

$(2^{k-2},2^{k-3}, \ldots, 1,1,0, \ldots, 0)$ $(k=2, \ldots,r)$ .

とすると

$D_{k}(t\cdot x):=\chi_{\mu(k)}(t)D_{k}(x)$ $(t\in H, x\in V)$

が成り立つ.

部分錐 $\Omega^{\lfloor l,r\rfloor}\subset V^{\lfloor l,r\rfloor}$ は $\Phi_{l}$ [こよって $\Omega^{\lfloor l+1,r\rfloor}\subset V\lfloor l+1|r\rfloor$ [こ移る. 実際

$\Phi_{l}^{-1}(\Omega^{\lfloor l+1,r\rfloor})=\Omega^{\lfloor l,r\rfloor}\cup(-\Omega^{\lfloor l,r\rfloor})$ $(.2.6_{-})$

$\Omega^{\lfloor l,\mathrm{p}\rfloor}=\{x\in V^{\lfloor l,r\rfloor} ; \varphi\iota(x)>0, \Phi_{l}(x)\in\Omega^{\lfloor l+1,r\rfloor}\}$ (2.7)

が成り立ち, さらに (2.7) と (2.5) から次の命題が帰納的に示される.

命題 24(Vinberg [15]). 等質錐は多項式 $D_{1},$
$\ldots,$

$D_{r}$ を用いて次のように記述さ
れる :

$\Omega=\{x\in V;.D_{k}(x)>0(k=1, \ldots,r)\}$ . $\cdot$ .

命題 23 と 2.4 の Vinberg による証明はより直接的な計算に基づいており, 補
題 22 を用いた我々のアプローチはPiatetskii-Shapiro [13, p. 64] に近い.
多項式 $D_{k}$ は $2^{k-1}$ 次の多項式で多くの場合 ’余計な’ 因子を含んでおり, 必ずし
もそれらの巾乗の積が相対不変多項式全体を生成するとは限らない (例 21, 22 参
照). 以下で我々は $D_{k}$ を一種の互除法によって素因子分解し, そうして得られた素
因子たちの巾乗の積として全ての相対不変多項式が表されることを示す.
ベクトル空間 $V$ 上の多項式 $\Delta_{k}$ $(k.=1, \ldots,r)$ を次のように定める :(i) $\Delta_{1}:=D_{1}$ ,

(ii) $\Delta_{1},$

$\ldots,$
$\Delta_{k-1}$ まで定まったとき, それらで $D_{k}$ を割れるだけ割り, 残った商を $\Delta_{k}$

とする. すなわち

$D_{k}=\Delta_{k}\cdot(\Delta_{1})^{a_{k1}}(\Delta_{2})^{a_{k2}}\cdots(\Delta_{k-1})^{a_{k,k-1}}$ $(\dot{a}_{k1}, a_{k2}, \ldots, a_{k,k-1}\in \mathbb{Z}\geq 0)$

かつ \Delta \sim ま $\Delta_{1},$

$\ldots,$
$\Delta_{k-1}$ のいずれによっても整除されないものとする.
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定理 2.5. (i) 各 $\Delta_{6}(k\ovalbox{\tt\small REJECT} 1, \ldots, r)$ は既約な相対不変多項式であり, 対応する 1 次元
表現を $\mathrm{X},(k)$ とすると $\sigma(k)_{k}\ovalbox{\tt\small REJECT} 1$ かつ $\sigma(k)_{m}\ovalbox{\tt\small REJECT} 0(m\ovalbox{\tt\small REJECT} k+1, \ldots,r)$ . すなわち $r$ 個
の整数の組 $\sigma(k)$ は

(k)
$\sigma(k)=(*, \ldots, *, 1,0, \ldots, 0)$ ( $*$ は非負整数) (2.8)

の形をしている.

(ii) $\Delta_{1},$ $\Delta_{2},$

$\ldots,$
$\Delta_{f}$ は $H$ の作用に関する基本相対不変式である. すなわち $V$ 上の任

意の $H$-相対不変多項式は $C(\Delta_{1})^{a_{1}}(\Delta_{2})^{a_{2}}\ldots(\Delta_{r})^{a_{r}}$ ( $C\in \mathbb{C},$ $a_{1},$ $\ldots$ , へ $\in \mathbb{Z}_{\geq 0}$ ) の形
にかける.

証明) (i) 整数 $k$ に関する帰納法で証明する. 多項式 $D_{k}$ が

$D_{k}=\varphi_{1}\varphi_{2}\ldots\varphi_{N}$ (2.9)

と素因子分解されているとしよう. このとき各 \mbox{\boldmath $\varphi$}、 $(n=1, \ldots, N)$ も H-相対不
変である ([14, Proposition $2(2)]$ ). 多項式 $\varphi_{n}$ に対応する 1 次元表現を \chi 1、 $(s^{n}=$

$(s\mathrm{i}^{*}, \ldots, s_{r}^{n})\in \mathbb{C}’)$ とする. 命題 23 と (2.9) から $\mu(k)=s^{1}+s^{2}+\cdots+s^{N}$ である.
とくに $m=k+1,$ $\ldots,r$ [こついては

$0=\mu(k)_{m}=s_{m}^{1}+s_{m}^{2}+\cdots+s_{m}^{N}$

で, 補題 21 より $s_{m}^{1},$
$\ldots,$

$s_{m}^{N}$ は非負整数だから $s_{m}^{1}=s_{m}^{2}=\cdots=s_{m}^{N}=0$ . 同様 (こ

$1=\mu(k)_{k}=s_{k}^{1}+s_{k}^{2}+\cdots+s_{k}^{N}$

から, s�, .. . , $s_{k}^{N}$ のうちの何れ力\vdash つだけが 1 で他は 0 ということがわかる. ここ
で $s_{k}^{1}=1$ としよう. このとき $\tilde{\sigma}:=s^{2}+\cdots+s^{N}$ とすると $\tilde{\sigma}_{m}=0(m\geq k)$ だから,
$\sigma(i)(i=1, \ldots, k-1)$ に関する帰納法の仮定 (2.8) より

$s^{2}+\cdots+s^{N}=\tilde{\sigma}=a_{k1}\sigma(1)+a_{k2}\sigma(2)+\cdots+a_{k,k-1}\sigma(k-1)$

となるような整数 $a_{k1},$ $\ldots a_{k2},$ $\ldots,$ $a_{k,k-1}$ がとれる. 両辺に対応する相対不変式を比
較すると, ある定数 $C_{0}\in \mathbb{C}$ があって

$\varphi_{2}\ldots\varphi_{N}=C_{0}(\Delta_{1})^{a_{k1}}(\Delta_{2})^{a_{k2}}\cdots(\Delta_{k-1})^{a_{l,k-1}}$.

ここで帰納法の仮定より $\Delta_{1},$

$\ldots,$
$\Delta_{k-1}$ は既約多項式だから $a_{k1},$ $\ldots,$ $a_{k,k-1}$ は負でな

い. したがって $\Delta_{k}$ の定義から $\Delta_{k}=C_{0}\varphi_{1}$ かつ $\sigma(k)=s^{1}$ であり, 主張は成り立つ.
(ii) 相対不変多項式 $f$ に対応する $\chi$. について, 補題 2.1 と (2.8) から $s=a_{1}\sigma(1)+$

$a_{2}\sigma(2)+\cdots+a_{r}\sigma(r)$ となる整数 $a_{1},$ $\ldots$ ,へがとれる. これからある定数 $C$ があって

$f=C(\Delta_{1})^{a_{1}}(\Delta_{2})^{a_{2}}\ldots(\Delta_{r})^{a_{r}}$
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$\ \hslash^{1}lfo\hslash\grave{\grave{)}},$ $\Delta_{1},$

$\ldots,$
$\Delta_{\mathrm{P}}\#\mathrm{J}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\kappa_{\backslash ^{\backslash }}f’.\backslash \hslash^{1}\backslash \supset \mathrm{t}^{-}a_{1},$

$\ldots,$ $a,$
$\mathrm{t}\mathrm{J}\mathrm{g}T^{\backslash }\backslash f\mathrm{X}\mathrm{t}\backslash$ . $\square$

以上の議論を双対錐 \Omega *こ対応する clan $(V^{*}, \triangle’)$ に適用して, $V^{*}$ 上の H-基本相
対不変多項式 $\Delta_{1}^{*},$ $\Delta_{2}^{*},$

$\ldots,$
$\Delta_{r}^{*}$ が得られる. ただし $(V^{*}, \triangle’)$ の normal 分解から定ま

る $H$ の 1 次元表現のパラメータ付けを $\chi^{*}.(s=(s_{1}, \ldots, s_{r})\in \mathbb{C}^{r})$ としたとき, 前節
で述べた “添数の反転” から $t\in H$ について

$\chi^{*}.(t)=\chi_{-}.*(t)$ (ただし $s^{*}:=(s_{r},$
$\ldots,$ $s_{2},$ $s_{1})$ ) (2.10)

となる ([7, Section 2]). このことと定理 25 から次が従う.

命題 26. 双対錐 $\Omega^{*}$ に付随する基本相対不変式 $\Delta_{k}^{*}(k=1, \ldots, r)$ について,

(k)
$\rho(k)=(*, \ldots, *, 1,0, \ldots, 0)$

という形の非負整数の組 \rho (k)\in Z5。で

$\Delta_{k}^{*}(t\cdot\xi)=\chi_{-\rho(k)^{\mathrm{s}}}(t)\Delta_{k}^{*}(\xi)$ $(t\in H, \xi\in V^{*})$

となるものが存在する.

例 2.1. 例 1J に続いて $V=\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}(r, \mathbb{R})$ の場合を考える. このとき

$D_{k}(x)=\{$
$\det x\lfloor 1,k\rfloor$ $(k=1,2)$ ,
$(\det x\lfloor 1,1\rfloor)^{2^{k-3}}(\det x\lfloor 1,2\rfloor)^{2^{k-4}}\ldots(\det x\lfloor 1,k-2\rfloor)\cdot(\det x\lfloor 1,k\rfloor)$ $(k=3, \ldots,r)$ .

よって $\Delta_{k}(x)=\det x\lfloor 1,k\rfloor$ , すなわち $\Delta_{k}$ は $k$ 次の主小行列式に等しい. 一方, 可解
Lie 代数 $\mathfrak{h}$ を下三角行列の集合として実現すると $L_{B_{k}}=E_{kk}/2$ だから (2.1) より

$\chi.(t)=(t_{11})^{2}.1(t_{22})^{2}.2\ldots(t_{rr})^{2}.r$ $(t\in H)$

(k)
である. よって $\Delta_{k}(a(t)x)=(t_{11})^{2}\ldots(t_{kk})^{2}\Delta_{k}(x)$ から $\sigma(k)=(1, \ldots, 1,0, \ldots,0)$ .
双対錐 $\Omega^{*}$ の基本相対不変多項式については $\Delta_{k}^{*}(\xi)=\det\xi\lfloor r+1-k,r\rfloor(\xi\in V^{*})$ とな

りフ $t\in H$ (こついて

$\Delta_{k}^{*}(a^{*}(t)\xi)=(t_{r+1-k,r+1-k})^{-2}\ldots(t_{r-1,r-1})^{-2}(t_{rr})^{-2}\Delta_{k}^{*}(\xi)=\chi_{-\sigma(k)}.(t)\Delta_{k}^{*}(\xi)$

(k)
だから $\rho(k)=\sigma(k)=(1, \ldots, 1,0, \ldots, 0)$ .
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例 2.2. 例 12 で論じた状況を考える. 元 $x=(x_{mk})\in V$ について

$D_{1}(x)=x_{11}$ , $D_{2}(x)=x_{11}x_{22}$ , D3(x)=xu(x11x22x33-x22x321-x11xI2)》

よって

$\Delta_{1}(x)=x_{11}$ , $\Delta_{2}(x)=x_{22}$ , $\Delta_{3}(x)=x_{11}x_{22}x_{33}-x_{22}x_{31}^{2}-x_{11}x_{32}^{2}=\det x$ .

例 21 と同様 $\chi(\cdot 1,.2,.3)(t)=(t_{11})^{2}.1(t_{22})^{2}.2(t_{33})^{2\cdot \mathrm{a}}(t\in H)$ だから

$\sigma(1)=(1,0,0)$ , $\sigma(2)=(0,1,0)$ , $\sigma(3)=(1,1,1)$ .

双対錐 $\Omega^{*}\subset W$ については, 元 $\xi\in W$ について

$D_{1}^{*}(\xi)=\xi_{33}$ , $D_{2}^{*}(\xi)=\xi_{33}\xi_{22}-\xi_{32}^{2}$ , $D_{3}^{*}(\xi)=(\xi_{33}\xi_{22}-\xi_{32}^{2})(\xi_{33}\xi_{11}-\xi_{31}^{2})$

から
$\Delta_{1}^{*}(\xi)=\xi_{33}$ , $\Delta_{2}^{*}(\xi)=\xi_{33}\xi_{22}-\xi_{32}^{2}$ , $\Delta_{3}^{*}(\xi)=\xi_{33}\xi_{11}-\xi_{31}^{2}$

となり, よって

$\rho(1)=(1,0,0)$ , $\rho(2)=(1,1,0)$ , $\rho(3)=(1,0,1)$ .

このように $\Omega$ が対称錐でないことを反映して》$V$ 上の相対不変多項式と $V^{*}\equiv W$ 上

の相対不変多項式の様子は全く異なる. なお, この例は Gindikin [5, p. 98] によって
も考察されている.

. 多項式 $D_{r}$ と $\Delta_{r}$ をそれぞれ $D,$ $\Delta$ と書き, 等質錐 $\Omega$ に付随する合成行列式お
よひ被約行列式とよぶ. 部分錐 $\Omega^{\mathrm{J}}\subset V^{t}$ に付随する $V^{I}$ 上の合成行列式と被約行
列式をそれぞれ $D^{I}$ と $\Delta^{I}$ で表し, 直交射影 $P_{I}$ : $Varrow V\mathrm{r}$ と合成してそれらを $V$

上の多項式に拡張する : $D^{I}(x):=D^{I}(x_{J}),$ $\Delta^{I}(x):=\Delta^{I}(ae_{I})$ $(x\in V)$ . 定義から
$D_{k},$ $\Delta_{k}(k=1, \ldots,r)$ はそれぞれ $D^{\lfloor 1,k\rfloor},$

$\Delta^{\lfloor 1,k\rfloor}$ 1こ他ならない. こうして得られた
多項式たちを等質錐 $\Omega$ に付随する小行列式型多項式とよぶ. 実際 $V=\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}(r, \mathbb{R})$ の

場合, $\Delta^{I}(x)(x\in V)$ は小行列式 $\det x:(x\in V)$ に等しい.

定理 2.7. 等質錐 $\Omega$ およびその閉包 $\overline{\Omega}$ は小行列式型多項式を用いて次のように記
述される :
(i) $\Omega=\{x\in V;\Delta_{k}(x)>0 (k=1, \ldots,r)\}$ .
(ii) $\overline{\Omega}=\{x\in V;\Delta^{t}(x)\geq 0 (I\subset\lfloor 1,r\rfloor, I\neq\emptyset)\}$.
この定理の (i) は命題 2.4 から従う. なお (i) から $\overline{\Omega}\subset\{x\in V;\Delta_{k}(x)\geq 0$ $(k=$

$1,$ $\ldots,r)\}$ となるが, 逆の包含関係は必ずしも成り立たない. たとえば $V$ が 2 次の
対称行列のとき, $x=(_{0-1}^{\mathrm{o}\mathrm{o}})$ 1こついて $\Delta_{k}(x)=0(k=1,2)$ だが $x\not\in\overline{\Omega}$. すなわち
(ii) で述べているように $\overline{\Omega}$ を特徴づけるには多項式 $\Delta_{k}$ だけでな $\text{く}2^{r}-1$ 個の小行
列型多項式 $\Delta^{I}$ が必要になるのである.
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例 23. 例 12 の場合, $\Omega CV$ および $\Omega" CW$ に付随する小行列式型多項式は次の
通り ( $\Delta^{\ovalbox{\tt\small REJECT} k\rfloor}\ovalbox{\tt\small REJECT}\Delta$ , と $\Delta\ovalbox{\tt\small REJECT}_{1,\ \rfloor}\ovalbox{\tt\small REJECT}\Delta$; については例 22 を参照) $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ 元 $xarrow V$ と $\xi CW$ に

ついて

$\Delta^{\{2\}}(x)=x_{22}$ , $\Delta^{\{3\}}(x)=x_{33}.$
’

$\Delta^{\{1,3\rangle}(x)=x_{11}x_{33}-x_{31}^{2}$ ,
$\Delta^{\{2,3\}}(x)=x_{22}x_{33}-x_{32}^{2}$ ,

$\Delta_{\{2\}}^{*}(\xi)=\xi_{22}$ , $\Delta_{\{3\}}^{*}(\xi)=\Delta_{\{2,3\}}^{*}(\xi)=\xi_{11}$ , $\Delta_{\{1\beta\}}^{*}(\xi)=\xi_{33}\xi_{11}-\xi_{31}^{2}$ .

\S 3. $\Omega$ 上の Riesz 超関数.

パラメータ $s\in \mathbb{C}^{r}$ について等質錐 $\Omega$ 上の函数 1. を

$\prime \mathrm{r}.(t\cdot E):=\chi.(t)$ $(t\in H)$

(こよって定義する. このとき (2.8) から $s=\alpha_{1}\sigma(1)+\alpha_{2}\sigma(2)+\cdots+$ へ $\sigma(r)$ となる

$\alpha_{k}\in \mathbb{C}(k=1, \ldots,r)$ がとれて,

$\prime \mathrm{r}.(x)=\Delta_{1}(x)^{\alpha_{1}}\Delta_{2}(x)^{\alpha_{2}}\ldots\Delta_{r}(x)^{\alpha_{r}}$ $(x\in\Omega)$

が成り立つ ( $x\in\Omega$ ならば定理 27(i) から $\Delta_{k}(x)$ は正数なのでその複素数巾も定
義できる).
非負整数の組 $p,$ $q\in \mathbb{Z}_{\geq 0}^{\mathrm{r}}$ と非負半整数の組 $d \in\frac{1}{2}\mathbb{Z}_{\geq 0}^{r}$ を

$p_{k}:= \sum_{:<k}\dim V_{k*}.$ , $q_{k}:= \sum_{m>k}\dim V_{mk}$ ,
(3.1)

$d_{k}:=1+(p_{k}+q_{k})/2$ $(k=1, \ldots,r)$ .

で定めると, $\prime \mathrm{r}_{-d}(x)dm(x)$ ( $dm$ は $V$ の内積から定まる Lebesgue 測度) は $\Omega$ 上の

$H$-不変な測度である. 条件

$\Re s_{k}>p_{k}/2$ $(k=1, \ldots,r)$ (3.2)

をみたすパラメータ $s$ について $\Omega$ 上の $\Gamma$ 積分

$\Gamma_{\Omega}(s):=\int_{\Omega}e^{-(x,E^{\mathrm{r}}\rangle}1.-d(x)dm(x)$

は絶対収束し�その値は

$2^{-r/2} \pi^{(\dim V-r)/2}\prod_{k=1}^{r}\Gamma(s_{k}-p_{k}/2)$ (3.3)

と通常の $\Gamma$ 函数の積として表される ([3, Theorem 2.1]). さらに (3.2) の下で $V$ 上

の緩増加超函数 $\mathcal{R}$. $\in S’(V)$ を

$\langle \mathcal{R}., \varphi\rangle:=\frac{1}{\Gamma_{\Omega}(s)}\int_{\Omega}\varphi(x)’\mathrm{r}.-d(x)dm(x)$ (3.4)
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仲は $V$ 上の急減少函数) で定めると, 右辺は $s$ に関する $\mathbb{C}^{r}$ 上の整函数に解析接続さ
れ, それによって全ての $s\mathrm{C}\mathrm{C}$ について $\mathcal{R}$. $\epsilon \mathrm{S}’(V)$ が定義される ([3, Theorem 3.1]).
この定義から直ちに $\langle$ $\mathcal{R}.,$ $e^{\ovalbox{\tt\small REJECT}\circ.E)}.)\ovalbox{\tt\small REJECT})$ および H-相対不変性

$\langle \mathcal{R}., \varphi \mathrm{o}t\rangle=\chi_{-}.(t)\langle \mathcal{R}., \varphi\rangle$ $(t\in H)$

がわかり, これらからさらに次のことが従う.

命題 3.1(Gindikin [3]). (i) $\langle \mathcal{R}., e^{-(\cdot} ’.\rangle=\chi.(t)$ $(t\in H)$ .
(ii) $\mathcal{R}$. $*\mathcal{R}.’=\mathcal{R}.+\cdot’$ .
(iii) $h$ は原点における Dirac 超函数 $\delta$ に等しい.

定義 (3.4) より, 超函数 $\mathcal{R}.’+d$ の $\Omega$ への制限は函数 $\Gamma_{\Omega}(s’+d)^{-1}1.$’と同一視で
きる. よって命題 31(ii) および (3.1) と (3.3) がら $x\in\Omega$ につぃて

$\mathcal{R}$. $*1.’(x)= \frac{\Gamma_{\Omega}(s’+d)}{\Gamma_{\Omega}(s+s+d)},\prime \mathrm{r},+\cdot’(x)$

$=( \prod_{k=1}^{r}\frac{\Gamma(s_{k}’+1+q_{k}/2)}{\Gamma(s_{k}+s_{k}’+1+q_{k}/2)})1_{+}..’(x)$

(3.5)

を得る. 一方命題 31(i) から, Laplace 変換が双対錐 $\Omega^{*}$ 上の H-相対不変函数に
等しいような超函数として $\mathcal{R}$. が特徴付けられることがわかる. このことと前節の
相対不変多項式に関する結果を合わせて次の定理を得る.

定理 3.2. (i) 整数の組 $\rho(k)\in \mathbb{Z}_{>0}^{r}(k=1,$
$\ldots$ \mapsto は命題 26 のものとする. Riesz 超

函数 $\mathcal{R}$. の台が 1 点集合 {0} に $\acute{\text{等}}$しい必要十分条件は非負整数 $a_{1},$ $a_{2},$ $\ldots,$
$a_{r}$ があっ

てー s* $=a_{1}\rho(1)+a_{2}\rho(2)+\cdots+a_{r}\rho(r)$ となることである. このとき

$\mathcal{R}$. $= \Delta_{1}^{*}(\frac{\partial}{\partial ae})^{a_{1}}\Delta_{2}^{*}(\frac{\partial}{\partial ae})^{a_{2}}\ldots\Delta_{r}^{*}(\frac{\partial}{\partial ae})^{a_{r}}\delta$

が成り立つ.
(ii) 上の状況で $\phi:=(\Delta_{1}^{*})^{a_{1}}(\Delta_{2}^{*})^{a_{2}}\ldots(\Delta_{r}^{*})^{a_{r}}\in \mathcal{P}(V^{*}),$

$m:=-s^{*}\in \mathbb{Z}_{\geq 0}^{r}$ とすると

$\phi(\frac{\partial}{\partial ae})R_{m}\cdot=\delta$ .

(iii) 任意の $\sigma=(\sigma_{1}, \ldots,\sigma_{r})\in \mathbb{C}^{r}$ と $x\in\Omega$ について

$\phi(\frac{\partial}{\partial ae})1_{\sigma+m}\cdot(oe)=(\prod_{m_{r+1-\iota>0}}\prod_{l=1}^{m_{r+1-k}}(\sigma_{k}+q_{k}/2+l))1_{\sigma}(ae)$

が成り立つ (はじめの $\prod$ は $m_{\mathrm{r}+1-k}>0$ となるような $k$ につぃての積をとることを
意味する).
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証明) (i) 超函数の一般論から $\rangle$

$\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{p}\mathrm{p}\mathcal{R},$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}\{0\}$ ならば $\mathcal{R}$, は $V$” 上のある多項式
$\phiarrow \mathcal{P}(V")$ を用いて $\mathcal{R},$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}\phi(\ovalbox{\tt\small REJECT})\delta$ と表され, その Laplace 変換は $\langle \mathcal{R}., e(_{1}.\xi\rangle)\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$\phi(\xi)(\xiarrow V^{*})$ と計算される. 命題 31(i) から $\phi$ は H-相対不変性

$\phi(t\cdot\xi)=\chi.(t)\phi(\xi)$ $(t\in H, \xi\in V^{*})$

をもつ. したがって定理 25 と $\phi(E^{*})=1$ から $\phi=(\Delta_{1}^{*})^{a_{1}}\ldots(\Delta_{r}^{*})^{a_{r}}$ となる非負整

数 $a_{k}(k=1, \ldots,r)$ が存在し, よって命題 26 から主張は従う.

(ii) $\mathcal{R}$. $= \mathcal{R}_{-m^{\mathrm{r}}}=\phi(\frac{\partial}{\partial x})\delta$ を命題 31(ii) に代入して $\phi(\frac{\partial}{\partial x})\mathcal{R}.’=\mathcal{R}.’-m*$ . とくに
$s’=m^{*}$ とすれば, 命題 31(iii) より与式を得る.

(iii) 同じく $\mathcal{R}$. $= \mathcal{R}_{-m}*=\phi(\frac{\partial}{\partial x})\delta$ を (3.5) に代入して

$\phi(\frac{\partial}{\partial x})’\mathrm{r}.’(x)=$

$(_{m_{r+1-k}} \prod_{>0}(s_{k}’+q_{k}/2)(s_{k}’+q_{k}/2-1)\ldots(s_{k}’+q_{k}/2-m_{r+1-k}+1))^{\prime \mathrm{r}.\prime}-m^{*(x)}$’

これに $s_{k}’=\sigma_{k}+m_{r+1-k}$ を代入して与式を得る. 口

例 31. 例 1J および 2.1 に続き, $V=\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}(r, \mathbb{R})$ の場合を考える. このとき

$\prime \mathrm{r}.(x)=\Delta_{1}\{x).1^{-}.2\Delta_{2}(x).2-\cdot s\ldots\Delta_{r-1}(x).r-1^{-}.r\Delta_{r}(x).r$

となる. また $( \frac{\partial}{\partial x})$ を $(l, l)$-成分 $(l=1, \ldots,r)$ が $\frac{\partial}{\partial x_{ll}}$ で $(m, l)$-成分 $(m\neq l)$ が $\frac{1}{2}\frac{\partial}{\partial x_{ll}}$

となるような対称行列とすれば, $\Delta_{k}^{*}(\frac{\partial}{\partial x})$ は小行列式 $\Delta_{k}^{*}(\xi)=\det\xi\lfloor r+1-k,r\rfloor$ において

$\xi$ に $( \frac{\partial}{\partial x})$ を代入して得られる微分作用素である. 一方 $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\mathcal{R}$ . $=\{0\}$ となる必要十

分条件は $s\in \mathbb{Z}^{r}$ かつ $s_{r}\leq s_{r-1}\leq\cdots\leq s_{1}\leq 0$ で, このとき

$\mathcal{R}$. $= \Delta_{1}^{*}(\frac{\partial}{\partial x})^{-1}.\Delta_{2}^{*}(\frac{\partial}{\partial x}).1-\cdot 2\ldots\Delta:(\frac{\partial}{\partial x}).r-1-\cdot r\delta$.

(k)
他方 $q_{k}=r-k,$ $\rho(k)=(1, \ldots, 1,0, \ldots, 0)$ だから

$\Delta_{k}^{*}(\frac{\partial}{\partial ae})\uparrow.+\rho(k)^{*(X)=}(\prod_{*=r+k-1}^{r}.(s:+\frac{r-\cdot+2}{2}.))’\mathrm{r}.(x)$ $(x\in\Omega)$ .

とく (こ $\prime \mathrm{r}(\alpha,\ldots,\alpha)(x)=(\det x)^{\alpha}(\alpha\in \mathbb{C})$ と $\Delta_{f}^{*}(\frac{\partial}{\partial x})=\det(\frac{\partial}{\partial x})$ から

$\det(\frac{\partial}{\partial x})[(\det x)^{\alpha+1}]=(\alpha+1)(\alpha+3/2)\ldots(\alpha+(r+1)/2)(\det x)^{\alpha}$

となる ( $\mathrm{G}\circ \mathrm{a}$r市 ng[2]).

例 32. 例 12 および 22 と同じ状況を考える. このとき $s=(s_{1}, s_{2}, s_{3})\in \mathbb{C}^{3}$ につ

いて l,(x) $=\Delta_{1}(x).1-\cdot s\Delta_{2}(x).2-\cdot \mathrm{a}\Delta_{3}(x).3$ であり ([5, p. 98(e)]),

$\Delta_{1}^{*}(\frac{\partial}{\partial x})=\frac{\partial}{\partial x_{33}}$ , $\Delta_{2}^{*}(\frac{\partial}{\partial x})=\frac{\partial^{2}}{u_{33}\mathrm{a}_{x_{22}}}-\frac{1}{4}\overline{\partial}x_{32}R\partial^{2}$, $\Delta_{s}^{*}(\frac{\partial}{\partial x})=\frac{\partial^{2}}{\partial ae_{33}\ _{11}}- \frac{1}{4}\partial\vec{x_{31}}-\partial^{2}$
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となる. 超函数 $\mathcal{R}$. について $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\mathcal{R},$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}\{0\}$ とな
$\circ$

る必要十分条件は $s\epsilon-\mathbb{Z}\sim_{0}$ かっ
$s_{1}+s_{2}\ovalbox{\tt\small REJECT} s_{3}$ で, このとき $\mathcal{R}$. $\ovalbox{\tt\small REJECT}\Delta\ovalbox{\tt\small REJECT}(\ovalbox{\tt\small REJECT})^{-1}.\Delta\ovalbox{\tt\small REJECT}(\ovalbox{\tt\small REJECT} 73\ovalbox{\tt\small REJECT})^{-12}\Deltarightarrow(\ovalbox{\tt\small REJECT}).\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}-[]_{3}\delta$である (cf. [5,
p. 98(f) $])$ . また $q’\ovalbox{\tt\small REJECT} 1_{\rangle}q_{2}\ovalbox{\tt\small REJECT} 1q_{S}\rangle$

$0\ovalbox{\tt\small REJECT}$ だから

$\Delta_{1}^{*}(\frac{\partial}{\ })’ \mathrm{r}_{(\cdots+1)(x)=(s_{3}+1)1_{(\cdot,..)}(x)}1\prime 2\prime 312\prime 3$

’

$\Delta_{2}^{*}(\frac{\partial}{\partial ae})’\mathrm{r}_{(\cdot\cdot+1,.\mathrm{a}+1)(x)=(s_{2}+3/2)(s_{3}+1)’\mathrm{r}_{(\cdot\cdot,.)(x)}}1,21\prime 23$

’

$\Delta_{\epsilon}^{*}(\frac{\partial}{\partial ae})’\mathrm{r}_{\mathrm{t}\cdot 2\prime 3}1+1,..+1)(x)=(s_{1}+3/2)(s_{\epsilon}+1)’\mathrm{r}_{\mathrm{t}\cdot\prime}1.2’\cdot \mathrm{a})(x)$ .

たとえば $\alpha\in \mathbb{C}$ について $1(\alpha,\alpha,\alpha)(x)=(\det x)^{\alpha},$ $1(\alpha+1,\alpha,\alpha+1)(x)=x_{22}^{-1}(\det x)^{\alpha+1}$

であるから
$\Delta_{3}^{*}(\frac{\partial}{\partial\Leftrightarrow})[x_{22}^{-1}(\det x)^{\alpha+1}]=(\alpha+3/2)(\alpha+1)(\det x)^{\alpha}$.

\S 4. 等質錐の閉包に含まれる H-軌道の構造.
集合 $I\subset\lfloor 1,r\rfloor$ について $E_{I}\in V$ を通る $H$-軌道を $O_{I}$ とする. とくに $I=\lfloor 1,$ $r\rfloor$

のときは $O_{t}=\Omega$ であるが, そうでないとき Or は $\Omega$ の境界に含まれる次元の小さ
い軌道で, $I=\emptyset$ のときは $O_{I}=\{0\}$ である.

命題 4.1. 等質錐 $\Omega$ の閉包は $2^{r}$ 個の $H$-軌道 $O_{t}$ に分解される:

$\overline{\Omega}=$
$\mathrm{u}$ $O_{I}$ .

$I\mathrm{C}\{1,\ldots,r\rangle$

集合 $I$ は空でないものとする. このとき $\mathfrak{h}_{mk}:=\{L_{\mathrm{g}} ; x\in V_{mk}\}\subset \mathfrak{h}(1\leq k<$

$m\leq r)$ として

$\mathfrak{h}^{I}$ $:=\{L_{\mathrm{g}}\in \mathfrak{h}$ ; $x\in V^{t}\}=$
$\sum_{k\in t}\oplus \mathbb{R}L_{B_{k}}\oplus m$

$\sum^{\oplus}$
$\mathfrak{h}_{mk}$ ,

m講\epsilon I, $m>k$

$\mathfrak{n}^{t}:=\{L\in \mathfrak{h}$ ; $[L_{B_{I}},$ $L]=(-1/2)L\}=$ $\sum^{\oplus}$
$\mathfrak{h}_{mk}$ ,

$m\not\in I,k\in I,m>k$

$\mathfrak{h}(O_{t})$ $:=\mathfrak{n}^{t}\oplus \mathfrak{h}^{t}$

と定義すると, これらは $\mathfrak{h}$ の部分 Lie 代数である. 対応する $H$ の部分 Lie 群をそ
れぞれ $H^{I},$ $N^{I},$ $H(O_{I})$ とすると $N^{I}$ は $H(O_{I})$ の可換な正規部分群であり $H(O_{I})=$

$N^{I}\mathrm{x}H^{I}$ が成り立つ.

補題 4.2. (i) 群 $H(Ot)$ は O\sim こ単純推移的に作用する.
(ii) 直交射影 P嫁 $Varrow V^{I}$ は $H(Ot)$ の作用に関して次のような変換性をもっ :

$P_{I}(nt\cdot x)=t\cdot Pt(x)$ $(x\in V, n\in N^{I}, t\in H^{t})$ .
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ここで部分錐 $\Omega^{I}CV^{I}$ は $E$, を通る $H^{I}$ 軌道であること ((15) 参照 に注意する
と, 補題 42 から次のことがわかる $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

命題 43. (i) 射影 $P_{I}$ による $O_{t}$ の像は部分錐 $\Omega^{t}$ に等しい.
(ii) 元 $x\in\Omega^{I}$ について $P_{I}^{-1}(x)\cap O_{I}=N^{I}\cdot x$ . これらの $N^{I}$-軌道たちは $H^{I}$ の作用
によって互いに移り合う.

すなわち射影 $P_{t}$ : OI\rightarrow \Omega \fallingdotseq こよって軌道 $O_{t}$ には群 $H(Or)=N^{I}\mathrm{x}H^{I}$ の作用
と整合するファイバー束の構造が入る.

例 41. 例 1J で $r=2$ のとき, すなわち $V=\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}(2, \mathbb{R})$ の場合を考える. このと
き $I=\{1\}$ とすると

$H^{I}=\{(\begin{array}{ll}t_{11} 00 1\end{array});t_{11}>0\}$ , $N^{I}=\{(\begin{array}{ll}1 0t_{21} 1\end{array});t_{21}\in \mathbb{R}\}$ ,
$\Omega^{I}=\{(_{00}^{x0});x>0\}$ , $O_{I}=\{(\begin{array}{l}xyyz\end{array});x>0, xz-y^{2}=0\}$ .

とくに $O^{I}$ は N’軌道たち $a(N^{I})(\begin{array}{l}x0\mathrm{O}0\end{array})=\{(\begin{array}{l}t_{21}xxt_{21}x(t_{21})^{2}x\end{array});t_{21}\in \mathbb{R}\}$ $(x>0)$ がファ

イバーとして連なった構造をしていることがわかる.

Lie 代数 $\mathfrak{n}^{I}$ は $[ \mathfrak{h}, \mathfrak{h}]=\sum_{1\leq k<m\leq r}^{\oplus}\mathfrak{h}_{mk}$ に含まれているから, $H$ の任意の 1 次元表
現 $\chi$. の $N^{t}$ 上での値は 1 である. このことと命題 43 から次がわかる.

補題 4.4. (i) 軌道 $O_{I}$ 上の $H$-相対不変函数 $\phi$ について $\phi(x)=\phi(xt)$ $(x\in O_{I})$ が
成り立つ.

(ii) 部分錐 $\Omega^{I}$ 上の $H^{I}$-相対不変函数 $\psi$ について $O_{t}$ 上の函数 $\phi$ を $\phi(x):=\psi(xt)(x\in$

$O_{I})$ によって定義すると $\phi$ は H-相対不変である.

多項式 $f\in P(V)$ の軌道 $O_{I}$ への制限が $H$-相対不変函数であるとき, すなわちあ
る 1 次元表現 $\chi$. について

$f(t\cdot x)=\chi.(t)f(x)$ $(t\in H, x\in O_{I})$

が成り立つとき, $f$ は $O_{t}$ 上 $H$-相対不変であるという. 補題 4.4 により軌道 $O_{I}$ 上
$H$-相対不変な多項式を決定するという問題は部分錐 $\Omega^{I}$ 上の HI-相対不変多項式に
ついての議論 (こ帰着する. ここで $I=\{i_{1}, i_{2}, \ldots, i_{d}\}(1\leq i_{1}<i_{2}<\cdots<i_{d}\leq r)$ の

とき, $\alpha=1,$
$\ldots,$

$d$ (こついて $I_{\alpha}:=\{i_{1}, \ldots, i_{\alpha}\}$ とする. 定理 25 を clan $(V^{I}, \triangle)$ に

適用すれば $d$ 個の多項式 $\Delta^{I_{1}},$ $\Delta^{t_{2}},$

$\ldots,$

$\Delta^{t_{4}}$ が $H^{I}$ の作用に関する $V^{t}$ 上の基本相対
不変多項式であることがわかり, したがって我々は次の定理を得る.

定理 45. 軌道 $O_{I}$ 上 $H$-相対不変多項式 $\phi$ に対し, 定数 $C\in \mathbb{C}$ と非負整数
$a_{1}$ , a2, .. ., $a_{d}$ が存在して

$\phi(x)=C\Delta^{t_{1}}(x)^{a_{1}}\Delta^{I_{2}}(x)^{a_{2}}\ldots\Delta^{t_{d}}(x)^{a_{d}}$

が任意の $x\in O_{I}$ について成り立つ.
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この定理は $\phi$ が多項式として $C(\Delta^{I_{1}})^{a_{1}}(\Delta^{7_{2}})^{a_{2}}\ldots(\Delta^{I_{d}})^{a_{d}}$ と等しいことを主張し
ているわけではないことを注意しておく. 実際, $O_{I}$ 上で 0 となる任意の多項式を $\phi$

に加えたものも $O_{t}$ 上 H-相対不変な多項式である.

定理 27 では等質錐 $\Omega$ およびその閉包 $\overline{\Omega}$ を小行列式型多項式を用いて特徴付
けたが, この節の後半では各軌道 $O_{t}$ 対して $D^{I}$ や $\Delta^{I}$ による同様の代数的記述を
与える. 集合 $I=\{i_{1},i_{2}, \ldots,i_{d}\}$ と $1\leq k\leq m\leq r$ (ただし $k\not\in I$) (こついて

$I^{km}:=(I\cap\{1, \ldots, k\})\cup\{k\}\cup\{m\}$ とする. たとえぱ $i\text{。}<k<i_{\alpha+1}$ のときは $I^{kk}=$

$\{i_{1}, \ldots,i_{\alpha}, k\},$ $I^{km}=\{i_{1}, \ldots,i_{\alpha}, k,m\}$ である. 部分集合 $I^{km}\subset\{1,2, \ldots,r\}(k\not\in$

$I,$ $m\geq k)$ の族を $N(I)$ と表す.

命題 4.6. 軌道 $O_{t}$ は次のように記述される :

$O_{I}=\{x\in V;D^{I_{\Phi}}(x)>0D^{J}(x)=0$ $(J\in N(I))(\alpha=1,\ldots, d)\}$ .

次に既約多項式 $\Delta^{J}$ を用いて $O_{I}$ の記述をしよう. 一般に $D^{J}[]\mathrm{h}$ HJ-相対不変多
項式だから $\Delta^{J_{a}}(1\leq\alpha\leq\# J)$ たちの巾乗の積であることに注意し, 次のような $N(I)$

の部分族を $\mathcal{M}(I)$ とする :

$\{I^{kk} ; k\not\in I\}\cup\{I^{km}$ ; $k\not\in I,$ $m>k,$ $D^{I^{lm}}$ は $\Delta^{I^{kk}}$ で整除されない}. (4.1)

集合族 $N(I)$ が $I$ のみから定まるのに対し, $\mathcal{M}(I)$ は $\Omega$ の構造にも依存する.

定理 4.7. 軌道 $O_{I}$ は小行列式型多項式 $\Delta^{J}$ たちを用いて次のように記述される :

$O_{I}=\{x\in V;\Delta^{t_{\Phi}}(x)>0\Delta^{J}(x)=0$ $(J\in \mathcal{M}(I))(\alpha=1, \ldots,l)\}$ .

例 4.2. 例 1J で $r=4$ の場合 (すなわち $V=\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}(4,\mathbb{R})$ ) を考え, $I=\{1,2\}$ とす
ると

$\mathrm{L}O_{J}=a(H)(E_{11}+E_{22})=\{x\in V;\Delta^{\langle 1,2.3\}}(x)=0\Delta^{\{1\rangle}(x)>0,$
’

$\Delta^{\{1,2,3,4\}}(x)=0\Delta^{\{1,2\rangle}(x)>0\}$ .

そして $\Delta^{\langle 1\rangle}$ と $\Delta^{\{1,2\}}$ は $O_{t}$ 上 $H$-相対不変な多項式を生成する. 一方, 群 $G(\Omega)=$

$a(\mathrm{G}\mathrm{L}(4,\mathbb{R}))$ による $E_{I}=E_{11}+E_{22}$ の軌道を $O$ とすると, これは階数 2 の半正定値
対称行列の集合であり, $H$-軌道 Or は $O$ の中で稠密である. しかし $O$ 上の $\mathrm{G}\mathrm{L}(4, \mathbb{R})-$

相対不変多項式は定数函数以外に存在しない.
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