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\S 1. Introduction

株価等の変動を確率的にとらえる際, 従来はブラウン運動にもとずく確率モデ)\mbox{\boldmath $\nu$}の下で行わ

れてきた. ブラウン運動は各瞬間の微小な空間変化 &が時間変化 $dt$の関数として $d\kappa=\mathrm{f}\sqrt{dt}$ と

定まる確率過程である. ただし, ここで符号 $\mathrm{f}$ は各瞬間に独立 \sim こ選 (よれる. このような理論\sim こ対

しては, 現実の市場と比較して過度にランダムネスを含んでいると $1\backslash$ う批判がある.

ここでは, $\mathrm{N}$ 型をした折れ線から構成される $\mathrm{N}$ 過程をもとにした確率モデ)\mbox{\boldmath $\nu$}を考察する. $\mathrm{N}$

過程も synchronized interval上ではブラウン運動と同様に変化量が
$d\kappa=\mathrm{f}\sqrt{dt}$ を満たして $1\backslash$るが,

符号 $\mathrm{f}$ の選ばれ方が独立ではなく $\mathrm{f}$ は交互にあらわれる.

このようなモデルは Benoit B. Mandelbrot によっても提案されており, 株価のよう \sim こ, 上昇の

あとは下降, 下降のあとは上昇する傾向が強くみられる現象に対して有効である.

\S 2. $\mathrm{N}$ 過程

区間 $[0, 1]$ から区間 $[0, 1]$への折れ線関数 $N_{1}$ を

$N_{1}=\{\begin{array}{l}3x/20\leq x\leq 4/9-3x+24/9\leq x\leq 5/93x/2-1/25/9\leq x\leq 1\end{array}$

と定義する (下図左) . $N_{1}$ を構成する 3 本の線分それそれにつ b‘で, 横軸の変イヒ量の平方根が

縦軸の変化量, すなわち $(4/9)^{1/2}=2/3,$ $(1/9)^{1/2}=1/3,$ $(4/9)^{1/2}\approx 2/3$ となって $1\backslash$る. さら \sim こ ,

横軸の変化量 4/9, 1/9, 4/9は積に関して正の実数 $\Re_{+}$の稠密な部分群を生成して $\mathrm{t}\backslash$る. つき\sim こ,

折れ線関数を構成する 3 本の線分をそれそれ, その両端点を結ぶような $N_{1}$ の線形変換像で置き

換えた折れ線関数として $N_{2}$を定義する (下図右) . すなわち,

$N_{2}=\{$

$(2/3)N_{1}(9x/4)$
$0\leq x\leq 4/9$

$2/3-(1/3)N_{1}(9x-4)$ $4/9\leq x\leq 5/9$

$1/3+N_{1}(9x/4-5/4)$ $5/9\leq x\leq 1$

となる. $N_{2}$を構成する 9本の線分それそれについて , 横軸の変化量の平方根が縦軸の変イヒ量\sim こ

なっている.すなわち, $((4/9)(4/9))^{1/2}\approx(2/3)(2/3),$ $((4/9)(1/9))^{1/2}-(2/3)(1/3),$ $\cdots$ .つぎこ ,
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$N$ を構成する 9本の線分それそれを , 関数 $N$,の線形変換像で置き換えた折れ線関数として $N_{3}$
$2$

を定義する (下図左) . これは, 27 本の線分から構成され, 横軸の変化量の平方根が縦軸の変
化量になっている. 同様に $N_{4},$ $N_{5},$

$\cdots$
を定義し, これらの極限として , フラクタル関数 N。を

定義する (下図右) . この関数 N。を実数 $\Re$から $\Re$への連続関数N。に拡張する. すなわち,

$N\text{。}\approx\{$

0 $x<0$

$N_{\infty}(x)$ $0\leq x\leq 1$

1 $x>1$
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つきに, 関数 。を確率化する. まず, 区間 $[0, 1]$ から一点 $s$ を無作為\sim ことる. そして , この関

数のグラフを縦横に平行移動して, グラフ上の点 $(s,7^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\infty}arrow))$ が原点となる \sim こする (下図) . この
関数を 。$+s$ と記す. すなわち, $(\ovalbox{\tt\small REJECT}. +s)(t)\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}\cdot 0+\mathrm{o}-\ovalbox{\tt\small REJECT}.arrow)(t\mathrm{C}\Re)$.

十分大きい実数 $L$ を取り , 区間 $[0, L]$から実数 $\lambda$ を無作為\sim こ選び, この平行移動したグラフを

原点を中心として横方向に $e^{\lambda}$倍, 縦方向に $e^{\lambda/2}$倍拡大する (下図) . このよう \sim こして得られる

関数を e\lambda (N\tilde 。 $+s$) と記す. すなわち, (e”(N\tilde 。 $+s$))$(t):=e^{\lambda/2}(\tilde{N}_{\infty}(s+e^{-\lambda}t)-\tilde{N}_{\infty}(s))$ .

このようにして , 確率空間 $\mathrm{G}0,1$] $\mathrm{x}[0, L],$
$L^{-1}\Delta\lambda)$土の確率変数 $X_{L}(s, \lambda)$ を
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$X_{L}(s, \lambda)=e^{\lambda}(\tilde{N}_{\infty}+s)$ と定義する. 実数 $\Re$から $\Re$への連続関数 $\omega$ で $\omega(0)=0$ を満たすものの全

体を $\Omega$ と記すとき, $X_{L}\in\Omega$ となる. ここで, $Larrow\infty$ とすると $\Omega$ に値をとる確率変数 $X_{L}$ は法

則収束する. すなわち , X。の分布は $\Omega$土の確率測度 $P$ に弱収束する. 確率測度 $P$の位相的サ
ポートを $\Omega_{0}$ とし,確率空間 $(\Omega_{0}, P)$土の確率過程 $(\mathrm{N}_{t}, t\in\Re)$ を $\mathrm{N}_{t}(\omega):-\omega(t)$ $(\forall\omega\in\Omega_{0})$ と定義
する. これを $\underline{\mathrm{N}}$ (確塞) 過程と呼ぶ. これは無相関で定常かつエントロピ–0 の増分をもっ確率
過程となり, 決定論的ブラウン運動のーっである. これはブラウン運動との類似を多く持って
いるが,大きな違いはブラウン運動の増分がエントロピー�を持っのに反しエントロピ–0を持
つことである. この意味は, この確率過程の過去の完全なデータがあれば未来が決定できると
いうことである. もっとも現実には完全なデータは得られないため不確定さが残る.

\S 3. 確率モデルと主定理

ここでは, $x$に関して 2 回連続微分可能, $s$ に関して 1 回連続微分可能でかっ$H_{X}(x,s)>0$が

至るところ成立する未知関数 H$(x,s)$ を用いて , $\mathrm{Y}_{t}-H(\mathrm{N}_{t},t)$ と定義される確率過程を考察し,
$a<b<c$ という 3 時点が与えられたとき, 観測也; $a\leq t\leq b$}をもとに $\mathrm{Y}_{c}$ を予測することを考え
る. そして以下の結果を得る.

主定理 :観測 $\{\mathrm{Y}_{t} ; t\in[a,b]\}$にもとづく推定量 $\hat{\mathrm{Y}}_{c}$で $E[(\mathrm{Y}_{c}-\hat{\mathrm{Y}}_{c})^{2}]-O((c-b)^{2}/(b-a))$ を満たすも

のが作れる.

土記の $(\mathrm{N}_{t}, t\in\Re)$をプラウン運動で置き換えた場合土式の右辺は $O(c-b)$ となる. 我々の場合

はこれと比較すると, 近未来すなわち $c-b$が小さい場合の予測の二乗誤差ははるかに小さくな
っている. これは $\mathrm{N}$ 過程が 0 エントロピーをもっことに起因する. このため, $H(x,s)$が未知関

数であることおよひ観測が区間 $[a,b]$ に限定されているにもかかわらず推定誤差を小さくする
ことが可能であった.

94. Synchronized interval

$\mathrm{N}$ 過程からの $\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{I}\psi \mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{h}t1arrow \mathrm{N}_{t}(\omega)$ の局所的な増分を考える. すなわち, $\mathrm{N}_{d+t}(\omega)-\mathrm{N}d(\omega)$

を有界区間 $[u,v]$上の $t$の関数と考える. このとき, $s\in[0\mathrm{J}]$およひ正の実数 $\lambda$ が存在して
$0\leq s+e^{-\lambda}u\leq s+e^{-\lambda}v\leq 1$ かつ

$(*)$ Nd。t(\mbox{\boldmath $\omega$})-Nd $(\omega)-(e^{\lambda} (N\text{。}+s)\mathrm{X}’)$ $(t\in[u,v])$

が成立する. このように, $\mathrm{N}$ 過程からの sample pathは局所的に N。関数の自己線形像と一致す
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る. $N_{\infty}$ は $N_{1},N_{2}$ , $\cdot$ ..の極限となるが, いずれかの $N_{n}$ を構成する線分の一つを $(x_{1},y_{1})(x_{2},y_{2})$ と

するとき, $\mathcal{Y}1=N_{\infty}(x_{1}),$ $y_{2}=N_{\infty}(x_{2})$ かつ $y_{2}-y_{1}=\pm\sqrt{x_{2}-x_{1}}$ が成立する. このような区間

と呼ぶ. すなわち ,

レベル 1: $[0, \frac{4}{9}]$ , $\{\begin{array}{ll}4 5--9’ 9 \end{array}\},$ $[ \frac{5}{9},1]$

レベル 2: $[0, \frac{16}{81}]$ , $[ \frac{16}{81}, \frac{20}{81}],$ $[ \frac{20}{81},\frac{4}{9}],$ $[ \frac{4}{9}, \frac{40}{81}],$ $[ \frac{40}{81}, \frac{41}{81}],$ $[ \frac{41}{81},\frac{5}{9}],$ $[ \frac{5}{9}, \frac{61}{81}],$ $[ \frac{61}{81},\frac{65}{81}],$ $[ \frac{65}{81},1]$

また, $[x1,x2]$ が N。の synchronized interval のとき, $s+e^{-\lambda}t_{1}\approx x_{1},$ $s+e^{-\lambda}t_{2}-x_{2}$ かつ

$u\leq t1<t2\leq v$ を満たす区間 $[t_{1},t_{2}]$のことを, $(*)$ を満たす sample path

interval と呼ぶ.

定理 : 区間 $[t_{1},t_{2}]$ が $\mathrm{N}_{t}(\omega)$ の synchronized interval であるための必要十分条件は

$\mathrm{N}_{t_{2}}(\omega)-\mathrm{N}_{\mathrm{h}}(\omega)\propto*\sqrt{t_{2}-t_{1}}$

が成立することである. このとき, 任意の $t\in[t_{1},t_{2}]$ に対して

$\mathrm{N}_{t}(\omega)-\mathrm{N}_{t_{1}}(\omega)\approx \mathrm{f}\sqrt{t_{2}-t_{1}}N_{\infty}(\frac{t-t_{1}}{t_{2}-t_{1}})$ (符号同順)

が成立する.

上において符号 $\mathrm{f}$ の +(–)が成立するとき, synchronized interval を増加 (減少) であるとい

う. 2 つの synchronized intervals は一方が他方を含むか, 隣り合うか, あるいは交わらない.

隣り合う 2 つの synchronized intervals は一方が増加ならば他方は減少となる. $u\leq t_{1}<t_{2}\leq v$ ,

$u\leq t_{3}<t_{4}\leq v$かつ $(*)$ を満たす sample path $\mathrm{N}_{t}(\omega)$ において , 区間 $[t_{1},t_{2}]$およひ $[t_{3},t_{4}]$ がと

も (こ synchronized intervals であるとする. また, $s+e^{-\lambda}t_{i}\approx x_{i}(i\simeq \mathrm{L}2,3,4)$ と定義するとき

$[x_{1},x_{2}],$ $[x_{3},x_{4}]$ は N。での synchronized intervals となる. このレベ) $\mathrm{t}/$をそれそれ $n,$ $m$ とす

るとき, $[t_{3},t_{4}]\subset[t_{1},t_{2}]$ かつ $[t_{3},t_{4}]$ の

$[t_{1},t_{2}]$ に対する相対レベ)\mbox{\boldmath $\nu$}が 1 の $\mathrm{N}_{t}(\omega)$ の synchronized intervals $[t_{1},t_{2}]$およひ $[t_{3},t_{4}]$が与えら

れたとき, $[t_{1},t_{2}]$ を $[t_{3},t_{4}]$ の親, $[t_{3},t_{4}]$ を $[t_{1},t_{2}]$の子と呼ぶ. このとき, 以下のいずれかが成

り立つ :

$(\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{f}\uparrow)$ $t3-t1,$ $t4-t3- \frac{4}{9}(t2-t1)$

(middle) $t_{3}=t_{1}+ \frac{4}{9}(t_{2}-t_{1}),$ $t_{4}-t_{3}= \frac{1}{9}(t_{2}-t_{1})$
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(right) $t_{3} \approx t_{1}+\frac{5}{9}(t_{2}-t_{1}),$ $t_{4}-t_{3}- \frac{4}{9}(t_{2}-t_{1})$

すなわち, synchronized interval はその親の 3 子のいずれかであるかにょって, left, middle, $\underline{\mathrm{r}}\mathrm{i}s\underline{\mathrm{h}\mathrm{t}}$

となる. $I_{1},$ $I_{2}$ をこの順で隣り合う 2 っの synchronized int\sigma � lsでその長さを $L_{1},L_{2}$ とすると

き, その比 $L_{2}/L_{1}$ は $\xi(4/9)^{i}$ となる. ここで, $\xi-4$ または $\xi=1/4$で, $i$ は $I_{2}$ の $I_{1}$ に対する相対

レベルとなる. $\xi=4$ となるのは $I_{1},$ $I_{2}$の最も近い最初の共通の祖先の子で $I_{1}$の祖先となるもの
が niddle であることを意味する. また, $\xi-1/4$ となるのは $I_{1},$ $I_{2}$の最も近い最初の共通の祖先
の子で $I_{2}$ の祖先となるものが middle であることを意味する. ここで, もし $i>0$のとき, $I_{2}$ の
$i$世代遡った祖先が $I_{1}$ と隣り合う synchronized interval となる. すなゎち, $I_{2}$ と左端点が一致

し長さが $(9/4)^{i}L_{2}$ の synchronized int\sigma � l $I_{2}’$が存在する. 同様に , $i<0$のときは, $I_{1}$ と右端

点が一致し長さが $(9/4)^{-i}L_{1}$の synchronized int\sigma � l $I_{1}’$が存在する. このようにして, $I_{1}I_{2}’$ ま

たは $I_{1}’I_{2}$ と同一レベルのより大きい隣り合う synchronized int\sigma � ls に作り直すことができる.
また,同じレベルで隣り合って並ぶ長さ 4 の synchronized intervals の列 $I_{1}I_{2}I_{3}I_{4}$があるとき,
隣り合う 3 つの列 $I_{1}I_{2}I_{3}$ または $I_{2}I_{3}I_{4}$は共通の親をもってぃる. このとき, $I_{1}’-I_{1}\cup I_{2}\cup I_{3}$

または $I_{2}’-I_{2}\cup I_{3}\cup I_{4}$ と置くことにょり, $I_{1}I_{2}’$ または $I_{1}’I_{2}$ と大きい隣り合う synchronized
intervals に作り直すことができる. この 2っの操作の繰り返しにょり, ある区間を覆う隣り合
って並ぶ synchronized intervals の列が与えられたとき, その区間を覆う高々4 っの同一レベル
の synchronized intervals の列に作り直すことができる. この結果, 右端の synchronized interval
の右端点は, 元のものと等しいか多くの場合はより右にくる.

\S 5. 主定理証明のアイデア

まず, $d$ を観測区間 $[a,b]$ 内の任意の点とする. $\mathrm{Y}_{td}-\mathrm{Y}=H_{X}(\mathrm{N}d,d)(\mathrm{N}_{td}-\mathrm{N})+o(\sqrt{|t-d|})$で

あり $\mathrm{N}_{t}-\mathrm{N}_{d}$ は $\sqrt{|t-d|}$のオーダーをもっから, $d$ に十分近い $t$での $\mathrm{N}_{t}-\mathrm{N}_{d}$ の情報を観測

也; $t\in[a,b]\}$ から取り出すことができる. この結果, 観測区間 $[a,b]$ を覆う小さな隣り合う

synchronized intervals の列を見つけることができる. これから \S 4 で述べた方法にょり, 大き
い synchronized int\sigma � ls の列に置き換えて行く. 結果として , $b-a$ と同じオーダーの長さを
もつ同一レベルの隣り合う synchronized intervals の長さが高々4 の列で $[a,b]$ を覆うことがで

きる. この右端の synchronized interval の右端点は $b$ より右にくるが, どれくらい右にくるかを
確率的に評価できる. これが $c$ より右にくるときは $\mathrm{N}_{c}-\mathrm{N}_{b}$の値を観測にょって決定できる. –
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般には誤差を含んだ推定を行う. 他方, 観測から $H_{X}(\mathrm{N}_{b},b),$ $H_{s}(\mathrm{N}_{b},b)$ , H。(Nb, $b$)の値を

求めることができる. ここで

$\mathrm{Y}_{\mathrm{c}}=\mathrm{Y}_{b}+H_{x}(\mathrm{N}_{b},b)(\mathrm{N}_{e}-\mathrm{N}_{b})+\frac{1}{2}H_{\mathrm{x}\kappa}(\mathrm{N}_{b},b)(\mathrm{N}_{c}-\mathrm{N}_{b})^{2}+H_{s}(\mathrm{N}_{b},b)(c-b)+o(c-b)$

となるが, この右辺に $\mathrm{N}_{c}-\mathrm{N}_{b}$の推定値,観測から得られる $H_{x}(\mathrm{N}_{b},b),$ $H_{s}(\mathrm{N}b,b)$ , H。(N $b$ , $b$)

の値を代入することで, $\mathrm{Y}_{c}$の推定量 $\hat{\mathrm{Y}}_{c}$ を求める. これが主定理の条件を満たしている.
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(土 2 つの論文は釜江のホームベージ から入手可能で

す. )
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