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1. 序
半正定値計画法 (Semidefinite Programming, SDP) は非線形凸計画法に属する数理計画法であり,

多くの応用をもつ [1-4]. また, 主双対内点法 [5-8] と呼ばれる, 問題のサイズの多項式時間で最適解
を得る手法が提案されたため, 近年注目を集めている. 主双対内点法の多くは, 中心パスと呼ばれる
曲線を数値的に追跡することで最適解を得る手法と捉えることができる. 従って, SDP の中心パス
が持つ特別な性質を明らかにすることは重要である $[9, 10]$ .
本稿ではまず, 群表現論の枠組に基づいて群対称な SDP という SDP 問題の 1 つのクラスを定義

する. そして, その中心パスや, 主双対内点法におけるいくつかの探索方向が群対称性を持っことを
明らかにする. このような性質は, 主双対内点法を用いて得られる最適解の群対称性を理論的に保証
する.

最適解が群対称性を持つことは, 次のような観点から, 実用上の重要な意味を持つ. 著者らは, 固
有振動数の制約条件下におけるトラスの構造最適化問題が SDP に帰着されることを示した [2]. さ

らに, 主双対内点法を用いて SDP 問題を解くと, トラスの形状が対称性を持つ場合には, 得られる最
適解もまた対称であることを数値実験を通じて明らかにした. 一方, 既往の非線形計画法を用いた場
合には, 一般に対称な最適解は得られない. 通常のトラス構造物は何らかの対称性を有するように設
計されることが多いため, 対称な最適解が得られることは, 主双対内点法の実用上のメリットの 1 っ
であると言える.
本稿では, SDP 問題の対称性を群表現論の枠組を用いて記述する. これにより, 問題や解の対称
性を一般的かつ簡潔に表現することができる. 3 節では, 中心パスが群対称性を持つことを示す.
また, 4 節では主双対内点法の探索方向の群対称性について考察する. 主双対内点法は, 中心パス
を, 非線形方程式系に対するニュートン法を適用することで数値的に追跡する方法として捉えるこ
とができる. その際の探索方向については多くの提案がなされているが, ここでは NT (Nesterov-
Todd [8] $)$ 探索方向, $\mathrm{H}\mathrm{R}\mathrm{V}\mathrm{W}/\mathrm{K}\mathrm{S}\mathrm{H}/\mathrm{M}(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{m}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{g}-\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{l}-\mathrm{V}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{i}-\mathrm{W}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{k}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{z}/\mathrm{K}\mathrm{o}\mathrm{j}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{a}-\mathrm{S}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{h}-$

Hara $[6]/\mathrm{M}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{o})$ 探索方向, および dual $\mathrm{H}\mathrm{R}\mathrm{V}\mathrm{W}/\mathrm{K}\mathrm{S}\mathrm{H}/\mathrm{M}$ 探索方向について, その群対称性を示
す. 最後に, 中心パスや探索方向の群対称性の応用例として, トラス構造物の最適設計問題を取り上
げる. トラスの形状が対称性をもつならば, その固有振動数制約下での最適設計問題は群対称な SDP
問題に帰着できる. 従って, 主双対内点法を用いることで, 群対称な断面積分布を得ることができる.
5 節では, いくつかの数値実験を通じて, 解の対称性を例証する. 最適解が唯一ではない場合や, 既往
の手法では対称解に収束しない場合にも, 主双対内点法で得られる解は高い精度の群対称性を持つ
ことを示す.

2. 半正定値計画法と主双対内点法
$S^{n}\subset \mathrm{R}^{n\mathrm{x}n}$ を $n\cross n$実対称行列の集合とする. 行列 $Q=[Q_{pq}]\in \mathrm{R}^{n\mathrm{x}n},$ $V=[V_{pq}]\in \mathrm{R}^{n\mathrm{x}n}$ に対
して記号 $Q\bullet$ $V$ を $Q\bullet$ $V= \mathrm{R}[Q^{\mathrm{T}}V]=\sum_{p=1}^{n}\sum_{q=1}^{n}Q_{pq}V_{pq}$ で定義する. $S_{+}^{n}\subset S^{n},$ $S_{++}^{n}\subset S_{+}^{n}$ をそ

れぞれ, $n\cross n$ 半正定値行列および正定値行列の集合とする.
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$\mathrm{z}\sigma)\ \gtrless,$ $\mathrm{S}\mathrm{D}\mathrm{P}\sigma)\Leftrightarrow \mathrm{R}7\mathrm{f}\frac{\mathrm{f}\mathrm{i}}{\pi\overline{\backslash }}\underline{\backslash \mathit{1}}\not\in\Psi/,\ ,$
$\not\in\sigma)\mathrm{y}\chi \mathrm{y}_{\backslash }\mathrm{J}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{r}\mathrm{n}5\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{Y}\mathrm{J}^{\backslash }*\mathit{0}\mathit{2}X\vee\check{0}l\subset\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{s}\mathrm{n}\xi)$ .

$\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $A_{p}\bullet X=b_{p}$ , $(p=1,2,$ $\cdots$
$PD^{\cdot}..$

. $\min_{\max}\mathrm{s}.\mathrm{t}$

.

$C \bullet X\sum_{p=1}^{m}b_{p}z_{p}$

’ $m$), $X\in S_{+}^{n}$ ;

$\}$ (1)

$\sum_{p=1}^{m}A_{p}z_{p}+\mathrm{Y}=C$, $\mathrm{Y}\in S_{+}^{n}$ .

ただし, $A_{p}\in S^{n}(p=1,2, \cdots, m),$ $b=(b_{p})\in \mathrm{R}^{m},$ $C\in S^{n}$ である. また, 変数は $X\in S^{n},$ $\mathrm{Y}\in S^{n}$ ,
$z=(z_{p})\in \mathrm{R}^{m}$ である.

以下では, $A_{p}(p=1,2, \cdots, m),$ $b,$ $C$ で定義される SDP (1) を SDP 問題 $(A_{1}, \cdots, A_{m}, b, C)$ と表

記することにする. また, 次の仮定を設ける.

仮定 2.1. 行列 $A_{p}(p=1,2, \cdots, m)$ は 1 次独立である.

仮定 22. $P$ と $D$ は内点許容解を持つ. 即ち, $X\in S_{++}^{n}$ および $\mathrm{Y}\in S_{++}^{n}$ を満たす $P,$ $D$ の実行可能

解 $X$ および $(\mathrm{Y}, z)$ が存在する.

仮定 22が成り立つとき, $P$ と $D$ は最適解 $\overline{X}$ および $(\overline{\mathrm{Y}},\overline{z})$ を持つ ([7], Theorem 42.1). SDP (1)
に対する中心パスは, $\mu>0$ をパラメータとした次の問題 $(\mathrm{C}\mathrm{P}_{\mu})$ の解 $(X, \mathrm{Y}, z)$ の集合として定義さ

れる.

$(\mathrm{C}\mathrm{P}_{\mu})$ : $A_{p}\bullet X=b_{p}$ , $(p=1,2, \cdots, m)$ , (2)

$\sum_{p=1}^{m}A_{p}z_{p}+\mathrm{Y}=C$, (3)

$X\mathrm{Y}=\mu I$ , (4)

$X,$ $\mathrm{Y}\in S_{++}^{n}$ . (5)

ただし $I$ は $n\cross n$ 単位行列である. 以下では, $(X, \mathrm{Y}, z)$が $(\mathrm{C}\mathrm{P}_{\mu})$ の解であることを $(X, \mathrm{Y}, z)\in(\mathrm{C}\mathrm{P}_{\mu})$

と書く. 中心パスの性質に関して, 次の定理が知られている.

定理 23([6], Theorem 3.1). 任意の $\mu>0$ に対して, $(X, \mathrm{Y}, z)\in(\mathrm{C}\mathrm{P}_{\mu})$は一意に存在する.

主双対内点法の多くは, $(\mathrm{C}\mathrm{P}_{\mu})$ にニュートン法を適用し, 中心パスを $\muarrow 0$ の方向に数値的に

追跡することで SDP (1) の最適解を得る手法と捉えることができる. SDP における主双対内点法
の探索方向については, 多くの提案がなされている. いま, ある反復で生成された解を $(X, \mathrm{Y}, z)\in$

$S_{++}^{n}\cross S_{++}^{n}\cross \mathrm{R}^{m}$ とすると, $(X, \mathrm{Y}, z)$ における $\mathrm{H}\mathrm{R}\mathrm{V}\mathrm{W}/\mathrm{K}\mathrm{S}\mathrm{H}/\mathrm{M}$ 探索方向は, 次の方程式系 (6)$-(8)$

の解 $(dX, d\mathrm{Y}, dz)\in S^{n}\cross S^{n}\cross \mathrm{R}^{m}$ として定義される [6].

$A_{p}\bullet dX=r_{Xp}$ , $(p=1,2, \cdots, m)$ , (6)

$\sum_{p=1}^{m}A_{p}dz_{p}+d\mathrm{Y}=R_{Y}$ , (7)

$(dX+dX’)\mathrm{Y}+Xd\mathrm{Y}=H$ for some $dX’\in\hat{S}^{n}$ . (8)
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ここで, $\ovalbox{\tt\small REJECT}^{n}$ は $n\cross n$ 実歪対称行列の集合である. また, $rx\ovalbox{\tt\small REJECT}(rx_{p})\mathrm{C}\mathrm{R}^{m},$ $R_{Y}\in \mathrm{S}^{n},$ $H\in \mathrm{S}^{n}$ は次
式で定義される定ベクトルおよび定行列である.

$r_{Xp}=b_{p}-A_{p}\bullet$ $X$, $R_{\mathrm{Y}}=C- \sum_{p=1}^{m}A_{p}z_{p}-\mathrm{Y}$, $H=\mu I-X\mathrm{Y}$. (9)

方程式系 (6)$-(8)$ には解 $(dX,d\mathrm{Y}, dz)$ が常に存在し, かっ唯一であることが知られてぃる [6].

3. 中心パスの群対称性
有限群 $G$ に対して, 正則行列 $P\in \mathrm{R}^{n\mathrm{x}n}$ およひ $D\in \mathrm{R}^{m\mathrm{x}m}$ を $G$ の $n$ 次表現およひ $m$ 次表現とす

る. SDP 問題 $(A_{1}, \cdots, A_{m}, b, C)$ に対する $g\in G$ の作用を次式で定義する.

$g$ : $(A_{1}, \cdots, A_{m}, b, C)\mapsto(\tilde{A}_{1}(g), \cdots,\tilde{A}_{m}(g),\tilde{b}(g),\tilde{C}(g))$ ,

ただし,

$\tilde{A}_{q}(g)=\sum_{p=1}^{m}P(g)^{\mathrm{T}^{\acute{l}}}A_{p}P(g)D_{pq}(g)$ , $(q=1,2, \cdots, m)$ , (10)

$\tilde{b}_{q}(g)=\sum_{p=1}^{m}b_{p}D_{pq}(g)$ , $(q=1,2, \cdots, m)$ , (11)

$\tilde{C}(g)=P(g)^{\mathrm{T}}CP(g)$ . (12)

$A_{1},$
$\cdots,$ $A_{m},$ $b,$ $C$が

$(A_{1}, \cdots, A_{m}, b, C)=(\tilde{A}_{1}(g), \cdots,\tilde{A}_{m}(g),\tilde{b}(g),\tilde{C}(g))$ , $\forall g\in G$ (13)

を満たすとき, “SDP 問題 $(A_{1}, \cdots, A_{m}, b, C)$ は対称性 $G$ を持っ” という. 簡単のために, 以下では
$\tilde{A}_{p}(g),\tilde{b}(g),\tilde{C}(g)$ を $\tilde{A}_{p},\tilde{b},\overline{C}$ と書くことがある.
次に, SDPの解 $(X, \mathrm{Y}, z)\in S^{n}\cross S^{n}\cross \mathrm{R}^{m}$ ?こ対する $g\in G$の作用を $g:(X, \mathrm{Y}, z)\mapsto(\tilde{X}(g),\tilde{\mathrm{Y}}(g),\tilde{z}(g))$

で定義する. ここで,

$\tilde{X}(g)=P(g)^{-1}XP(g)^{-\mathrm{T}}$ , (14)
$\tilde{\mathrm{Y}}(g)=P(g)^{\mathrm{T}}\mathrm{Y}P(g)$, (15)
$\tilde{z}(g)=D(g)^{-1}z$ . (16)

ただし, $P(g)^{-\mathrm{T}}=(P(g)^{-1})^{\mathrm{T}}$ である. $(X, \mathrm{Y}, z)$ が

$(X, \mathrm{Y}, z)=(\tilde{X}(g),\tilde{\mathrm{Y}}(g),\tilde{z}(g))$ , $\forall g\in G$ (17)

を満たすとき, “
$(X, \mathrm{Y}, z)$ は対称性 $G$ を持っ” という.

次の定理は, 中心パスの $G$対称性を主張する.

定理 3.1. $SDP$問題 $(A_{1}, \cdots, A_{m}, b, C)$ が $G$対称ならば, 任意の $\mu>0$ に対して $(X, \mathrm{Y}, z)\in(\mathrm{C}\mathrm{P}_{\mu})$

は $G$対称である.
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Proof. $(X, \mathrm{Y}, z)\in(\mathrm{C}\mathrm{P}_{\mu})$ とする. このとき,

$\tilde{A}_{p}\bullet$
$\tilde{X}=(\sum_{q=1}^{m}P^{\mathrm{T}}A_{q}PD_{qp})\bullet$

$(P^{-1}XP^{-\mathrm{T}})$ (from (10) and (14)) (18)

$= \sum_{q=1}^{m}\mathrm{H}[(P^{\mathrm{T}}A_{q}P)(P^{-1}XP^{-\mathrm{T}})]D_{qp}$

$= \sum_{q=1}^{m}\mathrm{T}\mathrm{r}[A_{q}X]D_{qp}$

$= \sum_{q=1}^{m}b_{q}D_{qp}$ (from (2))

$=\tilde{b}_{p}$ . (from (11))

SDP 問題 $(A_{1}, \cdots, A_{m}, b, C)$ の $G$ 対称性 (13) を用いると, (18) より $A_{p}\bullet$ $\tilde{X}=b_{p}$ が得られる. 即ち,
$\tilde{X}$ は (2) を満たす. 次に, 方程式 (3) に対して,

$\sum_{p=1}^{m}\tilde{A}_{p}\overline{z}_{p}+\tilde{\mathrm{Y}}$ (19)

$= \sum_{p=1}^{m}\sum_{q=1}^{m}\sum_{r=1}^{m}(P^{\mathrm{T}}A_{q}PD_{qp})((D^{-1})_{pr}z_{r})+P^{\mathrm{T}}\mathrm{Y}P$ (from (10), (15) and (16))

$= \sum_{q=1}^{m}P^{\mathrm{T}}A_{q}Pz_{q}+P^{\mathrm{T}}\mathrm{Y}P$

$–P^{\mathrm{T}}( \sum_{q=1}^{m}A_{q}z_{q}+\mathrm{Y})P$

$=\tilde{C}$ , (from (3) and (12))

が成り立つ. 従って, 方程式 (3) は $G$ 不変である. (13), (19) より, $\sum_{p=1}^{m}A_{p}\tilde{z}_{p}+\overline{\mathrm{Y}}=$. $C\text{を}$. 得る. 即

ち, $(\tilde{\mathrm{Y}},\tilde{z})$ は (3) を満たす. 同様に, $(\tilde{X},\tilde{\mathrm{Y}})$ は (4) の解であることを示すことができる. 即ち,

$\tilde{X}\tilde{\mathrm{Y}}=(P^{-1}XP^{-\mathrm{T}})(P^{\mathrm{T}}\mathrm{Y}P)$ (from (14) and (15))

$=P^{-1}(X\mathrm{Y})P$

$=P^{-1}(\mu I)P$ (from (4))

$=\mu I$ .

また, (5) より $\tilde{X},\tilde{\mathrm{Y}}\in S_{++}^{n}$ は直ちに得られる.

従って, 方程式系 $(\mathrm{C}\mathrm{P}_{\mu})((2)-(5))$ は $G$ 不変であり, $(\tilde{X},\tilde{\mathrm{Y}},\tilde{z})$ は $(\mathrm{C}\mathrm{P}_{\mu})$ の解である. $(\mathrm{C}\mathrm{P}_{\mu})$ の解の
一意性 (定理 23) より, $(X, \mathrm{Y}, z)$ は (17) を満たす. 口

4. 探索方向の群対称性
本節では, $(X, \mathrm{Y}, z)$ は $(X, \mathrm{Y}, z)\in S_{++}^{n}\cross S_{++}^{n}\cross \mathrm{R}^{m}$ を満たす定行列および定ベクトルとする.
このとき, $(X, \mathrm{Y}, z)$ における $\mathrm{H}\mathrm{R}\mathrm{V}\mathrm{W}/\mathrm{K}\mathrm{S}\mathrm{H}/\mathrm{M}$ 探索方向 $(dX, d\mathrm{Y}, dz)\in S^{n}\cross S^{n}\cross \mathrm{R}^{m}$ は, 方程式
系 (6)$-(8)$ の解である.
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探索方向 $(dX, d\mathrm{Y}, dz)$ [こ対する $g\in G$ の作用を $g:(dX, d\mathrm{Y}, dz)\mapsto(d\tilde{X}(g), d\tilde{\mathrm{Y}}(g),\tilde{d}z(g))$ で定義
する. ただし $d\tilde{X}(g),$ $d\tilde{\mathrm{Y}}(g),\tilde{d}z(g)$ は $\tilde{X}(g),\tilde{\mathrm{Y}}(g),\tilde{z}(g)$ と同様に (14)-(16) で与えられるものとする.

任意の $g\in G$ {こ対して $(dX, d\mathrm{Y}, dz)=(d\overline{X}(g), d\tilde{\mathrm{Y}}(g),\tilde{d}z(g))$ が成り立つならば, “ $(dX, d\mathrm{Y}, dz)$ は対

称性 $G$ を持つ” という.

$r_{X},$ $R_{Y},$ $H$ に対する $g\in G$ の作用は, 定義 (9) から導かれる. 即ち, $r_{\tilde{X}}(g),\tilde{R}_{\mathrm{Y}}(g),\tilde{H}(g)$ は (9) に
おいて $A_{p},$ $b,$ $C,$ $X,$ $\mathrm{Y},$ $z$ を $\tilde{A}_{p}(g),\tilde{b}(g),\tilde{C}(g),\tilde{X}(g),\tilde{\mathrm{Y}}(g),\tilde{z}(g)$で置き換えることによって得られ
る. このとき, $(X, \mathrm{Y}, z)$ が $G$対称ならば $r_{X}$ , $R_{Y},$ $H$ は $G$対称であることを示すことができる. また,
$dX’$ に対する $g\in G$ の作用を $g$ : $dX’\mapsto d\tilde{X}’(g)=P(g)^{-1}dX’P(g)^{-\mathrm{T}}$ で定義する.

定理 41. $SDP$問題 $(A_{1}, \cdots, A_{m}, b, C)$ が $G$対称, かつ $(X, \mathrm{Y}, z)$ が $G$対称ならば, $HRVW/KSH/M$

探索方向は $G$対称である.

Pmof. 定理 31 と同様に, 方程式系 (6)$-(8)$ が $G$ 不変であること, および解の一意性による. 口

定理 41 と同様にして, SDP 問題 $(A_{1}, \cdots, A_{m}, b, C)$ が $G$ 対称, かつ $(X, \mathrm{Y}, z)$ が $G$ 対称ならば,
dual $\mathrm{H}\mathrm{R}\mathrm{V}\mathrm{W}/\mathrm{K}\mathrm{S}\mathrm{H}/\mathrm{M}$ 探索方向および $\mathrm{N}\mathrm{T}$ 探索方向 [8] についても $G$対称性を示すことができる.

主双対内点法において, 初期解 $(X^{0}, \mathrm{Y}^{0}, z^{0})\in S_{++}^{n}\cross S_{++}^{n}\cross \mathrm{R}^{m}$ を $G$対称性を持つように与えた
とする. このとき, 定理 41 より, その後の各ステップでの探索方向の $G$対称性が保証される.

5. 例題
$G$ 対称性を持つ SDP 問題の実例として, トラスの形状が与えられたとき, その部材断面積を最適

化する問題を考える. トラスとは, 軸方向の力のみを伝える棒材 (部材) を, ピン節点と呼ばれる接合
部でつなぎ合わせることで構成される構造物である. 1 次固有振動数が指定値以上であるという制約
条件の下では, トラスの最適設計問題は SDP として定式化できる [2].
ところで, 実用上はトラス形状は何らかの対称性を持つように与えられることが多い. そのような

場合には, 最適化の結果として得られる断面積配置も対称性を持つことが望ましい. トラスの形状や
力学的な性質の対称性は, 群表現論を用いて自然な形で表現できる $[11, 12]$ . 与えられたトラス形状
が $G$ 対称性を持つならば, その形状に対する最適設計問題は $G$ 対称な SDP 問題であることを示す
ことができる.

5.1. 最適設計問題の定式化
トラスの剛性行列を $K\in S^{n}$ , 構造質量行列を $Ms\in S^{n}$ , 非構造質量行列を $M_{0}\in S^{n}$ とする. た

だし, 以下では $n$ を節点変位の自由度とする. 自由振動の固有値 (固有円振動数の 2 乗) を $\Omega_{r}$ , 固有
モードを $\Phi_{r}\in \mathrm{R}^{n}$ とおくと, $\Omega_{r}$ および $\Phi_{r}$ は次の一般固有値問題の解である.

$K\Phi_{r}=\Omega_{r}(Ms+M_{0})\Phi_{r}$ , $(r=1,2, \cdots, n)$ . (20)

部材長および部材断面積を表すベクトルを $b=(b_{p})\in \mathrm{R}^{m},$ $z=(z_{p})\in \mathrm{R}^{m}$ とする. ただし $m$ は部材
数である. ここで, $\Omega_{f}$ は設計変数である $z$ の関数である. $\Omega_{r}$ の最小制限値を $\overline{\Omega}$ とおくと, 固有 1 次
振動数の制約条件下での最適設計問題は次のように定式化される.

$\mathrm{O}\mathrm{P}$ :
$\min_{\mathrm{s}.\mathrm{t}}$

.

$\sum_{p=1}^{m}b_{p}z_{p}$

,’ $m$)
$n$),.

$\}$ (21)
$\Omega_{r}\geq\overline{\Omega}$ , $(r=1,2,$ $\cdots$

$z_{p}\geq\overline{z}_{p}$ , $(p=1,2,$ $\cdots$
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ただし, $\overline{z}_{p}\geq 0$ は $z_{p}$ の最小制限値である. 著者らは, 問題 $\mathrm{O}\mathrm{P}$ が次の SDP 問題 $D’$ に帰着されるこ

とを示した [2].

$D’$ :
$\mathrm{s}.\mathrm{t}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}$

.
$- \sum(K_{p}-\overline{\Omega}M_{p})z_{p}+\mathrm{Y}=-\overline{\Omega}M_{0}-\sum_{m}^{m}b_{p}z_{p}p=1p=1$

, $\mathrm{Y}\in S_{+}^{n},$

$\}$ (22)

$z_{p}\geq\overline{z}_{p}$ , $(p=1,2, \cdots, m)$ .

ここで, $K_{p},$ $M_{p}$ は,

$K_{p}= \frac{\partial K}{\partial z_{p}}$ $M_{p}= \frac{\partial M_{S}}{\partial z_{p}}$ , $(p=1,2, \cdots, m)$ (23)

で定義される, トラスの形状に固有の定行列である.

52. 最適設計問題 $D’$ の $G$ 対称性

3次元空間における, 1 つの軸まわりの回転変換や, 平面に関する鏡映変換などを考える. 対称なト
ラス形状に対しては, 形状を不変に保ついくつかの変換が存在し, そのような一組の変換がなす群を

考えることができる [11]. たとえば, 図 1 に示す $.\text{ト}$ ラス形状は次数 6 の正 2 面体群の要素である変換
に対して不変である.

以下では, トラスの最適設計問題 $D’$ において, 行列 $D(g),$ $P(g)$ を真体的に示す. トラス形状

が $G$ 対称性を持つとする. $g\in G$ は部材の置換および節点変位の 1 次変換を引き起こす. いま,
$\Pi=\{\Pi(p)|p=1,2, \cdots, m\}$ を 1, 2, $\cdots,$ $m$ の順列とし, $g\in G$の作用によって部材 $p$が部材 $q=\pi(p)$

に重なる位置に移されるとする. $D(g)=[D_{pq}(g)]$ を次のような置換行列とする.

$D_{pq}(g)=\{$
1 $(q=\pi(p), p=1,2, \cdots, m)$ ,

0(otherwise).
(24)

このとき, トラスの幾何学的形状は不変に保たれるので, 部材長を表すベクトル $b$ は次式を満たす.

$b=D(g)^{\mathrm{T}}b$ , $\forall g\in G$ . (25)

トラスの節点変位ベクトルを $u\in \mathrm{R}^{n}$ とおく. $g\in G$ の作用によって, $u$ は $\tilde{u}$ }こ移されるとすると,

$\tilde{u}=P(g)^{\mathrm{T}}u$

と書くことができる. ここで行列 $P(g)\in \mathrm{R}^{n\cross n}$ は, $g\in G$によって引き起こされるトラスの回転変換

に対応する回転行列と, 節点番号の置換行列とのテンソル積で表されることが分かる. 従って, $P(g)$

は直交行列である.
次に , $g\in G$ による変換後のトラスに対する剛性行列および質量行列は, $\tilde{u}$ を基底として構成され

る. 従って, $K$ および $Ms$ に対する $g\in G$ の作用を $g:K\mapsto\tilde{K}$ および $g:Ms\mapsto\tilde{M}s$ で定義すると,
次式が得られる.

$\tilde{K}(g)=P(g)^{\mathrm{T}}KP(g)$ , $\tilde{M}_{S}(g)=P(g)^{\mathrm{T}}M_{S}P(g)$ . (26)

部材 $p$が部材 $\pi(p)$ に移されていることより, 次式が成り立つ.

$\frac{\partial\tilde{K}}{\partial z_{\pi(p)}}=\frac{\partial K}{\partial z_{p}}$ $\frac{\partial\tilde{M}_{S}}{\partial z_{\pi(p)}}=\frac{\partial M_{S}}{\partial z_{p}}$ , (27)
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図 2: 24 部材球形シェル状トラスの最適解
図 1: 24 部材球形シェル状トラス

図 4: SQPで得られた非対称な最適解
図 3: 5 自由度平面トラス

(23), (24), (26), (27) より,

$K_{q}= \sum P(g)^{\mathrm{T}}K_{p}P(g)D_{pq}(g)m$ , $M_{q}= \sum P(g)^{\mathrm{T}}M_{p}P(g)D_{pq}(g)m$ , $\forall g\in G$ (28)
$p=1$ $p=1$

を得る. 非構造質量行列 $M_{0}$ に対しても, 同様にして次式が得られる.

$M_{0}=P(g)^{\mathrm{T}}\grave{M}_{0}P(g)$ , $\forall g\in G$ . (29)

(25), (28), (29) より, 任意の $g\in G$ に対して,

$(\overline{K}_{1}-\overline{\Omega}\tilde{M}_{1}, \cdots,\tilde{K}_{m}-\overline{\Omega}\tilde{M}_{m},\tilde{b},\overline{\Omega}\tilde{M}_{0})=(K_{1}-\overline{\Omega}M_{1}, \cdots, K_{m}-\overline{\Omega}M_{m}, b,\overline{\Omega}M_{0})$

が成り立つ. 即ち (13) が満たされるので, SDP 問題 $\sigma$ は $G$対称である.
定理 31 より, $y$ の中心パス上の解 $(X, \mathrm{Y}, z)\in(\mathrm{C}\mathrm{P}_{\mu})[]\mathrm{h}z=D(g)^{-1}z$ を満たす. また, 定理 41

より, $G$対称な $(X, \mathrm{Y}, z)$ における $\mathrm{H}\mathrm{R}\mathrm{V}\mathrm{W}/\mathrm{K}\mathrm{S}\mathrm{H}/\mathrm{M}$ 探索方向 $(dX,d\mathrm{Y}, dz)$ は $dz=D(g)^{\mathrm{T}}dz$ を満た
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$c$ 0000
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$e$ 1500 $\mathrm{Q}\mathrm{Q}$ $0$

す. $z$ はトラスの部材断面積を並べたベクトルであるので, これらは主双対内点法で得られる最適断
面積配置が $G$対称であることを理論的に保証している.

5.3. $\mathrm{D}_{6}$ 対称なトラス

以下の例題では, 部材は鋼材とし, ヤング率を 2058 $\mathrm{G}\mathrm{P}\mathrm{a}$ , 密度を $786\cross 10^{-3}\mathrm{k}\mathrm{g}/\mathrm{c}\mathrm{m}^{3}$ とする. ま
た, $\overline{\Omega}=1000$

$\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}^{2}/\mathrm{s}^{2}$ とする. SDP を解く際には, 主双対内点法の実装である SDPA [13] を用いる.
24 部材立体トラスの形状を図 1 に示す. 黒丸で示した各節点には 2.1 $\cross 10^{5}\mathrm{k}\mathrm{g}$ の非構造質量が存

在し, 残りの節点は全てピン支持されている. 部材断面積の最小制限値は $\overline{z}=0$ とする. $s$ を $xz$ 平面
に関する鏡映変換, $r(\varphi)$ を $z$ 軸半時計まわりの角度 $\varphi$ の回転変換とする. 6 次の正 2 面体群 $\mathrm{D}_{6}$ は,
次のように定義される.

$\mathrm{D}_{6}=\{r(\frac{2\pi k}{6}),$ $sr( \frac{2\pi k}{6})|k=0,$ $\cdots,$ $5\}$ .

図 1 のトラス形状は $\mathrm{D}_{6}$ の要素である任意の変換に対して対称であることが分かる.
SDPA の $\mathrm{H}\mathrm{R}\mathrm{V}\mathrm{W}/\mathrm{K}\mathrm{S}\mathrm{H}/\mathrm{M}$ 探索方向を用いて得られた最適断面積を図 2 に示す. ただし, 図中の部

材の大さは断面積の大きさに比例する. 得られた断面積分布は, 7桁の精度で $\mathrm{D}_{6}$ 対称である.

5.4. 5 自由度平面トラス
図 3 に示す 5 自由度平面トラスに対して, 主双対内点法と逐次 2 次計画法 (SQP) を用いて最適

解を求め, 結果を比較する. 各部材の長さを 1000cm, 部材断面積の最小制限値を $\overline{z}_{p}=10.0\mathrm{c}\mathrm{m}^{2}$

$(p=1,2, \cdots, 8)$ とする. 各節点の座標を表 1 に示す. 節点 $a$ および $b$ に 2.1 $\cross 10^{5}\mathrm{k}\mathrm{g}$ , 節点 $c$ に
$2.1\cross 10^{6}\mathrm{k}\mathrm{g}$ の非構造質量が存在する. このトラス形状は $x$ 軸および $y$ 軸に関して線対称である. 即
ち, 2 次の正 2 面体群 $\mathrm{D}_{2}$ の対称性を持つ.
主双対内点法の $\mathrm{H}\mathrm{R}\mathrm{V}\mathrm{W}/\mathrm{K}\mathrm{S}\mathrm{H}/\mathrm{M},$ $\mathrm{N}\mathrm{T}$ , AHO (Alizadeh-Haeberly-Overton [5]) の 3 っの探索方向

および SQP を用いて得られた最適解を表 2 に示す. これらの解は, いずれも制約条件を満たし, 目
的関数値が同じであるので最適解である. 主双対内点法で得られた解は, いずれの探索方向でも, 4
桁ないし 5 桁の精度で $\mathrm{D}_{2}$ 対称である. 一方, SQP で得られた解は, 図 4 に示すように非対称である.

6. 結論
群表現論に基づいて群対称性を持つ SDP 問題を定義し, 主双対内点法を用いてこれを解いた場合
に得られる解の性質について考察した.
中心パスを定める方程式の解の一意性より, SDP 問題が $G$ 対称性を持っならば, その中心パスは

$G$ 対称であることを示した. 主双対内点法では, 中心パスを表す非線形方程式にニュートン法を適
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用し, 得られる線形方程式を繰り返し解くことで最適解を得る. ニュートン法における現在のステツ
プの解が $G$ 対称であるならば, 主双対内点法で用いられる $\mathrm{H}\mathrm{R}\mathrm{V}\mathrm{W}/\mathrm{K}\mathrm{S}\mathrm{H}/\mathrm{M}$ , dual $\mathrm{H}\mathrm{R}\mathrm{V}\mathrm{W}/\mathrm{K}\mathrm{S}\mathrm{H}/\mathrm{M}$ ,
$\mathrm{N}\mathrm{T}$ 探索方向の 3 種類の探索方向が $G$ 対称性を持つことを示した. 従って, 初期解を $G$対称性を持

つように選ぶと, その後の各ステップにおける探索方向が $G$対称である. 即ち, 主双対内点法を用い.

て得られる解が $G$対称であることが理論的に保証される.
$G$対称な解が常に得られることは, 主双対内点法の実用上の重要な利点であると考えられる. その

例として, トラスの最適設計問題について考察した. 与えられたトラスの形状が対称性 $G$ を持つな

らば, その形状に関する固有振動数制約下での最適設計問題は $G$対称な SDP 問題として定式化でき
ることを示した. $\mathrm{D}_{6}$ 対称性を持つ立体トラス, および最適解集合に非対称な解を含むトラスに対し

て, 最適設計解を求めた. 逐次 2 次計画法は非対称な解に収束するが, 主双対内点法では精度の良い
$G$対称な最適解が得られることを例証した.
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