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1. はじめに

多目的ナップサック問題を解くために動的計画法や分枝限定法をもとにしたアルゴリズム
が開発されてきた [1]. Lかしこれらの多くは, 線形なナップサック問題を扱うものであった.

また, 多次元非線形ナップサック問題においては, これらの手法は有効ではなく, ヒューリ

スティックな解法が用いられることが多かった.
本論文は, 非線形ナップサック型問題を解くために提案されているアルゴリズム (標的ア

プローチ) の改善を提案する. 標的アプローチは, 仲川によって開発されたモジュラ法 [2]に

よってアルゴリズムが設計された非線形ナップサック問題の標的値より良いすべての解を制

約条件のもとに列挙する手法である. 標的値より良いすべての解を列挙する問題を標的問題

と呼び, そこで得られた解を標的解と呼ぶ. 次に, 単一制約単一目的の最も簡単な標的問題

を示す.

$[\mathrm{P}^{\mathrm{O}}(f^{T}, b^{\mathrm{O}})]$ :Enumerate all solutions hitting

atと get $f^{\mathrm{O}}( \mathrm{x})=\sum_{=j1}^{n}f_{j}^{\mathrm{O}}(x_{i})\geq f^{T}$

subject to $g^{\mathrm{O}}( \mathrm{x})=\sum_{i=1}^{n}g_{i}^{\mathrm{O}}(x_{i})\leq b^{\mathrm{O}}$

$x_{i}\in K_{i}^{\mathrm{O}}$ for $i\in N$,

ここで, $\mathrm{x}=$ $(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{n}),$ $K_{j}^{\mathrm{O}}=\{1,2, \ldots, k_{i}^{\mathrm{O}}\},$ $N=\{1,2, \ldots, n\},$ $f^{T}$ は標的値である.
仲川により提案された代理制約法 [3]は, 双対ギャップを閉じるために標的問題を用い, 例

えば, 3 制約 1000 変数で各変数に対する項目が 20 の大規模なナップサック問題において,

厳密解を得ることに成功している. 宮地ら [4]は多目的離散最適化問題を解くために, それぞ

れの目的関数に標的を与え解を列挙することを提案した. 仲川ら [5]は, 多目的離散最適化問

題の各目的関数に対する標的問題を代理目的乗数を用いて単一の標的問題に変換し多目的離

散最適化問題を解くことを提案した. 本論文では, 多目的ナップサック問題の複数の目的関

数を代理目的乗数を用いて単一の目的関数に変換した上で標的値より良い解を列挙すること

を検討する. さらに, 標的値の決定方法の改善を行い, 改善された手法を用いて従来の方法

では困難であった大規模な問題を解くことを試み, 実際問題に適用可能であることを検証す
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2. モジュラ法

モジュラ法は, 単一制約で変数分離可能な問題を効率よく解くことができ, 動的計画法と
同様にボトムアップ的な手法である. まず, 与えられた離散最適化問題に対応した最適化シ
ステムを考え, 次の (1) と (2)の操作を繰り返すことにより原問題を解く.

(1) システムに対して深測操作を適用し決定空間を縮小する.
(2) システム内の複数のモジュールを単一のモジュールに統合することにょってモジュ–
ル数を減らす.

(oでは, 実行可能性操作, 限界値操作, 優越性操作の 3 っの深測操作を用いて, 決定空間を
縮小する. ただし, 多目的問題を解く場合には, 優越性操作は行ゎない. これらの深測操作
は, 動的計画法, 及ひ, 分枝限定法で用いられている方法と同じ手法である. モジュラ法は,
Marsten–M0rin[6]によって提案された動的計画法に分枝限定法の限界値操作を導入したハ
イブリッド DP/B&B を更に拡張した方法である. (2)において複数のモジュールを単一のモジ
ュールに統合するとは, 2 っの変数の解空間の直積を求め, その直積空間と対応する解空間
をもつ新しい変数で元の 2 っの変数を代替することである. 動的計画法において変数の統合
順序が固定的であることに比較して, モジュラ法では, 統合する変数を柔軟に決定できる.
モジュラ法を多重選択ナップザック問題に適用した論文 [7]では, 変数の統合政策を適切に選
択することにより実用レベルの問題に対して有効であることが示されてぃる. 非線形計画問
題に適用した論文 [8]では, 非線形計画問題を離散最適化問題に変換した上で, モジュラ法を
適用することによって, 原問題を解きうることが示されてぃる.

3. 標的アプローチの改善
標的アプローチは, 問題に対して標的値を設定し, その値より良いすべての実行可能解を
列挙する手法である. 標的値を変化させることにょり, 任意の大きさの解集合を探索するこ
とができる. しかし, 必要とする大きさの解集合を得るために必要とされる標的値が何かを
あらかじめ知ることはできない. 従来の手法では, 標的値をさまざまに変化させ試行錯誤し
ながら, 必要とする大きさの解集合が得られるまで繰り返し問題を解く必要があった. その
ため, 問題の規模が大きくなれば適切な標的値の特定も困難となり, 実際の問題に適用する
のは非常に困難であった. そこで, 標的値を探索するために上限値, 下限値およひ列挙した
い解の個数を与え, 2 分探索を行うことにより, 自動的に標的値を獲得する方法を検討する.
単一制約単一目的の最も簡単な標的問題 PO を用いて以下にそのアルゴリズムを示す.
(ステップ 1) 問題 $\mathrm{P}^{0}$ をモジュラ法を用いて解く.
(ステップ 2) ステップ 1 で得られた最適値を標的値の上限に, 標的値の下限に任意の値を

設定し, 列挙したい解の個数を設定する.
(ステップ 2) 問題 $\mathrm{P}^{0}$ をモジュラ法を用いて解き, 得られた解の個数が列挙したい解の個数

に一致するまで標的値の下限値を更新しながら, 標的値の上限値と下限値の
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間を 2分探索する.

(ステップ 3) ステップ 2 で得られた解の個数が列挙したい解の個数に一致していれば, ス

テップ 2 で設定した標的値の下限値を標的値に決定し探索を終了する. 得ら

れた解の個数と列挙したい解の個数を比較して得られた解の個数が少なけれ
ば標的値の下限値を緩め, 多ければ下限値を厳しく再設定し, ステツプ 2 に

戻る.

4. 一次元多目的非線形ナップサック問題への適用

4.1. 代理目的問題
一次元多目的ナップサック問題は次のように定式化される.

$(\mathrm{p}^{1})$ : Maximize $\mathrm{f}(\mathrm{x})=(f_{1}(\mathrm{x}), f_{2}(\mathrm{x}),$
$\ldots,$

$f_{m}(\mathrm{x}))$

subjectto $g( \mathrm{x})=\sum_{i=1}^{n}g_{i}(x_{i})\leq b$ ,

$\mathrm{x}\in \mathrm{K}$

ここで, $\mathrm{f}(\mathrm{x})=(f_{1}(\mathrm{x}), f_{2}(\mathrm{x}),$

$\ldots,$
$f_{m}(\mathrm{x}))$ は目的関数, $\mathrm{g}(\mathrm{x})$ は制約関数, $\mathrm{x}=(x_{1},\cdots,x_{n})$は変

数, $\mathrm{K}=$ {$\mathrm{x}:x_{i}\in k_{i}$ , for $i=\mathbb{L}2,\cdots,n$ } は, 項目案集合である. 多目的ナツプサツク問題のす

べての目的関数を同時に最大化 (または, 最小化) するような解は存在しない. 目的関数間

に競合関係が存在することが一般的である. そこで, 多目的ナツプサツク問題の解として,

パレート最適解が定義されている [9]. パレート最適解は, 少なくとも 1 つの目的関数の値

において, 他よりも優れているような解である.
問題 $\mathrm{P}^{1}$ に代理目的乗数を導入し,複数の目的関数を単一目的関数に変換した問題を考える.
この問題を代理目的問題と呼ぶ. 代理目的問題は次式で表すことができる.

$(\mathrm{p}^{2})$ : Maximize $\mathrm{w}\mathrm{f}(\mathrm{x})$

subject to $g(\mathrm{x})\leq b$ ,
$\mathrm{x}\in \mathrm{K}$,

但し $\sum_{j=1}^{m}w_{j}=1,$ $w_{j}\geq 0$.

ここで, $\mathrm{w}=(w_{1}, w_{2}, \ldots, w_{m})$は代理目的乗数である. 代理目的問題の最適解は, 問題 $\mathrm{P}^{1}$ の

パレート最適解であることが知られている.

42. 代理目的問題への標的アプローチの適用
代理目的問題に標的アプローチを適用した問題は, 次式で表すことができる.

$(\mathrm{P}^{3})$ : Tと get � $(\mathrm{x})\geq f^{ST}$

subject to $g(\mathrm{x})\leq b$ ,
$\mathrm{x}\in \mathrm{K}$.
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$=\veearrow-C^{\backslash }\backslash$ , $f^{ST}[] \mathrm{g}\mathrm{f}\mathrm{f}^{\backslash }\mathrm{E}\mathrm{B}\mathrm{M}\mathrm{f}-\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{H}\mathit{0})_{\mathrm{T}\backslash }\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}^{-}\mathrm{C}.ho$ . $-arrow\sigma)\ovalbox{\tt\small REJECT}-7\mathfrak{B}\mathfrak{l}\mathrm{g},$ $\mathrm{a}^{\backslash }-\#\mathrm{J}n_{\backslash }\mathrm{a}^{\backslash }-\mathrm{B}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\sigma)_{\tau\backslash }\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\ovalbox{\tt\small REJECT}-\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathfrak{B}[] c$

なっている. この標的問題を解いて得られる解集合は, 次の定理により, 問題 $\mathrm{P}^{1}$ のパレート

最適解である [10].

[定理]
$\mathrm{X}^{T}$ が標的問題 $\mathrm{P}^{\theta}$の実行可能解集合, $\mathrm{X}^{C}$ は $\mathrm{X}^{T}$ 内で優越操作をして得られた解集合
とする.
$\mathrm{X}^{C}=$ {$\mathrm{x}\in \mathrm{X}^{T}|f(\mathrm{x}^{1})\geq f$(I)となる $\mathrm{x}^{1}\in \mathrm{X}^{T}$ が存在しない}
とすれば, $\mathrm{x}^{C}\in \mathrm{X}^{C}$ は, 原問題のパレート最適解である.

[証明]
$\mathrm{x}^{1}$ が問題 $\mathrm{P}^{1}$ の実行可能解であるとすると, 以下の式が成り立っ.

$\mathrm{x}1\in \mathrm{X}=\{\mathrm{x}|g(\mathrm{x})\geq b\}$

$\mathrm{X}1\in \mathrm{X}^{T}$ならば, $\mathrm{X}^{\mathrm{C}}$ の定義により, $f(\mathrm{x}^{C})\leq f(\mathrm{x}^{1})$となるような $\mathrm{x}^{1}$ は存在しない. も

し, $\mathrm{x}1\not\in \mathrm{X}^{T}$ ならば, 問題 $\mathrm{p}\epsilon$のパレート最適解集合は以 Tのように表される.
$\mathrm{w}\mathrm{f}(\mathrm{x}^{\mathrm{C}})\leq f^{ST}\leq \mathrm{w}\mathrm{f}(\mathrm{x}^{1})$

しかし, $f(\mathrm{I}^{C})\leq f(\mathrm{I}^{1})$ となるような $\mathrm{x}^{1}$ は存在しない. したがって, $\mathrm{x}^{C}$ は $\mathrm{P}^{1}$ のパレ

ート最適化解集合である.

(証明終)

多目的ナップサック問題では, 得られたパレート最適解の中から意思決定者が自らの価値
観にあった解を選択する. ニうして得られた解は, 選考最適解と呼ばれる. 意思決定者が解
を選択する際に, すべてのパレート最適解が列挙されてぃる必要はない. 適切な個数の意思
決定者の価値観を反映した解が, 解の候補として列挙されてぃればよい. 多目的ナップサッ
ク問題に標的アプローチを適用する場合は, 多目的ナップサック問題に代理目的乗数を導入
して単一目的の代理目的問題に変換した上で, 代理目的問題に対して標的値より良い実行可
能解を列挙する. 意思決定者の価値観は代理目的乗数にょって与えられ, 解候補の数は, 標
的値で与えられる. 意思決定者は, 改良された標的アプローチを用いて多目的ナップサック
問題を解き, 得られた実行可能解に対し原問題の優越性操作を行って得られるパレート最適
解の中から, 最も自らの価値観に合った解を選択すればよい. 以下に標的問題 $\mathrm{P}^{3}$ を用いて,

標的アプローチを多目的ナップサック問題に適用した場合のアルゴリズムを示す.
(ステップ 1) 問題 $\mathrm{P}^{2}$ をモジュラ法を用いて解く.
(ステップ 2) ステップ 1 で得られた最適値を標的値の上限に, 標的値の下限に任意の値を

設定し, 列挙したい解の個数を設定する.
(ステップ 2) 問題 $\mathrm{P}^{3}$ をモジュラ法を用いて解き, 得られた解の個数が列挙したい解の個数

に一致するまで標的値の下限値を更新しながら, 標的値の上限値と T限値の
間を 2分探索する. ここで, 実行可能解が得られなければ, 更新された標的
値の下限値を上限値に設定して探索を繰り返す.

(ステップ 3) ステップ 2 で得られた解の個数が列挙したい解の個数に一致してぃれば, ス

テップ 2 で設定した標的値の下限値を標的値に決定し, ステップ 4 に進む.
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列挙したい解の個数と比較して得られた解の個数が少なければ標的値の下限
値を緩め, 多ければ下限値を厳しく再設定して, ステップ 2 に戻る.

(ステップ 4) 得られた実行可能解に対して原問題の目的関数の優越性操作を実施し, パレ

ート最適解を得る.

5. 計算実験

1 次元 1 目的非線形ナップサック問題に標的アプローチを適用した場合と 1 次元多目的非
線形ナップサック問題に適用した場合について計算実験を行った. 1 次元 1 目的非線形ナッ
プサック問題の計算結果を表 1 に示す. 1 次元多目的非線形ナップサック問題に適用した計
算例として, 2 目的の場合の計算結果を表 2に, 目的の場合の計算結果を表 3に示す. それ

ぞれ変数と各変数に対する項目案数をそれぞれ 100, 200, 500, 1000 と変化させた問題につ
いて, 列挙する解の個数を 10 個以内に設定して計算実験を行った. テスト問題は, 擬似乱数

$1\leq f_{ij}(k+1)-f_{jj}(k)\leq 2^{8}$ を使用して生成した. 測定した項目は, アルゴリズムが停止した際の解の

最大数と処理時間及び 10 個以内の解を列挙するまでの繰り返し回数である. 計算実験には,
$\mathrm{C}\mathrm{P}\mathrm{U}500\mathrm{M}\mathrm{H}\mathrm{z}$ , メモリー 192耶の $\mathrm{D}\mathrm{O}\mathrm{S}/\mathrm{V}$コンピュータを使用した. 計算実験の結果から, 1000
変数, 1000 項目案の大規模な問題であっても, 一回の解の探索は 10 分\sim 20 分で完了してお

り, 希望する解のサイズになるまで繰り返し探索した場合でも 1 時間から 1. 5 時間程度で解
を求め得る. このことから, 現在まで解くことが困難であった大規模な問題をパーソナルコ

ンピュータにおいて実用的な時間内で解きうることを示している.

表 11 目的, 100, 200, 500, 1000変数で 100, 200, 500, 1000項目案の場合の計算

$\mathrm{n}\cross \mathrm{k}^{0}\mathrm{i}$

10 $1\mathrm{E}\mathrm{k}^{\backslash }A\hslash\emptyset ffl P^{1}\mathrm{J}\xi^{\backslash }\#$

$\mathrm{R}_{\backslash }^{\backslash }\mathrm{M}\mathfrak{B}\#\mathrm{F}\ovalbox{\tt\small REJECT}(\sec)$ ffl 0 \‘iE $\mathrm{b}\fbox\Pi\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}\star \mathrm{E}$ $\mathrm{B}$ a $\mathrm{M}\mathfrak{B}\#\doteqdot \mathrm{F}\mathrm{a}(\sec)$

$100\cross 100$ 12266 0 4 8
$100\cross 200$ 55356 2 8 5
$100\cross 500$ 53656 4 41 10

$100\cross 1000$ 13024 6 59 10
$200\cross 100$ 15120 2 14 6
$200\cross 200$ 1712 4 34 8
200 $\mathrm{X}500$ 128432 20 131 8

$200\cross 1000$ n& $\mathrm{n}/\mathrm{k}$ n& $\mathrm{n}/\mathrm{k}$

$500\cross 100$ 5374 15 119 8
$500\cross 200$ 35602 31 236 8
$500\cross 500$ 12803 67 134 8

$500\cross 1000$ 21027 126 1009 8
$1000\cross 100$ 16925 64 125 2
$1000\cross 200$ 88323 114 677 6
$1000\cross 500$ 64449 240 972 4
1000 $\mathrm{X}1000$ 10983 505 3529 7
n&: not known.
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$\mathfrak{F}2$ 2 $\mathrm{B}\mathrm{M},$ $100,200,500,1000\mathfrak{B}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{-}\mathrm{C}$. $100,200,500,1000\Phi \mathrm{B}\mathrm{F}\sigma$) $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\mathrm{r}\mathrm{J}}\wedge\sigma)_{\mathrm{r}}\ni \mathrm{f}\mathrm{F}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{e}$

表 33 目的, 100, 200, 500, 1000変数で 100, 200, 500, 1000項目案の場合の計算結果

6. おわりに

単一制約の多目的非線形ナップサック問題において, 標的値の最適化を自動的に行うこと
により, 従来方法と比較して効率的にパレート最適解を求める方法を示した. 計算機実験に
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より, この手法を用いて 1000 変数で 1000 項目案数の規模の大規模な非線形ナツプサツク型
の問題が解き得ることを示した. この手法を用いて得られた解は, 意思決定者の価値観を反

映した意思決定者が必要とするサイズの解集合になっている. 意思決定の現場では, 多目的

非線形ナップサック問題を解いて得られたパレート最適解の中から意思決定者が解を選択す
る必要があるので, 意思決定者の価値観にあった適切なサイズのパレート解集合が効率的に
提示できることは非常に重要である. 本論文では, 標的値を操作することで得られる解のサ

イズを最適化し効率的に解を得る方法を提案した. 今後の課題として, 意思決定者の価値観

を反映するために目的乗数を最適化する手法の検討が必要である.

参考文献

[1] M. Ehrgott, X.Gandibleux:”A survey and annotated bibliography of multiobjective
combinatorial $\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$ ”, $\mathrm{O}\mathrm{R}$ Spektrum 22, pp425-460(2000).
[2] 仲川勇二:「離散最適化問題のための新解法」,電子情報通信学会論文誌, Vol. $\mathrm{J}73-\mathrm{A}$ , No. 3,
pp. 550-556 (1990).
[3] Y. $\mathrm{N}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{a}\mathrm{w}\mathrm{a}\cdot.,,\mathrm{A}$ reinforced surrogate constraints method for separable nonlinear integer

$\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{r}\mathfrak{W}\mathrm{m}\dot{\mathrm{u}}\mathrm{n}\mathrm{g}$”, RIMS Kokyuroku 1068 ofKyoto University, Nov, pp.194-202. (1998).
[4] I. Miyaji, Y. Nakagawa: “Decision support system for the composition of the
examination problem”, European Journal OfOperational Research80 $\mathrm{p}\mathrm{p}.130\cdot 138(1995)$ .
[5] 仲川, 疋田 :「多目的離散最適化問題のための対話型意思決定アルゴリズム」, 経営工学
会論文誌, Vol. 51, pp. 197-202(2000).
[6] R.E.Marsten, T.L.Morine:” Ahybrid approach to discrete mathematical programming”,
Math. program, $\mathrm{V}\mathrm{o}114,$ pp.21-40(1974).
[7] 仲川勇二, 疋田光伯, 岩崎彰典, 「多重選択ナップザック問題の高速厳密解法」, 電子情
報通信学会論文誌, VO1. $\mathrm{J}75-\mathrm{A}$, No. 11, pp. 1752-1754 (1992).
[8] 疋田光伯, 岩崎彰典, 仲川勇二, 「モジュラ法の非線形計画問題への適用」, 電子情報通
信学会論文誌, VO1. $\mathrm{J}76-\mathrm{A}$, No. 1, pp. 64-67, Jan. 1993.
[9] 酉川, 三宮, 茨木 :「岩波講座情報科学 19 最適化」, 岩波書店, pp. 162-166 (1982).
[10] Y.Isada, M.Hikita, Y.Nakagawa: “A Method for Solving Multi-Objective Discrete
Optimization Problem”, Proceedings of the first western pacific and third austraha-japan
$\mathrm{w}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{k}\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{p}l\tau \mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{o}\backslash$

on stochastic models in engineering, technology and management, pp.192-201

59


