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1 はじめに

$H$ を Hilbert空間とし, $g$ を $H$ がら $(-\infty, \infty]$ に値をとる properで凸な下半連続関数とする.このとき, 我々は
$g(z)= \min\{g(x) : x\in H\}$ (1)

& を 6 $z\in H\text{を}$求めよ, という凸最 $\prime \mathrm{J}\backslash (\mathrm{b}$問題を考えることができる. このような $g$ に対して, $H$上の集合値写像 $\partial g$ を, $x\in H$ に対して

� g(x) $=\{x^{*}\in H : g(y)\geqq g(x).+(x^{*}, y-x), y\in H\}$

$-C^{\backslash \backslash }\hat{j\Xi}\text{義}1_{\vee}$ , これを $g$の劣微分と呼ぶ. $H$上の集合値作用素 $A\subset H\cross H$が, $(x_{1}, y_{1}),$ $(x_{2}, y_{2})\in A$に対して

$(x_{1}-x_{2}, y_{1}-y_{2})\geqq 0$ (2)
$\text{を}(^{\grave{\backslash }}ff$たし, \mbox{\boldmath $\theta$}‘っ任意の $\lambda>0$ に対して, $R(I+\lambda A)=H$ を満たすならば, $A$ は m-増大とい

$\mathrm{B}^{\backslash }\cdot\supset(2)*)\text{れる}.\text{を}’\backslash ffi’\gamma.\backslash -\mathrm{t}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\text{の集_{}\mathrm{t}\supset}^{\mathrm{A}}\mathrm{f}_{\mathrm{L}}^{g}\dagger T\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\text{素_{}\backslash }B\subset H\cross\cdot Hl_{}\text{対}\backslash \llcorner \text{て}\gamma_{arrow}\gamma_{\mathrm{c}}^{\backslash }\backslash \llcorner,R(I+\lambda A)|\mathrm{h}I+\lambda A\text{の値域を}\ovalbox{\tt\small REJECT}-\mathrm{t}.\text{ま}\gamma.$

” $A\subset H\cross H$ が (2) $\text{を}$満た $\llcorner$ ,

$A\subset B\Rightarrow A=B$

$-C^{\backslash \backslash }$あるな $\text{ら}[] \mathrm{f}^{\backslash },$ $A$ は極大単調であるといゎ $\text{れる}$ . Proper で凸な下半連続関数 $g$ : $Harrow$
$(-\infty, \infty]$ の劣微分 $\partial g$ は m-増\lambda \mbox{\boldmath $\tau$}*かっ極大単調になることが知られてぃる. $A\text{を}m- \mathrm{f}\xi \text{大}$

作用素とすると, 任意の $\lambda>0$ に対して, $A$ の resolvent

$J_{\lambda}=(I+\lambda A)^{-1}$

が定義されるが, $J_{\lambda}$ は $H$ がら $H$への非拡大写像となる. すなゎち, $x,$ $y\in H$ に対して

$||J_{\lambda}x-J_{\lambda}y||\leqq||x-y||$

となる. また, $\partial g$ に対しては $J_{\lambda}=(I+\lambda\partial g)^{-1}$ とすると

$0 \in\partial g(x_{0})\Leftrightarrow g(x_{0})=\min\{g(x) : x\in H\}$

�} $J_{\lambda}x_{0}=x_{0}(^{\forall}\lambda>0)$
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が成り立つ. (1) の解を求めるよく知られた方法として, Martinet [23] によって導入された
proximal point algorithm というものがある. この 7)レゴリズムは, resolvent $J_{\lambda}$ に関係が
ある. すなわち

J\lambda x=arg面 n $\{f(z)+\frac{1}{2\lambda}||z-x||^{2}$ : $z\in H\}$

である (Moreau[25] を参照せよ).
Proximal point algorithm とは, $\{\lambda_{n}\}\subset(0, \infty)$ とするとき, $x_{1}\in H$ を初期点とし

$x_{n+1}=J_{\lambda_{n}}x_{n}$ $(n=1,2, \ldots)$

で帰納的に点列 $\{x_{n}\}$ を生或し, (1) の解を求める点列的構或法のことである (Rockafellar[30]
を参照せよ).
一方, 我々は, 非拡大写像の 2 つの不動点近似法を知っている. 1 つは Halpern [12] に

よって導入された点列的近似法で, Hilbert 空間 $H$上で定義された非拡大写像 $T$ に対して

$x_{1}=x\in H,$ $x_{n+1}=\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})Tx_{n}$ $(n=1,2, \ldots)$

による点列 $\{x_{n}\}$ で $T$ の不動点を求める方法である. 他の 1 つは Mann[22] によって導入さ
れた

$x_{1}=x\in H,$ $x_{n+1}=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha)Tx_{n}$ $(n=1,2, \ldots)$

による点列 $\{x_{n}\}$ で $T$ の不動点を求める近似法である. ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ である.
ここでは, 上の不動点近似法のアイデアを用いて Hilbert 空間上で定義された m-増大作

用素の零点を求める点列的近似法を, resolvent による proximal point algorithm を用いて強
収束と弱収束の形で研究している. 強収束定理に関してはまったく新しいものであり, 弱
収束定理に関しては Rockafellar の定理 [30] の拡張定理である. そしてその応用として, 凸
関数の minimizer を求める点列的近似法を議論している. Hilbert 空間では, 集合値作用素
が $m$-増大であることと極大単調であることは同じである. しかしながら, Banach空間では
まったく違ったものになる. そこで, 第 4節ではまず Banach空間における m-増大作用素の
零点を求める点列的近似法を議論している. そして resolvent の強収束定理と弱収束定理を,
$m$-増大作用素の resolvent が非拡大写像となることを用いて証明している. 第 5節では極大
単調作用素の零点を求める近似法を resolvent と距離射影を用いて議論している. 極大単調
作用素の resolvent は一般的には非拡大写像にはならない. だから極大単調作用素の零点を
求めるのに第 4節の手法は使えない. そこに第 4節とは違った難しさがある. 第 5節では未
解決問題も述べている.

2 準備

$E$ を Banach 空間とし, $E^{*}$ をその共役空間とする. $x\in E$ における $x^{*}\in E^{*}$ の値を $x^{*}(x)$ ま
たは $(x, x^{*})$ で表す. $E$ における点列 $\{x_{n}\}$ が $x$ に強収束することを $x_{n}arrow x$ で表し, 弱収束
することを $x_{n}arrow x$ で表す.

$E$ の凸性の modulus $\delta$ は, $0\leqq\epsilon\leqq 2$ となる $\epsilon$ に対して

$\delta(\epsilon)=\inf\{1-\frac{||x+y||}{2}$ : $||x||\leqq 1,$ $||y||\leqq 1,$ $||x-y||=^{\epsilon}\}>$

で定義される. Banach 空間 $E$ が一様凸であるとは, $\epsilon>0$ に対して, $\delta(\epsilon)>0$がつねに或
り立つときをいう. $E$ の元 $x$ に対して, $E$ から $E^{*}$ への集合値写像 $J$ が

$J(x)=\{x^{*}\in E^{*} : (x, x^{*})=||x||^{2}=||x^{*}||^{2}\}$
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が定義されるが, この $J$ を $E$上の duality写像という.
$U\ovalbox{\tt\small REJECT}\{x\mathrm{C}E\ovalbox{\tt\small REJECT}\models||\ovalbox{\tt\small REJECT} 1\}$ としよう. このとき, $x,$ $y\mathrm{C}U$ に対して, 極限

$\ovalbox{\tt\small REJECT}\frac{||x+ty||-||x||}{t}$ (3)

を考えよう. $E$ のノルムが G\^ateaux微分可能であるとは, 任意の $x,$ $y\in U$対して, (3) がっ
ねに存在するときをいう. $E$ のノルムが一様に G\^ateaux微分可能であるとは, 任意の $y\in U$

に対して, (3) が $x\in U$ に関して一様に収束するときをいう. $E$ のノルムが b\’echet微分可
能であるとは, 任意の $x\in U$ に対して, (3) が $y\in U$ に関して一様に収束するときをいう.
$E$ が G\^ateaux微分可能なノルムをもてば, $E$上の duality写像は一価写像になる.
Banach 空間 $E$ が Opial’s condition [26] を満たすとは, $x_{n}arrow x$ かつ $x\neq y$ であるならば

Jin\rightarrow 屋科 $||x_{n}-x||<1\mathrm{i}n$
屋科

$||x_{n}-y||$
$narrow\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

となるときをいう.
$E$ を Banach空間とし, $A\subset E\cross E$ としよう. $A$ が増大作用素 (accretive operator) である
と [ま, $(x_{1}, y_{1}),$ $(x_{2}, y_{2})\in A$ に対して, つねに $(y_{1}-y_{2},j)\geqq 0$ となる $j\in J(x_{1}-x_{2})$ が存在
するときをいう. ただし, $J$ は $E$ の duality写像である. $A\subset E\cross E$ を増大作用素とする.
このとき, すべての $\lambda>0$ に対して $A$ の resolvent と呼ばれる $J_{\lambda}$ と吉田近似と呼ばれる $A_{\lambda}$

がつぎのように定義される.

$J_{\lambda}=(I+\lambda A)^{-1}$ , $A_{\lambda}= \frac{1}{\lambda}(I-J_{\lambda})$ .

また, すべての $\lambda>0$ に対して $\overline{D(A)}\subset R(I+\lambda A)$ が成立するならば, $A$ は値域条件 (range
condition) を満たすといわれる. このとき, $A^{-1}0=\{x\in D(A) : \mathrm{O}\in Ax\}$ と $A$ の $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{o}1\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}J_{r}$

の不動点集合 $F(J_{r})$ の間には $F(J_{r})=A^{-1}0$ という関係がある. 増大作用素 $A\subset E\cross E$が,
すべての $\lambda>0$ に対して $E=R(I+\lambda A)$ を満たすならぼ $m$-増大といゎれる. m-増大作用
素 $A$ が値域条件を満たすことは定義から明らかである. また, っぎの定理 [45] は第 4 章の
定理の証明で本質的となる.

定理 21($rarrow\infty$ のときの $J_{r}x$ の収束性) $E$ を一様 G\^ateaux微分可能なノルムをもっ–
様凸な Banach空間とし, $A\subset E\cross E$ を値域条件を満たす増大作用素とする. $C$ を $E$ の空
でない閉凸集合で

$\overline{D(A)}\subset C\subset\cap R(I+rA)r>0$

を満たすものとする. このとき, $\mathrm{O}\in R(A)$ ならば, 任意の $x\in C$ に対して $\lim_{tarrow\infty}J_{t}x$ が存在
して, その極限は $A^{-1}0$ に属する.

$A\subset E\cross E^{*}$ とする. $A$ が単調 (monotone) であるとは, $(x_{1}, y_{1}),$ $(x_{2}, y_{2})\in A$ に対して

$(x_{1}-x_{2}, y_{1}-y_{2})\geqq 0$

がつねに成り立つときをいう. 単調作用素 $A\subset E\cross E^{*}$ が極大 (maximal) であるとは, $A$ を
真に含む単調作用素 $B\subset E\cross E^{*}$ が存在しないときをいう. すなわち, $B\subset E\cross E^{*}$ が単調
で, かつ $A\subset B$ であるならぼ $A=B$ となるときをいう. っぎの定理はよく知られてぃる
$\mathrm{r}.\wedge$ ’
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定理 22 $E$ を回帰的な Banach 空間とし, $J\ovalbox{\tt\small REJECT} Earrow E$
” を duality写像とする. $A$ を単調作

用素とする. このとき, $A$ が極大となるための必要十分条件は, すべての $r>0$ に対して

$R(J+rA)=E^{*}$

となることである.

3Hilbert空間における m-増大作用素の零点近似法

最近, 上村-高橋 [15] は $m$-増大作用素の零点を求める proximal point algorithm をつぎの形
で研究し, 未解決とされていた強収束定理を得た.

定理 3.1([15]) $H$ を Hilbert空間とし, $A\subset H\cross H$ を $m$-増大作用素とする. $x\in H$ に対し
て, 点列 $\{x_{n}\}$ を $x_{1}=x$ かつ

$x_{n+1}=\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})J_{r_{n}}x_{n}$ $(n=1,2, \ldots)$

で定義する. ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ と $\{r_{n}\}$ $\subset(0, \infty)$ は

$\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0$ , $\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$ , $\lim_{narrow\infty}r_{n}=\infty$

を満たすとする. このとき $A^{-1}0\neq\phi$ ならば $\{x_{n}\}$ は $Px\in A^{-1}0$ に強収束する. ただし;. $\cdot P$

は $H$ から $A^{-1}0$ の上への距離射影である.

上の定理 3.1 を Rockafellar [30] の定理と比較してみるとよい.

定理 32([15]) $H$ を Hilbert 空間とし, $f$ : $Harrow(-\infty, \infty]$ を proper で下半連続な凸関数と
する. $x\in H$ に対して, 点列 $\{x_{n}\}$ を $x_{1}=xk^{\mathrm{Y}}$

}

よび

$x_{n+1}=\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})J_{r_{n}}x_{n}$ . $(n=1,2, \ldots)$ ,

$J_{r_{n}}x_{n}= \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\{f(z)+\frac{1}{2r_{n}}||z-x_{n}||^{2}$ : $z\in H\}$

で定義する. ただし $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ と $\{r_{n}\}$ $\subset(0, \infty)$ は

$\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0$ , $\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$ , $\lim_{narrow\infty}r_{n}=\infty$

を満たすとする. もし $(\partial f)^{-1}0\neq\phi$ ならば $\{x_{n}\}$ は $x$ に一番近い $f$ の minimizer に強収束す
る. さらに

$f(x_{n+1})-f(v) \leqq\alpha_{n}(f(x)-f(v))+\frac{1-\alpha_{n}}{r_{n}}$ llJr、xn-vllllJrnxn-xn $ll$

が成り立つ.

つぎの定理は Mann タイプの proximal point algorithm と関係するものである.
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定理 33([15]) $H$ を Hilbert 空間とし, $A\subset H\cross H$ を $m$-増大作用素とする. $\{\alpha_{n}\}\subset$

$[0,1]$ と $\{r_{n}\}$ $\subset(0, \infty)$ を

$\lim_{--}\sup_{-}\alpha_{n}<1$ , $\lim_{narrow}\inf_{\infty}r_{n}>0$

$narrow\infty$

を満たすとする. このとき, $x_{1}=x\in H$ に対して点列 $\{x_{n}\}$ を

xn+l=\mbox{\boldmath $\alpha$}nxn+(l-\mbox{\boldmath $\alpha$}\tilde J、xn $(n=1,2, \ldots)$

で定義する. もし $A^{-1}0\neq\emptyset$ ならば $\{x_{n}\}$ は $A^{-1}0$の元に弱収束する.

つぎは, Mann タイプの proximal point algorithm である.

定理 34([15]) $H$ を Hilbert 空間と $\llcorner$ , $f$ : $Harrow(-\infty, \infty]$ を proper で下半連続な凸関数
とする. このとき, $x\in H$ に対して, 点列 $\{x_{n}\}$ を $x_{1}=x$および

$x_{n+1}=\alpha_{n}x_{n}+(1$ -\mbox{\boldmath $\alpha$}\tilde J、xn $(n=1,2, \ldots)$ ,

、xn $= \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\{f(z)+\frac{1}{2r_{n}}||z-x_{n}||^{2}$ : $z\in H\}$

で定義する. ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ と $\{r_{n}\}$ $\subset(0, \infty)$ は

$\alpha_{n}\in[0, k](0<k<1)$ , $\lim_{narrow\infty}r_{n}=\infty$

を満たすとする. もし $(\partial f)^{-1}0\neq\phi$ ならば $\{x_{n}\}$ は $f$ の mininizer に弱収束する. さらに

$f(x_{n+1})-f(v) \leqq\alpha_{n}(f(x_{n})-f(v))+\frac{1-\alpha_{n}}{r_{n}}||\sim_{n}x_{n}-v||||J_{r_{n}}x_{n}-x_{n}||$

が成り立つ.

4Banach空間でのm-増大作用素の零点近似法

Hilbert空間では, $A\subset H\cross H$がm-増大作用素であることと極大単調作用素であることは
同値であるが, Banach空間では異なる. そこで, まず $A\subset E\mathrm{x}E$がm-増大作用素である
場合に定理 3.1 と定理 33 を Banach空間に拡張することを試みてみよう.

定理 41([14]) $E$ を一様 G\^ateaux微分可能なノルムをもつ一様凸な Banach空間とし, $A\subset$

$E\cross E$ を値域条件を満たす増大作用素とする. $C$ を $E$ の空でない閉凸集合で

$\overline{D(A)}\subset C\subset\cap R(I+rA)r>0$

を満たすものとする. $x_{1}=x\in C$ とし

$x_{n+1}=\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})J_{r_{n}}x_{n}$ $(n=1,2, \ldots)$

とする. ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ と $\{r_{n}\}$ $\subset(0, \infty)$ は

$narrow \mathrm{i}$

科科

$\alpha_{n}=0,$ $\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty,\lim_{narrow\infty}r_{n}=\infty$

42



を満たすものとする. このとき $A^{-1}0\neq\phi$であるならば, D訂は $A^{-1}0$ の元 $u$ に強収束する.
ここで $Px\ovalbox{\tt\small REJECT} u$ とおくと, $P$ は $C$ から $A^{-1}0$ の上への sunny nonexpansive retraction である.

定理 4.1 を用いると, つぎの m-増大作用素の零点を求める強収束定理が得られる.

定理42 $E$ を一様 G\^ateaux微分可能なノルムをもつ一様凸な Banach空間とし, $A\subset E\cross E$

を $m$-増大作用素とする. また, $x_{1}=x\in C$ とし

$x_{n+1}=\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})J_{r_{n}}x_{n}$ $(n=1,2, \ldots)$

とする. ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ と $\{r_{n}\}$ $\subset(0, \infty)$ は

$\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0,$
$\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty,\lim_{narrow\infty}r_{n}=\infty$

を満たすものとする. このとき $A^{-1}0\neq\phi$であるならば, $\{x_{n}\}$ は $A^{-1}0$ の元 $u$ に強収束する.
ここで $Px=u$ とおくと, $P$ は $C$ から $A^{-1}0$ の上への sunny nonexpansive retractionである.

定理 43([14]) $E$ を Fr\’echet微分可能なノルムをもつ一様凸な Banach空間とし, $A\subset E\cross E$

を値域条件を満たす増大作用素とする. $C$ を $E$ の空でない閉凸集合で

$\overline{D(A)}\subset C\subset\cap R(I+rA)r>0$

を満たすものとする. $x_{1}=x\in C$ とし

xn+l=\mbox{\boldmath $\alpha$}nxn+(l-\mbox{\boldmath $\alpha$}n)J、xn $(n=1,2, \ldots)$

とする. ただし $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ と $\{r_{n}\}$ $\subset(0, \infty)$ は

$\lim\sup\alpha_{n}<1$ , $\lim_{narrow}\inf_{\infty}r_{n}>0$

$narrow\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

を満たすものとする. このとき, $A^{-1}0\neq\phi$であるならぼ, 点列 $\{x_{n}\}$ は $A^{-1}0$ の元 $z$ に弱収

束する.

定理 43 を用いると, つぎの m-増大作用素の零点を求める弱収束定理が得られる.

定理 44 $E$ を Fk\’echet微分可能なノルムをもつ一様凸な Banach空間とし, $A\subset E\cross E$ を

$m$-増大作用素とする. また, $x_{1}=x\in C$ とし

$x_{n+1}=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})J_{r_{n}}x_{n}$ $(n=1,2, \ldots)$

とする. ただし $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ と $\{r_{n}\}$ $\subset(0, \infty)$ は

$\lim_{narrow}\sup_{\infty}\alpha_{n}<1$
, $\lim_{narrow}\inf_{\infty}r_{n}>0$

を満たすものとする. このとき, $A^{-1}0\neq\phi$であるならぼ, 点列 $\{x_{n}\}$ は $A^{-1}0$ の元 $z$ に弱収
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5 Banach空間での極大単調作用素の零点近似法
$E$ を回帰的かつ狭義凸な Banach空間とし, $E^{*}$ をその dual空間とする. また $A\subset E\cross E^{*}$

を極大単調作用素とする. このとき, 定理 22 より任意の $x\in E$ と $r>0$ に対して

$J(x_{r}-x)+rAx_{r}\ni 0$ (4)

は $\nearrow^{\prime\grave{\rfloor}}$なくともーっの解 $x_{r}\in D(A)$ をもっ. また, $E$が狭義凸なので, (4) の解は一意である.
そこで, $x\in E$ と $r>0$ に対して, $A$ の $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{o}1\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}J_{r}$ と吉田近似 $A_{r}$ を

$x_{r}=J_{r}x$ , $A_{r}x= \frac{1}{r}J(x-x_{r})$

で定義する. Solodov-S� jter[34] の結果に動機づけられて, 大沢-高橋 [27] にっぎの定理を証
明した.

定理 5.1([27]) $E$ を G\^ateaux微分可能なノルムをもっ一様凸な Banach 空間とし, $A\subset$

$E\cross E^{*}$ を $A^{-1}0\neq\phi$ となる極大単調作用素とする. また, $E$ の点列 $\{x_{n}\}$ を

$x_{1}=x\in E$,

yn=Jr、xn’

$C_{n}=\{z\in E:(y_{n}-z, J(x_{n}-y_{n}))\geqq 0\}$ ,
$D_{n}=\{z\in E:(x_{n}-z, J(x_{1}-x_{n}))\geqq 0\}$ ,
$x_{n+1}=P_{C_{n}\cap D_{n}}(x_{1})$ $(n=1,2, \ldots)$

で定義する. このとき, $\lim_{narrow}\inf_{\infty}r_{n}>0$ならば, $\{x_{n}\}$ は $A^{-1}0$ の点 $P_{A^{-1}0}(x_{1})$ に強収束する.

この定理を用いると, Banach空間上の凸関数 $f$ の minimizer を求めるっぎの強収束定理
を証明することができる.

定理 5.2 $E$ を G\^ateaux微分可能なノルムをもっ一様な Banach 空間とし, $f$ : $Earrow(-\infty, \infty]$

$\text{を}(\partial f)^{-1}0\neq\phi$ となる properで凸な下半連続関数とする. また, $E$ の点列 $\{x_{n}\}$ をっぎ $\text{の}$ よ
うに定義する.

$x_{1}=x\in E$ ,

$y_{n}= \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\{f(z)+\frac{1}{2r_{n}}||z-x_{n}||^{2}$ : $z\in E\}$ ,

$C_{n}=\{z\in E:(y_{n}-z, J(x_{n}-y_{n}))\geqq 0\}$ ,

$D_{n}=\{z\in E:(x_{n}-z, J(x_{1}-x_{n}))\geqq 0\}$ ,
$x_{n+1}=P_{C_{n}\cap D_{n}}(x_{1})$ $(n=1,2, \ldots)$ .

このとき, $\lim_{narrow}\inf_{\infty}r_{n}>0$ ならば, $\{x_{n}\}$ は $x_{1}$ に一番近い $(\partial f)^{-1}0$ の点に強収束する.

一方, 上村-高橋 [17] は, Hilbert 空間における Solodov-Svaiter[34] の結果をっぎのよう
な形で Banach空間に拡張した.
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定理 53([17]) $E$ および $E$‘を一様凸な Banach 空間とし, $ACE\cross E^{8}$ を $A^{-1}0\neq\phi$ とな

る極大単調作用素とする. また, $E$ の点列 {x訂をつぎのように定義する.

$x_{1}=x\in E$ ,

$0=v_{n}+ \frac{1}{r_{n}}(Jy_{n}-Jx_{n}),$ $v_{n}\in Ay_{n}$ ,

$C_{n}=\{.z\in E : (y_{n}-z, v_{n})\geqq 0\}$ ,

$D_{n}=\{z\in E : (x_{n}-z, Jx_{0}-Jx_{n})\geqq 0\}$ ,

$x_{n+1}=P_{C_{n}\cap D_{n}}(x_{1})$ $(n=1,2, \ldots)$ .

このとき, $\lim_{narrow}\inf_{\infty}r_{n}>0$ ならば, $\{x_{n}\}$ は $A^{-1}0$ の点に強収束する.

この定理を用いると, Banach空間上の凸関数 $f$ の minimizer を求める強収束定理はつぎ
のようになる.

定理 54 $E$ および $E^{*}$ を一様凸な Banach 空間とし, $f$ : $Earrow(-\infty, \infty]$ を $(\partial f)^{-1}0\neq\phi$ と

なる proper で凸な下半連続関数とする. また, $E$ の点列 $\{x_{n}\}$ をつぎのように定義する.

$x_{1}=x\in E$ ,

$y_{n}=\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}$ $\{f(z)+\frac{1}{2r_{n}}||z||^{2}-\frac{1}{r_{n}}(z, Jx_{n})$ : $z\in E\}$ ,

$C_{n}=\{z\in E : (y_{\acute{n}}-z, Jx_{n}-Jy_{n})\geqq 0\}$ ,

$D_{n}=\{z\in E : (x_{n}-z, Jx_{0}\overline{\iota}Jx_{n})\geqq 0\}$,

$x_{n+1}=P_{C_{n}\cap D_{n}}(x_{1})$ $(n=1,2, \ldots)$ .

このとき, $\lim_{narrow}\inf_{\infty}r_{n}>0$ ならぼ, $\{x_{n}\}$ は $(\partial f)^{-1}0$ の点に強収束する.

定理 52 と定理 5.4 において

$y_{n}=\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}$ $\{f(z)+\frac{1}{2r_{n}}||z-x_{n}||^{2}$ : $z\in E\}$ ,

$y_{n}=\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}$ $\{f(z)+\frac{1}{2r_{n}}||z||^{2}-\frac{1}{r_{n}}(z, Jx_{n})$ : $z\in E\}$

は, 劣微分に関する計算公式 [40] を用いると

$\mathrm{O}\in\partial f(y_{n})+\frac{1}{r_{n}}J(y_{n}-x_{n})$ ,

$\mathrm{O}\in\partial f(y_{n})+\frac{1}{r_{n}}J(y_{n})-\frac{1}{r_{n}}Jx_{n}$

となる. $E$ が Hilbert空間の場合においては duality写像 $J$が $Jx=x$ であるので上の 2 つの
式は同じことになる.

この節の最後に, Banach空間における極大作用素の零点を求める未解決の問題を 2 つあ
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問題 1 $E$ および $E^{1}$ を一様凸な Banach空間とし, $AcE\cross E^{1}$ を $A^{-1}0\neq\phi$ となる極大単
調作用素とする. また, $E$ の点列 {x訂を

$x_{1}=x\in E$ ,

xn+l=\mbox{\boldmath $\alpha$}nx+(l-\mbox{\boldmath $\alpha$}\tilde J、xn $(n=1,2, \ldots)$

で定義する. ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1],$ $\{r_{n}\}$ $\subset(0, \infty)$ は

$narrow 1\mathrm{i}$

屋科

$\alpha_{n}=0,$ $\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty,$
$narrow 1\mathrm{i}$

屋科

$r_{n}=\infty$

を満たすとする. このとき, $\{x_{n}\}$ は $P_{A^{-l}0}(x_{1})$ に強収束するだろうか.

問題 2 $E$および $E^{*}$ を一様凸な Banach空間とし, $A\subset E\cross E^{*}$ を $A^{-1}0\neq\phi$ となる極大単
調作用素とする. また, $E$ の点列 $\{x_{n}\}$ を

$x_{1}=x\in E$,

xn+l=\mbox{\boldmath $\alpha$}nxn+(l-\mbox{\boldmath $\alpha$}\tilde J、xn $(n=1,2, \ldots)$

で定義する. ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1],$ $\{r_{n}\}$ $\subset(0, \infty)$ は

$\lim_{narrow}\sup_{\infty}\alpha_{n}<1,$ $\lim_{n=}\inf_{1}r_{n}>0$

を満たすとする. このとき, $\{x_{n}\}$ は $A^{-1}0$ の点に弱収束するだろうか.
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