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次の形の高階非線形常微分方程式を考察する:

$(\mathrm{E}_{\lambda})$ $x^{(n)}+\lambda p(t)f(x)=0$ , $t\geq a$ .

ここで,

(a) $n\geq 2$ は偶数,

(b) $\lambda>0$ はパラメータ,

(c) $p(t)$ は区間 $[a, \infty)$ 上の連続関数, $p(t)>0(t\geq a),$ $a>0$ ,

(d) $f(x)$ は $R$ 上の連続関数, $xf(x)>0(x\neq 0)$ ,

と仮定する. また, さらに, $p(t)$ は積分条件

(1) $\int_{a}^{\infty}t^{n-1}p(t)dt<+\infty$

を満たすと仮定する. 我々は, $(\mathrm{E}_{\lambda})$ の解 $x=x(t;\lambda)$ で

(2) $\lim_{tarrow\infty}x(t;\lambda)=1$

となるものの零点の個数について議論したい. $(\mathrm{E}_{\lambda})$ の解 $x(t;\lambda)$ で (2) を満たすものが

存在するための必要十分条件は (1) が成立することであることに注意する.
方程式 $(\mathrm{E}_{\lambda})$ が線形 $(f(x)=x)$ のときは次が成立する ([3]).

既知定理. $f(x)=x$ とし積分条件 (1) を仮定する. このとき, 方程式 $(\mathrm{E}_{\lambda})$ は, 各

$\lambda>0$ に対して (2) を満たす $[a, \infty)$ 上の解 $x=x(t;\lambda)$ をただ一つもち, 次のようなパ

ラメータの列 $\{\lambda_{k}\}_{k=1}^{\infty}$ が存在する:
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(i) $0=\lambda_{0}<\lambda_{1}<\cdots<\lambda_{k}<\cdots$ , k\rightarrow \infty lin $\lambda_{k}=+\infty$ ;

(\"u) $\lambda\in(\lambda_{k-1}, \lambda_{k}),$ $k=1,2,$ $\cdots$ , ならば, $x(t;\lambda)$ は開区間 $(a, \infty)$ に高々 $k-1$ 個
の零点をもつ

(i\"u) $\lambda=\lambda_{k},$ $k=1,2,$ $\cdots$ , ならば, $x(t;\lambda)$ は開区間 $(a, \infty)$ に T度 $k-1$ 個の零点
をもち, $x(a;\lambda)=0$ .

ここでは, $f(x)=x+|x|^{\gamma}\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}x(0<\gamma<1)$ という非線形の場合は上述の既知定理
と同じ結論を得ることができることを報告する. $f(x)=x+|x|^{\gamma}\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}x(\gamma>1)$ あるい
は $f(x)=|x|^{\gamma}\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}x(\gamma>0,\gamma\neq 1)$ の場合も解の零点の個数につぃて類似の結論が成立
すると予想できるが, これらの場合は未解決である.

定理 1. $f(x)=x+|x|^{\gamma}\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}x(0<\gamma<1)$ とし積分条件 (1) を仮定する. このと
き, 上述の既知定理と同一の結論が成立する.

定理 1 の証明のためにいくっかの補題と命題を用意する. 以下, とくに言及しな
ければ, $f(x)=x+|x|^{\gamma}\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}x(0<\gamma<1)$ とし積分条件 (1) を仮定する.

補題 1. $\Lambda>0$ を任意の数とする. このとき, 次のような $T(\Lambda)>a$ が存在する: 各
$\lambda\in$

$(0, \Lambda]$ に対して方程式 $(\mathrm{E}_{\lambda})$ は [$T(\Lambda),$ $\infty)$ で定義され (2) を満たす解 $x=x(t;\lambda)$ を
ただ一つもつ. しかも, $x(t;\lambda)$ は $(t, \lambda)\in[T(\Lambda), \infty)\mathrm{x}(0, \Lambda]$ の連続関数である.

補題 1 の証明の概略は次の通り: $(\mathrm{E}_{\lambda})$ の解 $x=x(t;\lambda)$ で条件 (2) を満たすものは

$x(t; \lambda)=1-\lambda\int_{t}^{\infty}\frac{(s-t)^{n-1}}{(n-1)!}p(s)f(x(s;\lambda))ds$ ($t$ : 十分大)

と書けることに注意する. 与えられた $\Lambda>0$ に対して, $\lambda\in(0, \Lambda]$ で考える. $T=$
$T(\Lambda)>a$ を十分大きく取り

$(Mx)(t; \lambda)=1-\lambda\int_{t}^{\infty}\frac{(s-t)||-1}{(n-1)!}p(s)f(x(s;\lambda))ds$, $(t, \lambda)\in[T, \infty)\mathrm{x}(0,\Lambda]$ ,

が $[T, \infty)\mathrm{x}(0,\Lambda]$ 上の有界連続関数の全体からなる空間 $C_{b}([T, \infty)\mathrm{x}(0,\Lambda])$ の適当な閉
部分集合上で縮小写像になるようにする. 写像 $M$ の不動点 $x(t;\lambda)$ は $(\mathrm{E}_{\lambda})$ の $[T, \infty)$

上の解であり, 条件 (2) を満たす. 構成の仕方がら $x(t;\lambda)$ が $(t, \lambda)\in[T, \infty)\mathrm{x}(0,\Lambda]$ の

連続関数であることは自明である.

Wintner の定理 (例えば [2, p.29]) によって, 固定された $\lambda>0$ に対する解 $x(t;\lambda)$

の大域存在性 (解としての $t$ についての存在区間が $[a,$ $\infty$) であること) は明らがである.

注意. $f(x)$ が十分大きな $|x|$ に対して線形あるいは劣線形のときは大域存在性
が証明できる. 優線形のとき, 例えば, $f(x)=x+|x|^{\gamma}\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}x(\gamma>1)$ あるいは $f(x)=$
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国 $\gamma \mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}$ $x(\gamma>1)$ のときは, 一般には, $p(t)$ の連続性の仮定だけの下で 1ま, 大域存在性

は保証されない.

命題 1. 各 $\lambda>0$ に対して, $x(t;\lambda)$ の零点は simple である.

命題 1 は, $x(t;\lambda)$ が

(3)
t\rightarrow 科

$x^{(i)}(t;\lambda)=0$ $(i=1,2, \cdots, n-1)$

を満たすことに注意して, 線形 $(f(x)=x)$ のとき ([3]) と同様に, 背理法で証明するこ

とができる.

解 $x(t;\lambda)$ の大域区間 $[a, \infty)$ での一意性を示すために上述の命題 1 と次の補題 2

を必要とする. (十分先の区間 $[T_{\lambda},$ $\infty$), $T_{\lambda}>a$ , での一意性は補題 1 からわ力)る. )

補題 2. $\lambda>0,$ $b\geq a$ を固定し, 初期値問題

$\{\begin{array}{l}x^{(n)}+\lambda p(t)f(x)=0x(b)=\xi_{0},x,(b)=\xi_{1},\cdots’ x^{(n-1)}(b)=\xi_{n-1}\end{array}$

を考える. このとき, 少なくとも一つの $\xi_{\dot{l}}$ が 0 でなければ, この初期値問題の解}2局所

的に一意に定まる.

補題 2 の証明の概略は次の通り: $f(x)=x+|x|^{\gamma}\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}x(0<\gamma<1)$ 力$\mathrm{I}$ $(-\infty,0)$ お

よひ $(0, \infty)$ で局所リプシツツ条件を満たすことを利用する. 仮に, $x_{1}(t)$ も $x_{2}(t)$ もと

もにこの初期値問題の解とする. $\xi_{:}\neq 0(i=l)$ , $\xi_{:}=0(i=0,1, \cdots, l-1)$ となる $l$ を

取れば, $t=b$ の近傍で

$x:(t)= \frac{\xi}{l}!(t-b)^{l}+\cdots+\frac{\xi_{n-1}}{(n-1)!}(t-b)^{n-1}-\lambda\int_{b}^{t}\frac{(t-s)^{n-1}}{(n-1)!}p(s)f(x:(s))ds$

$(i=1,2)$

が成立する. 関数 $y:(t)(i=1,2)$ を

$y:(t)=\{\begin{array}{l}\frac{x_{|}(t)}{(t-b)^{l}}\frac{\xi}{l}!\end{array}$ $(t\neq b)(t=b)$

と定めて, $|y_{1}(t)-y_{2}(t)|$ についてのグロンウオールの不等式に持ち込んで, $|y_{1}(t)$ -

$y_{2}(t)|\equiv 0$ ($t=b$ の近傍) を証明する.

補題 1, 補題 2, 命題 1 を使えば, 容易に, 解 $x(t;\lambda)$ の大域区間 $[a, \infty)$ での一意性

を示すことができる. さらに, 大域区間での一意性と補題 1 およひ常微分方程式}こ対す
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る基礎定理を使えば $i(t\ovalbox{\tt\small REJECT} \lambda)$ の $(t, \lambda)\epsilon$ 同�) $\mathrm{x}(0, \infty)$ につぃての連続性を示すこと
ができる. すなわち, 次の命題 2得る.

命題 2. 任意の $\lambda>0$ に対して, 方程式 $(\mathrm{E}_{\lambda})$ の $[a, \infty)$ 上の解 $x(t;\lambda)$ で (2) を
満たすものがただーっ存在する. しかも, $x(t;\lambda)\mathfrak{l}\mathrm{h}(t, \lambda)\in[a, \infty)\mathrm{x}(0, \infty)$ の連続関数
である.

命題 3. 有界閉区間 $[\alpha,\beta]\subseteq[a, \infty)$ を固定する. このとき, 十分大きなすべての
$\lambda>0$ に対して, $x(t;\lambda)$ は $[\alpha, \beta]$ に零点をもっ.

命題 3 の証明は線形の場合 (Elias [1]) の証明と同様である. ここで, $f(x)=x+$
$|x|^{\gamma}\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}x(0<\gamma<1)$ であることが用いられる. ($f(x)=x+|x|^{\gamma}\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}x(\gamma>1)$ あるい
は $f(x)=|x|^{\gamma}\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}x(\gamma>0, \gamma\neq 1)$ の場合は証明できない)

補題 3. 十分小さなすべての $\lambda>0$ に対して, $x(t;\lambda)$ は $[a, \infty)$ に零点をもた
ない.

補題 3 は $x(t;\lambda)$ の構成の仕方 (補題 1 の証明) をみれば容易にゎかる.

以上の準備の下で, 定理 1 が証明できる.

(定理 1 の証明の概略) $k=1,2,$ $\cdots$ に対して

$\Lambda_{k}^{+}=$ { $\lambda\in(0,$ $\infty)$ : 解 $x(t;\lambda)$ は開区間 $(a,$ $\infty)$ に $k$個以上の零点をもっ}

とお $<$ . $\Lambda_{k}^{+}$ は空でない下に有界な集合である. このとき

$\lambda_{k}=\inf\Lambda_{k}^{+}$ , $k=1,2,$ $\cdots$ ,

が求めるものとなっている.

$x(t;\lambda)$ が (3) を満たすことに注意すれば直ちに次の系を得る.

系 1. 特異境界値問題

(4) $\{\begin{array}{l}x^{(n)}+\lambda p(t)(x+|x|^{\gamma}\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}x)=0,t\geq ax(a)=0,\lim_{tarrow\infty}x^{(|)}.(t)=0(i=1,2,\cdots,n-1)\end{array}$

を考える. ここで, $0<\gamma<1$ である. もし (1) が成立してぃれば, 次のようなパラ
メータの列 $\{\lambda_{k}\}_{k=1}^{\infty}$ が存在する: $0<\lambda_{1}<\cdots<\lambda_{k}<\cdots$ , $\lim\lambda_{k}=\infty,$ $\lambda=\lambda_{k}(k=$

$1,2,$ $\cdots)$ のとき, 問題 (4) は, 開区間 $(a, \infty)$ に T度 $k-1$ 個の零点があるような非自
明解 $x=x(t;\lambda_{k})$ をもつ.
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