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1. 序–動機

代数的整数論の最大の目標の一つはイデアル類群を理解することにある. 岩澤理論は
現在このイデアル類群を理解する非常に有効な方法で, その特徴は, 有限次代数体の
イデアル類群を理解するために, その体上の 4-拡大と呼ばれる無限次拡大を考察す
るところにある. 類体論によればイデアル類群は最大不分岐アーベル拡大のガロヮ群
とも解釈されるから, 岩澤理論は代数体のアーベル拡大を理解する理論と言える. 言
うまでもないが, 代数的整数論ではアーベル拡大のみならず非アーベル拡大 (特に分
岐を制限した) も重要な対象である. この報告では岩澤理論的な手法 (“4-拡大の手
法”) で代数体の非アーベル拡大を研究することの 1 っの試みについて解説する.
その種の研究は従来から行われているので, いくっか挙げてみる:

例えば最も典型的な場合である円の $p$-分体 $k=\mathbb{Q}(\mu_{p})$ ($p$ は素数) 上の円分的 4-拡大
$k_{\infty}=\mathbb{Q}(\mu_{p}\infty)$ に関して,

1. $M/k_{\infty}$ : 最大P分岐 ?拡大 (‘s分岐” $=$
“

$p$上に無い素点は不分岐”) とする. 伊原氏
による, Gal(M/k\infty ) の $\mathrm{P}^{1}-\{0,1, \infty\}$ の基本群の pro-p-完備化への作用から引き起こ
される表現の研究 ([3], etc).

2. Wingberg による, 代数体と有限体上の代数曲線の類似の追求 ([11]). $M_{\mathrm{p}o\epsilon}/k_{\infty}$

を maximal positively $\psi \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{d}$ extension とする. $(F/k_{\infty}:\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}1\mathrm{y}p- \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{d}\Leftrightarrow$

$F\subseteq M,$ $F_{p}\subseteq(k_{\infty}^{+}(p)k_{\infty})_{p}$. ここで, k二は $k_{\infty}$ の最大実部分体, k\infty +(p)/k二は最大 p-
拡大, $*_{p}$ は $p$ 上の素点による完備化. ) このとき $k_{\infty}$ の最大不分岐 r拡大体 $\tilde{L}_{k}\infty$ は
M一に含まれていて, $\mathrm{G}\mathrm{a}1(M_{\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}}/k_{\infty})$ は代数閉体上の種数 $\lambda^{-}(k_{\infty}/k)$ (岩澤 \lambda -不変量
の (-)-部分) の代数曲線の基本群の prO-p-完備化と同型になっている. 通常の岩澤
理論は, $k_{\infty}/k$ の岩澤加群の (-)-部分と有限体上の代数曲線の Jacobian の Tate加群
という, “アーベル化された部分” の類似を与えているが, Wingberg の結果はアーベ
ル化せすとも類似が成立しており, その際には代数体側では $\mathrm{G}\mathrm{a}1(\tilde{L}_{k_{\infty}}/k_{\infty})$ ではなく,
$\mathrm{G}\mathrm{a}1(M_{\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}}/k_{\infty})$ を採るとうまく $\mathrm{A}\mathrm{a}$くことを示している.

3. Wingberg による $\mathrm{G}\mathrm{a}1(\tilde{L}_{k_{\infty}}/k_{\infty})$ の研究 ([12]). これは, 今回の話で非常に重要な役
割を果たしているので, 後で詳しく説明する.

今回の我々の目標物は $\mathbb{Z}_{p}$-拡大体の最大不分岐?拡大で, 一言で言えば不分岐?拡
大の岩澤理論を展開したい. その理由は, 代数曲線との類似という観点がらは, 上で
も紹介したように $p$上の素点の分岐を許した方が整った理論を展開することができる
が, 私は不分岐拡大の部分にこそ代数体特有の面白い現象 (或いは困難) が起きている
と考えるからである.
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具体的にどのように不分岐 i拡大の岩澤理論を展開するかを説明する前に, 通常の
(不分岐アーベル r拡大の) 岩澤理論を少し復習しておく (岩澤$[4],[5]$ 参照).

$k$ を有限次代数体, $p$ を素数 (以 T固定しておく) とする. 岩澤理論では $k$ のイデア
ル類群 (の ?部分) を知るために $k$ 上の $p$幕次巡回拡大の無限塔

$k=k_{0}\subseteq k_{1}\subseteq k_{2}\subseteq\cdots\subseteq k\text{、}\subseteq\cdots$ K=U;lk、 (へ $/k$ : $p^{n}$ 次巡回拡大)

を考える. $\Gamma:=\mathrm{G}\mathrm{a}1(K/k)$ $\simeq h$ なので, このような拡大を $\mathbb{Z}_{p}$-拡大と呼ぶ. 丸を $k_{n}$

のイデアル類群の r部分とすると, 類体論によりこれは $k_{n}$ 上の最大不分岐アーベル
r拡大 $L\sqrt k_{n}$ のガロワ群と同型である. 従って, $L/K$ を最大不分岐アーベル r拡大と
すれば, $X:=\mathrm{G}\mathrm{a}1(L/K)$ $\simeq.\mathrm{L}\mathrm{m}$丸 (射影的極限はノルム写像に関するもの) でこれに
は, 完備群環 A $:=h[[\Gamma]]:=.\mathrm{r}\mathrm{m}$ Zp[Gal(k、/k)] が作用している (右辺にこれが作用し
ていることは見易い). 従って, $X$ は A-加群の構造を持つ. この $X$ を岩澤加群という.
岩澤理論の基本的事実として, $X$ は有限生成 torsion A-加群であることが知られてい
る. 岩澤先生は有限生成 A-加群 $X$ の構造を研究するとともに, 丸が $X$ のどのような
商であるかということを考察して, 有名な岩澤類数公式を示した :

岩澤類数公式 ある整数 $\nu$ が存在して, 十分大なるすべての $n$ 1こ対して

$\# A\text{、}=p^{\lambda_{11}}$“^ゝ1’

が成立する. ここで, \lambda =rank。pX, $\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{\mathrm{Z}_{p}}X\sim\oplus_{=1}^{r}.\cdot\Lambda/p^{m_{l}}$ とするとき, $\mu=\sum r.m_{i}=1$

( $\sim$ は $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r},$
$\infty \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}$が共に有限である A-準同型 (擬同型) を表す). $\cdot$

$\lambda=\lambda(K/k)$ と $\mu=\mu(K/k)$ は $h$-拡大 $K/k$ により定まる, 岩澤加群 $X$ の A-加群構造
不変量である. これらは $K/k$ の岩澤不変量と呼ばれ, 岩澤理論における主要な対象の
1 つである.
通常の岩澤理論の対象はイデアル類群丸 (或いは最大不分岐アーベル r拡大のガ
ロワ群 Gal(L$\sqrt$へ) $\text{と}$ いっても $\text{よ}$い), 及ひ岩澤加群 $X=\mathrm{G}\mathrm{a}1(L/K)$であるが, 我々は
最大不分岐 r拡大 $\tilde{L}_{n}/k_{n}$及ひ $\tilde{L}/K\text{の}$ガ $\text{ロワ}$群を考察の対象とする. これらの間には
$\mathrm{G}\mathrm{a}1(\tilde{L}_{n}/k_{\mathfrak{n}})^{\mathrm{a}\mathrm{b}}=\mathrm{G}\mathrm{a}1(L_{n}/k_{n}),$ $\mathrm{G}\mathrm{a}1(\tilde{L}/K)^{4}=\mathrm{G}\mathrm{a}1(L/K)$ という関係があることに注意
しよう.
有限次代数体 $k$ の最大不分岐 i拡大 $\tilde{L}_{k}/k$ は古くから興味の対象で, これは $k$ 上の

r類体塔と呼ばれている. 「 $(r)$ 類体塔は有限で切れるのでは無かろうか ? 」 という
のは類体論成立当初 (1920頃) からの予想であったが (Furtw\"angler, Haese), 40年以
上経って Golod-Shafarevich によって否定的に解決された (1964). この話が示すよう
に $\mathrm{G}\mathrm{a}1(\tilde{L}_{k}/k)$ は非常に困難な対象であり, 例えばそれが有限であるかどうかの判定で
すら難しい.
我々は岩澤理論によって最大不分岐アーベル r拡大のガロワ群を理解したように,

最大不分岐 r拡大のガロワ群 $\mathrm{G}\mathrm{a}1(\tilde{L}_{n}/k_{n})$ を 4-拡大を通じて理解する非アーベル岩
澤理論の展開を試みる. これにより期待されることの 1 つに, Gml(L/K) に関する知見
から $\mathrm{G}\mathrm{a}1(\tilde{L}_{||}/k_{n})$ の性質を導くということが考えられる. $\mathrm{m}$えば, 既にWingberg[12]
は $K/k=\mathbb{Q}(\mu_{\mathrm{p}}\infty)/\mathbb{Q}(h)$の場合で, $p=157$ のときに Gml(L/K) が自由 prO-p群であ
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ることを示し, この事実から $\#\mathrm{G}\mathrm{a}1(L_{0}/k)\ovalbox{\tt\small REJECT}\otimes$ , 即ち, $\mathbb{Q}(\mu_{157})$ の 157-類体塔は無限で
あることを示している. 現状ではこれに匹敵するような結果は得られていないので,
これは今後の課題である.

2. 方法

以下 数 $p$ を固定して, $K/k$ を $\mathbb{Z}_{p}$-rL大とする. そして, $\tilde{G}=\mathrm{G}\mathrm{a}1(\tilde{L}/K),\tilde{G}_{n}=$

$\mathrm{G}\mathrm{a}1(\tilde{L}_{n}/k_{n})$ とおく. いきなり $\tilde{G}$ や $\tilde{G}_{n}$ そのものを考察するのは困難なので, 常套
手段に従いこれらの群に適当な ffltlation を入れて考える. ここでは ffltlation として,
もつとも自然である降中心列を採用する. 理由の 1 つは, 後で説明するが, $\tilde{G}$や $\tilde{G}_{n}$ の

降中心列商は類体論で扱うことができるからである.
$\tilde{G}$ の降中心列

$\tilde{G}=C_{1}(\tilde{G})\supseteq C_{2}(\tilde{G})\supseteq C_{3}(\tilde{G})\supseteq C_{4}(\tilde{G})\supseteq\cdots$ ,
$C_{i}(\tilde{G})=[C_{i-1}(\tilde{G}),\tilde{\mathrm{q}}(i\geq 2)$ .

に対し, その第 $i$ 番目の商

$X^{(:)}:=C_{\dot{l}}(\tilde{G})/C_{+1}.\cdot(\tilde{G})$ $(i\geq 1)$

を $i$ 次岩澤加群と呼ぶことにする. $\tilde{G}_{n}$ に対しても同様に
$\ovalbox{\tt\small REJECT})$ $:=C_{\dot{\iota}}(\tilde{G}_{n})/C_{\dot{\iota}+1}(\tilde{G}_{n})$ $(i\geq 1)$

を定義する. このとき X(引ま通常の岩澤加群で, $X_{n}^{(1)}=\mathrm{G}\mathrm{a}1(L_{n}/k_{n})\simeq A_{n}$ であるこ
とに注意しよう. 以下で説明するが, $X^{(:)}$ はその呼ひ名の通り A-加群構造を持ってい
る. その前にもう少し定義を続ける. $\tilde{L}/K$ と $\tilde{L}_{n}/k_{n}$ の中間体 $L^{(\dot{\iota})}$ と $L_{n}^{(\dot{l})}(i\geq 0)$ を

$L^{(:)}=\tilde{L}^{C_{+1}(\tilde{G})}\dot{.}$ , $L_{n}^{(i)}=\tilde{L}_{n}^{C_{+1}(\tilde{G}_{n})}.\cdot$

で定義すると, $X^{(:)}=\mathrm{G}\mathrm{a}1(L^{(:)}/L^{(\dot{\iota}-1)})$ , $X_{n}^{(\dot{\iota})}=\mathrm{G}\mathrm{a}1(L_{n}^{(\dot{\iota})}/L_{n}^{(i-1)})$ となっている. ここ
で $L^{(1)}/K$ と $L_{n}^{(1)}/k_{n}$ は通常の岩澤理論が対象としている, 最大不分岐アーベル r拡大
である. 定義より, $L_{n}^{(i)}$ [ま $L_{n}^{(\dot{\iota}-1)}/k_{n}$ の中心 r類体, 即ち, $\mathrm{G}\mathrm{a}1(F/L_{n}^{(\cdot-1)}.)$ が Gal(F/k\tilde
の中心に含まれるような $L_{n}^{(\dot{\iota}-1)}$ の最大の不分岐アーベル r拡大体 $F$ である. このこ
とより, $X_{n}^{(1)}$ と同様に $X_{n}^{(\dot{l})}(i\geq 2)$ もイデアル類群を用いて

$X_{n}^{(1)}.\simeq A(L_{n}^{(\cdot-1)}.)_{\mathrm{G}\mathrm{a}1(L_{n}^{(-1)}/k_{n})}‘$,

と表すことができる (ここで, $A(L_{n^{\dot{l}}}^{(-1)})$ は $L_{n}^{(i-1)}$ のイデアル類群の ?部分を表す). 後
で説明するが, 中心類体を類体論で扱うことができるという事実が, 以下では重要と
なってくる.
それでは, 高次岩澤加群への A-作用について説明しよう. 先に説明したように,

$X^{(:)}=\mathrm{G}\mathrm{a}1(L^{(\dot{\iota})}/L^{(:-1)})\subseteq Z(\mathrm{G}\mathrm{a}1(L^{(:)}/K))$ であるから, $\gamma\in \mathrm{G}\mathrm{a}1(K/k)$ と $x\in X^{(\dot{\iota})}$ [こ

対し, $\gamma x=\tilde{\gamma}x\tilde{\gamma}^{-1}(\tilde{\gamma}\in \mathrm{G}\mathrm{a}1(L^{(:)}/k),\tilde{\gamma}|_{K}=\gamma)$ と定義すれば, これは $\tilde{\gamma}$ の選ひ方に依
らない. よって, $X^{(\dot{\iota})}$ は Gal(K/k)-加群の構造を持つので, 自然に $\mathrm{A}=\mathbb{Z}_{\mathrm{p}}$ [[Gal(K/k)]]-
加群の構造をもつ. このことは $X_{n}^{(1)}$

.
に関しても同様である.
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前節でも述べたように岩澤加群 $X\ovalbox{\tt\small REJECT} X^{(\mathfrak{h}}$ は有限生成 torsion A-加群であるが, 高
次岩澤加群に関しては次が示される $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

命題 1. (1) $\mu(K/k)=0$ ならば, $i\geq 1$ に対して $X^{(1)}$

.
}ま4 上有限生成, 従って有限

生成 tooeion A-加群.
(2) $\mu(K/k)>0$ ならば, $i\geq 2$ に対して $X^{(\cdot)}$

.
}ま A上有限生成でない.

(3) $\mu(K/k)$ の値に拘わらず, 任意の $i\geq 1$ について, rankz $X^{(\dot{\iota})}$ }ま有限で, 4-加群と
して $X^{(\cdot)}.\simeq \mathbb{Z}_{p}^{\oplus r}\oplus \mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{\mathrm{Z}_{\mathrm{p}}}X^{(1)}.(r=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}_{\mathrm{Z},}X^{(1)}.)$ となっている.

この命題より, $\mu>0$ の場合の $X^{(\dot{\cdot})}(i\geq 2)$ は通常の岩澤加群とはかなり様子が違う
ことが分かる.
以下我々はこの設定の下で次の 2つの主題を取り上げる. 1 つは岩澤類数公式の
この非アーベル的な状況における類似につ 1 $\text{て}$ (第 3節) であり, もう 1 つは, 特に
$K/k$ が虚二次体上の円分的 $h$-拡大の場合の $\tilde{G}$や高次岩澤加群の構造について (第 4
節) である.

3. 岩澤類数公式の非アーベル類似

岩澤類数公式は丸 $\simeq X^{(1)}.$. の位数の挙動を $K/k$ の岩澤不変量 $\lambda(K/k),$ $\mu(K/k)$ ,
$\nu(K/k)$ を用いて記述する公式であった. この類似として, $X_{n}^{(\cdot)}$

.
の位数の挙動を何

らかの $X^{(1)}$
.
の構造不変量を用いて記述できないか, ということが自然な問題として

考えられる. そこで, 高次岩澤 \lambda -不変量を次のように定義する.

定義. $K/k$ の $i$次岩澤 $\lambda$-不変量 $\lambda^{(1)}.(K/k)$ を

$\lambda^{(\cdot)}.(K/k)$ :=nmkち X0 $(i\geq 1)$

で定義する.

命題 $1(3)$ より, $\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}_{\mathrm{Z}_{\mathrm{p}}}X^{(\cdot)}$

.
}2有限であることに注意する. 高次の \mu -不変量に関して言

えば, $\mu(K/k)=0$ の場合には, 命題 $1(1)$ より $X^{(\cdot)}$

.
の $\mu$-不変量は 0 である. しかし,

$\mu(K/k)>0,$ $i\geq 2$ の場合には, 命題 $1(2)$ 上り $X^{(1)}$
.
の通常の意味での \mu -不変量は定義

できない. 後で $\mu(K/k)>0$の場合についても触れるが, まず $\mu(K/k)=0$の場合を考
える.
ここで, 次のような予想を提起したい :

予想. $\mu(K/k)=0$ とする. 各 $i\geq 1$ に対し, ある整数 $\nu^{(\cdot)}.(K/k)$ が存在して, $|l$

$\# X_{n}^{(\dot{l})}=p^{\lambda^{()}(K/k)n+\nu^{()}(K/k)}$
‘

が十分大なるすべての $n$ に対して成立する ?
或いは,

$\# X_{n}^{(\cdot)}.=p^{\lambda^{()}(K/k)n+O(1)}$
‘
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が成立する ?

つまり, $i\geq 2$ の場合にも, 岩澤類数公式 ($i=1$ の場合) と全く同様にして $X_{n}^{(\cdot)}$

.
の位数

が高次岩澤不変量で記述されるであろう, という予想である. 実際に次の定理はある
種の $\mathbb{Z}_{p}$-拡大と小さい $i$ については, この予想が正しいことを示してぃる.

定理 1. $k$ を CM-体, $K/k$ を円分的 $\mathbb{Z}_{p}$-拡大 $(p\neq 2)$ とする. もしも,
(i) $k$ の最大実部分体 $k^{+}$ の類数は $p$ と素で, $k^{+}$ の $p$上の素点は唯一っ,
(ii) $\mu(K/k)=0$ ,
が成立すれば, ある整数 $\nu^{(2)}(K/k),$ $\nu^{(3)}(K/k)$ が存在して, 十分大なるすべての $n$ に
ついて

$\# X_{n}^{(2)}=p^{\lambda^{(2)}(K/k)n+\nu^{(2\rangle}(K/k)}$

$\# X_{n}^{(3)}=p^{\lambda^{(3)}(K/k)n+\nu^{(3)}(K/k)}$

が成り立つ.

注意 1. 定理の条件 (ii) は常に成立すると予想されており (岩澤予想), 実際に $k/\mathbb{Q}$ が
アーベル拡大の場合には Ferrero-Washingon [1] によって証明されている.

定理の条件を満たす $K/k$ の例としては, 虚二次体 $k$ 上の円分的 4-拡大や r分体
$\mathbb{Q}(\mu_{\mathrm{p}})$ ($p<8,000,000$ は素数) 上の円分的 4-拡大が挙げられる.
定理 1 の系として, $k_{n}$ 上の class 2 と class 3 の最大不分岐 r拡大のガロヮ群の位数

の挙動について次が直に得られる :

系. $K/k$ は定理 1 と同様とする. このときある整数 $a,$ $b$ が存在して, 十分大きいすべ
ての $n$ に対して,

$\#\mathrm{G}\mathrm{a}1(L_{n}^{(2)}/k_{n})=p^{(\lambda^{(1)}(K/k)+\lambda^{(2)}(K/k))n+a}$

$\#\mathrm{G}\mathrm{a}1(L_{n}^{(3)}/k_{n})=p^{(\lambda^{(1)}(K/k)+\lambda^{(2)}(K/k)+\lambda^{(3)}(K/k))n+b}$

が成立する.

それでは, 定理 1 の証明のアイデアを簡単に説明しよう. ます, 類体論より各 $i\geq 2$ と
$m\geq n$ について次の完全可換図式が得られる :

$0arrow \mathcal{H}_{m}^{(\dot{\iota}-1)}arrow H_{2}(\mathrm{G}\mathrm{a}1(L_{m}^{(i-1)}/k_{m}),\mathbb{Z}_{p})arrow X_{m}^{(\dot{\iota})}arrow 0$

(1) $N_{m,n}\downarrow$ $\downarrow$ $p_{m,n}\downarrow$

$0arrow \mathcal{H}_{n}^{(\dot{\iota}-1)}arrow H_{2}(\mathrm{G}\mathrm{a}1(L_{n}^{(i-1)}/k_{n}),\mathbb{Z}_{p})arrow X_{n}^{(\dot{l})}arrow 0$.
ここで, $E_{n}$ が $k_{n}$ の単数群を表すとすれば, $\mathcal{H}_{n}^{(i-1)}=E_{n}/(N_{L_{n}/k_{n}}(\cdot.-1)L_{n}^{(\dot{\iota}-1)\mathrm{x}}\cap E_{n})$ で,
$N_{m,n}$ はノルム写像, $p_{m,n}$ は自己同型の定義域の制限から引き起こされる自然な写像
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$(L_{1\iota}^{(\dot{l})}\subseteq L_{m}^{(\dot{l})})$ , 中央の縦写像は自然な写像 Gal(Lm(l.-y/\sim )\rightarrow Gal(Ln(l.-y/へ) から
誘導される homoloy 群の間の写像である. よって $X_{n}^{(1)}$

.
の位数の挙動を知るには,

$H_{2}(\mathrm{G}\mathrm{a}1(L_{n}^{(1-1)}./k_{n}),\mathbb{Z}_{p})$ と $\mathcal{H}_{n}^{(1-1)}$

.
の位数の挙動を調べれば良い.

前者は Schur multiplier と呼ばれる群論的な量で, $i=2$ のときは $\mathrm{G}\mathrm{a}1(L_{n}^{(1)}/k_{n})$ は

アーベノレ群なので $H_{2}(\mathrm{G}\mathrm{a}1(L_{n}^{(1)}/k_{n}),h)\simeq \mathrm{G}\mathrm{a}1(L_{n}^{(1)}/k_{n})\wedge \mathrm{G}\mathrm{a}1(L_{n}^{(1)}/k_{n})\simeq$ 丸 $\wedge A_{n}$ と

なる (アーベル群 $M$ に対して, $M\wedge M:=(M\otimes M)/\langle m\otimes m|m\in M\rangle$ は外積を表す).
$A_{n}$ のアーベル群としての構造の挙動は通常の岩澤理論により分かるので, これより
$H_{2}(\mathrm{G}\mathrm{a}1(L_{n}^{(1)}/k_{n}),h)$ の挙動も知ることができる. $i=3$の場合は, もはや $\mathrm{G}\mathrm{a}1(L_{n}^{(2)}/k_{n})$

は一般にアーベル群にならないので, この群の Schur multiplier は容易に知ることは
できない. しかし, 定理の仮定により $\mathrm{G}\mathrm{a}1(L_{n}^{(2)}/k_{n})$ には複素共役が involution として
作用しているので, これを手がかりに $\mathrm{G}\mathrm{a}1(L_{n}^{(2)}/k_{n})$ の群構造の挙動を, $i=2$ の場合の
類数公式も用いることにより知ることができる. これを用いて $H_{2}(\mathrm{G}\mathrm{a}1(L_{n}^{(2)}/k_{n}),h)$

の挙動も知ることができる.
$\mathcal{H}_{n}^{(\dot{\cdot}-1)}$ は, まったくもって難しい対象であるが (大雑把に言って, これは Gal(L/K)

の自由 prO-p群からの離れ具合を表している. 第 4節の最後の部分を参照), $i=2,3$ に
ついては完全可換図式 (1) と $H_{2}$ (Gal(L!刊/k\sim ,4) の挙動から, $\mathcal{H}_{n}^{(\dot{\cdot}-1)}$ の挙動も知る
ことができる. 従って, $X_{n}^{(\cdot)}.(i=2,3)$ の位数の挙動が分かり, 定理を得る.
今後の課題として, 上の定理の仮定を弱めることや, $i\geq 4$の場合の類数公式を示す
ことが挙げられる. 現状ではまだそこには至っていないが, これから鋭意研究してい
くつもりである.
次に $\mu(K/k)>0$ の場合に関しても, 特殊な場合には $X_{n}^{(2)}$ に対する類数公式を示す
ことができる. この場合には $X^{(2)}$ は A-上有限生成にならないので, $X_{||}^{(2)}$ に対する類
数公式は, 通常の岩澤類数公式とは随分と違う形態をしている :

定理 2. $K/k$ を次を満たす $\mathbb{Z}_{p}$-拡大 $(p\neq 2)$ とする:
(i) $K/k$ の岩澤加群 $X$ が $(\Lambda/p)^{\oplus\mu}$ と同型, (このとき $\mu(K/k)=\mu$),
(ii) $K$ の $p$上の素点は唯 1 つ.

このとき, ある非負整数 $\kappa(K/k)$ と整数 $\nu^{(2)}(K/k)$ が存在して, 十分大なるすべての $n$

について

#Xn(2)=p(と\sim n-l $\mu$)$p^{n}-\kappa(K/k)p^{n}+\nu^{(2)}(K/k)$

が成立する.

まず, 与えられた任意の素数 $p\neq 2$ と整数 $\mu\geq 0$に対して, 定理 2の条件 (i),(\"u) をみた
す $h$-拡大は実際に (無数に) 存在することが示されていることを注意してお $\text{く}([9])$ :

例. $K/\mathbb{Q}(\Gamma-1)$ を anti-cyclotomic $\mathbb{Z}_{\}$-拡大 ($\mathbb{Q}$ 上ガロワ拡大となる $\mathbb{Q}(’-1)$ の Z3-拡
大で円分的でないもの) とする. $f_{1}=7\cdot 19,$ $f_{2}=7\cdot 19\cdot 43,$ $f_{3}=7\cdot 19\cdot 43$ .1597 と

おき, $F.\cdot$ を導手 $f.\cdot$ の 3次巡回体で, 3 が惰性しているものとする $(\mathrm{i}=1,2,3)$ . このとき
$\mathbb{Z}_{3}$-拡大 $F_{\dot{l}}K/F_{1}.\mathbb{Q}(\Gamma-\overline{1})$ の岩澤加群は $X\simeq(\Lambda/3)^{\oplus t}(i=1,2,3)$ となっている.
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定理 2 の証明の基本的な方針も定理 1 と同様に, 完全可換図式 (1戸こ基づくものであ
る. 定理の仮定を用いると, 完全系列

(2) $0arrow \mathcal{H}_{n}^{(1)}arrow(\mathbb{Z}_{p}[\mathrm{G}\mathrm{a}1(k_{n}/k)]/p)^{\oplus^{\mathrm{g}E_{2}^{n_{\underline{-1}}}}\mu}arrow X_{n}^{(2)}arrow 0$

が得られ, これの射影的極限をとると,

(3) 0\rightarrow ゆ U $\mathcal{H}_{n}^{(1)}arrow.\cdot\prod_{=1}^{\infty}\Lambda/parrow X^{(2)}arrow 0$

という完全系列が得られる. ここで, 一般の $\mathbb{Z}_{p}$-拡大 $K/k$ について $.\mathrm{L}^{\mathrm{m}\mathcal{H}_{n}^{(1)}}$ は有限生
成 A-加群であることが通常の岩澤理論により分かるので, この完全系列からも $X^{(2)}$

が A-上有限生成でないことが分かる.
$.\mathrm{k}\mathrm{m}\mathcal{H}_{n}^{(1)}$ が有限生成 A-加群であることと完全系列 (3) より, ある定数 $\kappa\geq 0$ が存在
して一 $\mathcal{H}_{n}^{(1)}\simeq(\Lambda/p)^{\oplus\kappa}$ となる. 結局, この $\kappa$ が定理の $\kappa(K/k)$ となる. 完全系列 (2)
の第 1 項の位数は, $n$ が十分大きいとき $p^{\kappa p^{n}+c}$ ( $c$ は定数) と書けることがわかるので,
定理の主張が示される.
定理 2 の仮定はかなり強いものではあるが, この結果はより一般の $\mu(K/k)>0$ と

なる $\mathbb{Z}_{p}$-拡大についても, $X_{n}^{(\cdot)}$

.
の位数を表す何らかの公式が存在することを示唆して

いるように思われる.

4. 高次岩澤 $\lambda$-不変量およひ $\mathbb{Z}_{p}$-拡大体上の最大不分岐 p-拡大のガロ
ワ群の構造

この節では, いくつかの $\mathbb{Z}_{p}$-拡大 $K/k$ に対して具体的に高次岩澤 \lambda -不変量を決定し,
さらには, $K$上の最大不分岐 $p$-拡大のガロワ群 $\tilde{G}$の構造の情報を与える結果を述べる.
まず, Wingbergによって得られた, $\tilde{G}$について知られている最も著しい結果につぃて

解説する. 孟の前に記号を少し導入しておく. 体 $F\subseteq\Phi$に対して, $\tilde{L}_{F}/F$ で最大不分岐
P拡大を, $\tilde{L}_{F}’/F$で最大不分岐 i分解 r拡大 (即 $\mathrm{b}$ , 不分岐 $r\Gamma L$大で, $F$ の $p$上の 点が
すべて完全分解するような最大の拡大) を $\text{表}$ し, $\tilde{G}_{F}=\mathrm{G}\mathrm{a}1(\tilde{L}_{F}/F),\tilde{G}_{F}’=\mathrm{G}\mathrm{a}1(\tilde{L}_{F}’/F)$

と置く. また, $L_{F}/F$ と $L_{F}’/F$ をそれぞれ $\tilde{L}_{F}/F$ と $\tilde{L}_{F}’/F$ の最大アーベノレ部分拡大と
する. そして, 有限次代数体 k(と固定されている素数 p) に対して, $k_{\infty}/k$ で円分的4-
拡大を表す.

Wingberg は $k_{\infty}/k$ がある条件をみたす CM-体の円分的 $\mathbb{Z}_{p}$-拡大の場合に, $\tilde{G}_{k_{\infty}}$ が
自由 prO-p 群になるための必要十分条件を与えた

定理 (Wingberg[12]). $p$ を奇素数とする. $k$ を次の条件を満たす CM-体とする:
(i) $\mu(k_{\infty}/k)=0$ ,
(ii) $h\subseteq k$ ($h$ は 1 の $p$乗根全体).
このとき, $k^{+}$ を $k$ の最大実部分体とすれば,

$G_{k_{\infty}}’$が自由 pro-7\succ 群 \Leftarrow \rightarrow Ga1(L’k\infty +/k\infty +) $=0$.
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さらに, $k/k^{+}$ で $p$上のすべての素点が不分解ならば,

$\tilde{G}_{k}\infty$が自由 pr\sim \mbox{\boldmath $\varphi$}-群 \Leftarrow \rightarrow Gml(L,\infty +/k\infty +) $=0$.

注意 2. Nguyen Quang Do [7] も Wingberg と独立に上とほぼ同様な結果が得て1 る.

この定理を用いて高次岩澤 $\lambda$-不変量の実例が沢山得られる:

例. $p<8,0\mathfrak{W},$ $\mathrm{O}W$ , 素数として $k_{\infty}/k$ を円分的 $\mathbb{Z}_{p}$-拡大 $\mathbb{Q}(\mu_{\mathrm{p}}\infty)/\mathbb{Q}(\mu_{\mathrm{P}})$ とする. このと

き, $k^{+}$ のffl数 $1\mathrm{h}$

$p$ と素で (つまり Vandiver予想が成立), $k_{\infty}$ には $p$上の素点は唯一つ
し $\mathrm{B}_{1}$ないので, よく知られた岩澤の結果により $k_{n}^{+}(n\geq 0)$ の類数も $p$ と素である力 1ら

$\mathrm{G}\mathrm{a}1(L_{k_{\infty}}+/k_{\infty}^{+})=0$ となって 1 $\mathrm{a}$る. また, Ferrero-Washingonの定理 [こより $\mu(k_{\infty}/k)=0$

である. 従って, 上のWingbergの定理により $\tilde{G}_{\mathrm{O}\mathrm{t}\mu_{\mathrm{p}}\infty)}$ は階数が $\lambda(\mathbb{Q}(\mu_{\mathrm{p}}\infty)/\mathbb{Q}(h))$ の

自由 prO-p群である. よって, 自由群の降中心列商の階数に関する Wittの公式により,

\lambda (.
$\cdot$

)(Q(h憶)/Q(s)) $= \frac{1}{i}\sum_{d|}.\cdot$ \mu (d)\lambda (Q(h憶)/Q(b)r $(i\geq 1)$ ,

($\mu(*)$ は M\"obius函数)
が得られる. いくつか数値例を挙げる:
$p=157:\lambda^{(1)}=2,$ $\lambda^{(2)}=1,$ $\lambda^{(3)}=2,$ $\lambda^{(4)}=3,$ $\lambda^{(5)}=6,$ $\lambda^{(l)}=9,$ $\lambda^{(7)}=18\ldots$

$p=491:\lambda^{(1)}=3,$ $\lambda^{(2)}=3,$ $\lambda^{(3)}=8,$ $\lambda^{(4)}=18,$ $\lambda^{(5)}=48,$ $\lambda^{(\epsilon)}=116,$ $\lambda^{(7)}=312\ldots$

以下では虚二次体上の円分的 $h$-拡大 $k_{\infty}/k$ \epsilon 考える. この場合は後述のように $\tilde{G}_{k}\infty$

は必ずしも自由 pro-raeにならない. よって, G\tilde 賜がどのような構造を持っているか
非常に興味深い. 先ず $p=3$ の場合を取り扱う. 以 Tに述べる方法は多少の修正で $p$

が奇素数の場合に一般化できるが, 簡単のため $p=3$ として話を進める.
最初に, 上述のWingbergの定理を用いて虚二次体上の円分的 !-拡大に対して $\tilde{G}_{k_{\infty}}$

が自由 pr0-3 群になるための十分条件を与えよう.

命題 2. 3 は k=Q($\sqrt$=\rightarrow で不分解とする. このとき

A’(Q($\sqrt$3m)Q(崗)+) $=0\Rightarrow\tilde{G}$賜は自由 pr0-3 群

ここに $A’(*)$ は 3-イデアル類群の y部分を表す.
特に $\mathbb{Q}(\sqrt{3m})/\mathbb{Q}$ で 3が不分解のときは,

$\mathbb{Q}(\sqrt{3m})$ の類数が 3 と素 \Rightarrow G\tilde ,は自由 pr0-3 群

となる.

命題 2 は, Wingbergの定理を崗を含む CM-体 $\mathbb{Q}(\sqrt{-m}, \Gamma-3)$ に対して適用するこ
とによって得られる.
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次に $\tilde{G}_{k_{\infty}}(k=\mathbb{Q}(J-\urcorner m)$ が自由 pr0-3群にならないための十分条件を与えよう.
そのために記号をいくつか準備する.
$D_{n}^{(2)}:=\langle(\mathfrak{P}, L_{n}^{(2)}/L_{n})|\mathfrak{P}|3,$ $L_{n}$ の素イデアノレ) Xn(2ゝとする.
$\chi_{3m}$ を実二次体 $\mathbb{Q}(\sqrt{3m})$ に対応する 3-進 Dirichlet 指標, $f(T, \chi_{3m})\in \mathbb{Z}_{3}[[T]]$ を 3-進
$L$-函数 $L_{3}(s, \chi_{3m})$ に付随する岩澤幕級数 $(L_{3}(s, \chi_{m})=f(4^{\mathit{8}}-1, \chi_{3m}))$ とし,
$f(T, \chi s_{m})=(\Pi_{i=1}^{\lambda(k_{\infty}/k)}(T-\alpha_{i}))U(T),$ $\alpha_{i}\in\overline{\mathbb{Q}}_{3},$ $|\alpha_{i}|_{3}<1$ ( $||_{3}$ : 3-進絶対値),
$U(T)\in \mathbb{Z}_{3}[[T]]^{\mathrm{x}}$ とする.

命題 3. 3 は $k=\mathbb{Q}(\sqrt{-m})$ で不分解で, $\lambda(k_{\infty}/k)\geq 2$ とする. もしも,
(i) ある $n\geq 0$ [こ対して $D_{n}^{(2)}\neq 0$ ,
(ii) $1\leq i<j\leq\lambda(k_{\infty}/k)\Rightarrow(1+\alpha_{i})(1+\alpha j)\neq 1$

ならば, $F_{\lambda(k_{\infty}/k)}$ を階数 $\lambda(k_{\infty}/k)$ の自由 pr0-3群とするとき,

$\tilde{G}_{k_{\infty}}\simeq F_{\lambda(k_{\infty}/k)}/R,$ $R\subseteq C_{2}(F_{\lambda(k_{\infty}/k)}):=[F_{\lambda(k_{\infty}/k)}, F_{\lambda(k_{\infty}/k)}]$ ,
$R\not\subset C_{3}(F_{\lambda(k_{\infty}/k)}):=[F_{\lambda(k_{\infty}/k)}, C_{2}(F_{\lambda(k_{\infty}/k)})]$.

つまり, 条件 (i),(ii) が成立していれば, $\tilde{G}_{k_{\infty}}$ は “浅いところ” に relation を持っている
ことが分かる.
命題 3 の証明の概略を述べる. 定理 2 の証明と同様にして》A-加群の完全系列

$0arrow.\mathrm{k}^{\mathrm{m}\mathcal{H}_{n}^{(1)}}arrow X\wedge Xarrow X^{(2)}arrow 0$

が得られる. ここで, $X\wedge X$ への Gal(k\infty /k)-作用 [ま $\gamma(x\wedge y)=\gamma x\wedge\gamma y(\gamma\in$

$\mathrm{G}\mathrm{a}1(k_{\infty}/k),$ $x,$ $y\in X)$ で与えられ, これにより $X\wedge X$は A-加群の構造を持つ. 岩澤主予
想 $=\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{z}\mathrm{u}\mathrm{r}$-Wilesの定理 ( $X$への Gal(k\infty /k)-作用が岩澤幕級数の零点 $\alpha$: で記述できる)
と条件 (ii) を用いることにより, $(X\wedge X)^{\mathrm{G}\mathrm{a}1(k_{\infty}/k)}=0$ が分かる. $\cdot \mathrm{k}\mathrm{m}D_{n}^{(2)}$ は Gal(k\infty /k)
が自明に作用する $X^{(2)}$ の部分A-加群であるが, 条件 (i) よりこれは非自明である. 従っ
て, $H_{2}(X, \mathbb{Z}_{p})\simeq X\wedge X\not\simeq X^{(2)}$ . 今, $1arrow Rarrow F_{\lambda(k_{\infty}/k)}arrow\tilde{G}_{k_{\infty}}arrow 1$ を $\tilde{G}_{k_{\infty}}$

の極小表現とすれば, $R\subseteq C_{2}(F_{\lambda(k_{\infty}/k)})$ で $C_{2}(F_{\lambda(k_{\infty}/k)})/C_{3}(F_{\lambda(k_{\infty}/k)})\simeq H_{2}(X, \mathbb{Z}_{p})\not\simeq$

$X^{(2)}\simeq C_{2}(F_{\lambda(k_{\infty}/k)})/C_{3}(F_{\lambda(k_{\infty}/k)})R$ となっているので, 命題を得る.
命題 2, 3 と計算機を用いて, いくつかの虚二次体 $k=\mathbb{Q}(\sqrt{-m})$ 上の円分的 Z3-拡

大 $k_{\infty}/k$ の高次岩澤不変量を決定することができる. 試みに 3 が $k=\mathbb{Q}(\sqrt{-m})$ で不
分解で, $1\leq m\leq 5,000,$ $\lambda(k_{\infty}/k)--2$ となるような虚二次体 $k$ に対して, 代数体の計
算ソフトウェア KASH と水沢氏 (早稲田大学) の作成した岩澤幕級数計算プログラム
を用いて数値実験を行った.

そのような虚二次体 $k$ は全部で 134個ある:
$\bullet$ それらの $k$ の内の 111 個については $(m=186,211,231,249,334, \ldots)$ , 命題 2 から
$\tilde{G}_{k_{\infty}}$ は階数 2 の自由 pr0-3 群である. したがって Witt の公式から, 高次岩澤 \lambda -不変
量は

$\lambda^{(:)}(K/k)=\frac{1}{i}\sum_{d|\dot{\iota}}\mu(d)2^{\dot{\mathrm{a}}}$

.
$(i\geq 1)$ ,
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$\bullet$-e-\propto n\leftarrowらの $k$ の内の 3個については $(m=2437, 3886, 4027)$ , 命題 3 から $(D_{0}^{(2)}\neq 0)$ ,
$\tilde{G}\simeq F_{2}/R,$ $R\subseteq C_{2}(F_{2}),$ $R\not\subset C_{3}(F_{2})$ . 従って高次岩澤 \lambda -不変量は

$\lambda^{(1)}(K/k)=2,$ $\lambda^{(1)}.(K/k)=0(i\geq 2)$ , となる.

・残りの 20個の $k$ に関しては, 不明である. これらの $k$ は命題 2の条件を満たさない
し, $D_{n}^{(2)}\neq 0(\exists n\geq 0)$ であるかを 6次以下の代数体の計算では決定できない. しかし
命題 3 の条件 (ii) は満たしている.

注意 3. 命題 2 3 では 3が虚二次体 $k$ で不分解であることを仮定した. 素数 $p$ $(p=2$

でもよい) が虚二次体 $k$ で分解しているときには, 円分的 $h$-拡大 $k_{\infty}/k$ に対して $\tilde{G}_{k}\infty$

は4 と同型になる場合を除いては自由 prO-p 群にならないことが, $k$ と $p$ に対する一
般 Greenberg予想 (Greenberg [2] 参照) から従う. 虚二次体 $k$ の類数が $p$ と素であ
るとき, この予想は成立することが Minardi[6] によって示されている ([8] 参照).

次に $p=2$ の場合を考える. この場合は種の理論を用いることによって, $p$ が奇素
数の場合よりも踏み込んだ結果を得ることができる.
まず, 円分的 !-拡大 $k_{\infty}/k$ に対して, $\tilde{G}_{k_{\infty}}$ が自由 $\mathrm{p}\mathrm{r}+2$群になる虚二次体 $k$ を完全

に決定することができる :

定理 3. $k=\mathbb{Q}(\sqrt{-m}$ を虚二次体, $k_{\infty}/k$ を円分的 !-拡大, $\tilde{G}_{k_{\infty}}$ を $k_{\infty}$ 上の最大不分
岐 2-拡大のガロワ群とする. このとき
$\tilde{G}_{k}\infty$ が自由 pr0-2群 $\Leftrightarrow m=1,2,$ $p,$ $2p,$ $qr,$ $2\varphi$,

$p,$ $q,r$ : 素数, $p\equiv 3(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 8),$ $q\equiv 5(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 8),$ $r\equiv 3(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 4)$

定理 3 で, $m=1,2$, 乃 $2p$の場合は $\tilde{G}_{k_{\infty}}=1,$ $m=qr,$ $2qr$ の場合は $\tilde{G}_{k_{\infty}}$ は階数が
$2^{v_{2}(r+1)-2}$ の自由 pr0-2群になることが, $\lambda$-不変量 (=q已の $\mathrm{Z}_{2}$-階数) に関する木田
の公式から分かる ($v_{2}$ は正規 2-進付値). 特に, $\tilde{G}_{k_{\infty}}$ はいくらでも大きい階数の自由
pr0-2群になり得る.
定理 3 の証明の概略を述べる. まず, \Rightarrow の部分を説明する. もしも G賜が自由な

らば, k=Q( $\sqrt$=\rightarrow の不分岐 2 次拡大 $k’=\mathbb{Q}(\sqrt{-m}, \sqrt{d})(d|m, d\equiv 1(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 4))$ に

対して,
$\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{k}\mathrm{z}_{2}\tilde{G}_{k_{\infty}’}^{*\mathrm{b}}-1=2(\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{k}\mathrm{z}_{2}\tilde{\sigma}_{k_{\infty}}^{\mathrm{b}}-1)$

となることが, 自由群に関する Schreier の定理から分かる. $\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}_{\mathrm{Z}}\tilde{\sigma}_{k\infty}^{\mathrm{b}}=\lambda(k_{\infty}/k)$ ,
$\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}_{\mathrm{Z}_{2}}\tilde{G}_{k_{\infty}’}^{\mathrm{a}\mathrm{b}}=\lambda(k_{\infty}’/k’)$ だから, これと木田の公式を比較することによって $k$ の満た
すべき条件を絞り込む. 木田の公式は $\lambda^{-}$ ( $\lambda$ の (-)-部分) についての情報しか与えな
いので, $\lambda^{+}$ ( $\lambda$ の $(+)$-部分) に関する緻密な考察を必要とするが, その際に Greenberg
予想の研究で得られた結果が役立つ. さらに, 一般 Groenberg予 $\text{想_{}l}$に関する Minardi
の結果 (上の注意 3参照) も条件を絞るのに用いる.
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\Leftarrow の部分 (ま, Nguyen Quang Do [7] による CM-体 $F$ につぃて $\tilde{G}_{F_{\infty}}$ が自由にな
るための十分条件を与えた定理 (前述のWingberg の定理とほぼ同様の結果であるが,
$p=2$ の場合も含む) を用いて示される.
次の結果は, 虚二次体 $k$ の判別式の素因数の性質から $\tilde{G}_{k_{\infty}}$ に入ってぃる relation Iこ

関しての情報を与えてくれる :

定理 4. $k=\mathbb{Q}(\sqrt{-m})$ を虚二次体で, 2 は $k$ で不分岐で $\lambda(k_{\infty}/k)\geq 2$ とする. そし
て, $m$ が次の条件を満たす素因数 $p\equiv 1\overline{(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 8)}$を持っと仮定する:

$g\in \mathbb{Z}$ を $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p$ の原始根, $2^{e}||p-1$ , z=g緊とするとき, $( \frac{z^{6}-1}{z-1})$早 $\not\equiv 1(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p)$ .
このとき, $F_{\lambda(k_{\infty}/k)}$ を階数 $\lambda(k_{\infty}/k)$ の自由 $\mathrm{p}\mathrm{r}+2$群とすれば,

$\tilde{G}_{k_{\infty}}\simeq F_{\lambda(k_{\infty}/k)}/R,$ $R\subseteq C_{2}(F_{\lambda(k_{\infty}/k)}),$ $R\not\subset C_{3}(F_{\lambda(k_{\infty}/k)})$ .

定理 4 の証明も定理 3 と同じく, $k_{\infty}/k$ の岩澤加群と, $k$ の不分岐 2次拡大 $k’$ 上の円分
的 $\mathbb{Z}_{2}$-拡大の岩澤加群の構造を比べ, $\tilde{G}_{k_{\infty}}$ の relation を “あぶり出す” ことにょり得ら
れる.
この定理から次の 2っの系が得られる :

系 1. $k=\mathbb{Q}(\sqrt{-m})$ は定理 4 と同様とする.
$m$ が

$p\equiv 9$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 16),$
$2^{*^{-1}}\equiv 1$

$(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p)$

もしくは
$p\equiv 1$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 16),$

$\mathrm{f}2^{\mathrm{i}^{-\underline{1}}}\equiv-1$

$(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p)$

をみたす素因数 $p$ を持っならば,
$\tilde{G}_{k_{\infty}}\simeq F_{\lambda(k_{\infty}/k)}/R,$ $R\subseteq C_{2}(F_{\lambda(k_{\infty}/k)}),$ $R\not\subset C_{3}(F_{\lambda(k_{\infty}/k)})$ .

系 2. $k=\mathbb{Q}(\sqrt{-pq}),$ $p,$ $q$ : 素数, $p\equiv 9(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 16)$ , 2午 $\equiv 1(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p),$ $q\equiv 3(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 8)$

とすると,
$\tilde{G}_{k_{\infty}}\simeq F_{2}/R,$ $R\subseteq C_{2}(F_{2}),$ $R\not\subset C_{3}(F_{2})$ .

従って,
$\lambda^{(1)}(k_{\infty}/k)=2$ , \lambda � $(k_{\infty}/k)=0(i\geq 2)$ .

注意 4. 定理 4, 及ひその暴の条件を満たす素数 $p$ は無数に存在する.

本報告の最後に, $\mathbb{Z}_{p}$-拡大 $K/k$ こ対する $\tilde{G}_{K}$ の構造につぃての問題を 2っ挙げる :

問題 1. $K/k$ を $\mu(K/k)=0$ となる $\mathbb{Z}_{p}$-拡大, $\tilde{G}_{K}$ を $K$上の最大不分岐 ?拡大のガロ
ワ群とすると $\text{き}$ , $\tilde{G}_{K}$ の relation rank $(=\dim_{F_{\mathrm{p}}}H_{2}(\tilde{G}_{K}, \mathbb{Z}/p))$ は常に有限か ? 或い
は無限になりうるのか ?
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$1arrow Rarrow F_{d}arrow\tilde{G}_{K}arrow 1$

を階数 $d$の自由 pro-7群 $\mathrm{F}_{d}$ による $\tilde{G}_{K}$の極小表現 ($d$が最小) とするとき, $R=\langle g^{-1}t:g|g\in$

$F_{d},$ $1\leq i\leq r\rangle$ となる, 有 R個の $t_{1},t_{2},$ $\ldots,t_{r}\in R$が存在するかという問題である. 有
限次代数体 $k$ に対しては, $\tilde{G}_{k}$ の relation rank は有限であることが知られているので
あるが, 少なくとも筆者はこの問題の解答を知らない.
例えば, 先に挙げた虚二次体 k=Q($\sqrt$=\rightarrow 上の円分的 $\mathbb{Z}_{3}$-拡大 $k_{\infty}/k$の場合では,

$\tilde{G}_{k_{\infty}}$ が自由ならば, 勿論 relation rank$=0$で有限である. $m=2437$, 3886, 4027のときは
$\tilde{G}_{k_{\infty}}$ は自由ではなかったので relation rankは 1以上である. しかし, $\underline{\text{れら}3^{\vee}\supset \text{の}k\mathfrak{l}’-X\backslash \}}$

しては $\tilde{G}_{k_{\infty}}$ の relation rank は有限であることが示せる.
この問題は $K/k$ に付随するある A-加群を用いて言い換えることができる. 完全可

換図式 (1) 中の $\mathcal{H}_{n}^{(\cdot)}$

.
を用いて, $\pi:=.\mathrm{k}_{n}\mathrm{n}1^{\cdot}\Phi_{\dot{l}}^{\mathcal{H}_{n}^{(\dot{\iota})}}$

とおく. ここに, 内側の射影的極限は,

自然な写像 $\mathcal{H}_{n}^{(\dot{l})}arrow \mathcal{H}_{n}^{(j)}(i\geq j)$ に関するもので, 外側の射影的極限はノルム写像
$N_{m,n}$ に関するものである. $\mathcal{H}$ は A-加群で, A-加群として,

$\mathcal{H}\simeq H_{2}(\tilde{G}_{K},h)=R\cap[F_{d}, F_{d}]/[R, F_{d}]$

となることが分かる (右辺にも A が作用している). また,

$0arrow H_{2}(\tilde{G}_{K},h)/parrow H_{2}$( $\tilde{G}_{K}$ ’Z/p)\rightarrow XK囲 \rightarrow 0

( $X_{K}$ : $K/k$ の岩澤加群, $X_{K}[p]=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(X_{K}arrow^{p}X_{K})$) という完全系列が存在するので,

GKの relation ra欣が有限 \Leftarrow \rightarrow #(H/p) $<\infty$

となる. $\mathcal{H}$ が有限生成 A-加群であることは岩澤理論から分かる. 従って問題は $\mathcal{H}$ は

torsion A-加群で且つ $\mathcal{H}$ の $\mu$-不変量が 0であるか, ということになる.
もう一つの問題は問題 1 に比べ, かなり漠然としたものである :

問題 2. $\tilde{G}\kappa$ を何らかのゼータ函数を通じて理解できないか ?

例えば, $K$ が虚二次体上の円分的 $h$-拡大の場合は, 岩澤理論により $\tilde{\sigma}_{K}^{\mathrm{b}}$ の構造は久
保田-kopoldt $p^{\backslash }\text{進}$ L函数を通じて理解することができた (Mazur-Wilae の定理). こ

の種の現象が $G_{K}$ その $\text{も}$ のについても起きているのであろう力\searrow ということも 7p7題と
して考えられる. 特に $\tilde{G}_{K}$ が自由のときは, 高次岩澤加群 $X^{(:)}$ の A-加群構造は $\tilde{G}_{K}$ の

最大アーベル商, 即ち通常の岩澤加群の A-加群構造から完全に定まり, その構造は組
み合わせ群論的な方法で久保田-Leopoldt p-進 L函数の零点で記述される. $X^{(1)}$ に対
する Mazur-Wiles の定理のように, 高次岩澤加群 $X^{(\cdot)}$

.
に直接対応すべき , 何らかの $r$

進 L函数が存在するかということは興味のある問題である.
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