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1 はじめに

この文章は新しい結果を一切含まない. 主目的は Koblitz [Ko] と Coleman [Co] の
結果を最小限の予備知識を仮定して解説することである. すなわち, Dirichlet $L-$関

数の特殊値を r進的に補完した r進 Dirichlet 関数と, r進ポリログ関数と呼ばれる
?進解析関数との関係を詳しく証明することが目的である.

r進 Dirichlet 関数は, Dirichlet I,\Phi 数の負の整数点での値を r進的に張り合
わすことによって, 最初に Kubota-Leopoldt[KL] にょって連続関数として定義さ
れた. この関数は岩澤 [Iw] によって r進解析的であることが示された. r進ポリロ
グ関数は

$\mathrm{L}\mathrm{i}_{j}^{(p)}(t)=\sum_{n\geq 1,(n,p)=1}\frac{t^{n}}{n\dot{\mathit{1}}}$

の形で定義される素朴な関数である. 上の幕級数は $\{x\in \mathbb{C}_{p};|x|<1\}$ で r進的に収
束するが, 実際はより大域的な r進解析関数に解析接続される. この大域的な関数
はある motive の r進的な周期として表れることが知られている [GK], [Gr], [So],
[Su], [Banl] $\cdot$ この理由から, この関数を明確に特徴付けることが可能である.
専門家には良く知られていることであるが, r進 Dirichlet $L$-関数と r進ポリロ

グ関数の関係は非常に簡単である. Mazur [Ma] は r進 L関数をある r進測度の
積分変換として定義した. Katz [Kz] は r進測度と形式幕級数との対応を与え, 実
際 Mazur の定義した r進測度が, ある形式幕級数と対応することを示した. これら
の構成を調べると, 大雑把に言うと, 導手 $N$ の Dirichlet 指標の r進 L関数を定
義する r進測度は, 上の対応関係を通して, 1 の $N$ 乗根達を中心として r進ポリロ
グ関数を級数展開した形式幕級数の和に対応する. すなわち, r進ポリログ関数と呼
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ばれる大域的な関数は, 様々な点の周りで, 様々な r進 L関数の情報を含んでいる

わけである.

自分が最も興味を惹かれる点は, 局所的に存在する大事な幕級数が, 実は, 明確

な特徴付けを持つ大域的な関数を局所的に見たものであるという点である.

Beilinson 予想, Bloch-加藤予想や岩澤主予想を解くためには, K-群の元や

Euler system 答, 性質の良い 「元」 を探し出すことが大切である. 今の文脈で言

うと, r進 L関数に対応する幕級数を探し出すことが大切である. しかし, この

「元」 を探す過程で, 局所的なところを見ているだけでは, 性質の良いものを特徴付

けることが難しい. 良い形式幕級数等を探すと言っても, あまりにも手がかりが少な

いからである.

良いものは局所的に存在するだけでなく, 大域的に存在するべきである. また,

大域的に存在するものは非常に明確な特徴付けを持つはずである. Motivic なポリ
ログの思想は, こういう, scientia の普遍的な思想に沿っているのだと思う. 問題

を大域化することは, 根本的には, 良い特殊関数をより広い範囲に解析接続させる

という試みの延長線上にあると思う. (この文章を書きながら, ふと, 上の主張は

類似としてではなく, 本当に自然な延長線上にあるのではないかと思った). 良い

「元」 を探す問題を大域化するのであれば, 今後は様々な予想自体をも, 何らかの形

で大域化することが有効ではないかと思う.

先程, r進 Dirichlet $I_{t}$ 関数と r進ポリログ関数の関係は簡単であると述べた.
実際は r進測度や r進解析関数, r進解析接続等, あまり一般的でない用語が多数
現れ, 実際以上に難しいという印象を与える. また, これらに関する結果は複数の文

献にまたがり, 書き方があまり統一されていない. このため, この文章では, 整数論

を志す学部生程度の知識のみを仮定して, r進 Dirichlet LH数の構成などもじつく

りと解説して, 最終的に Koblitz と Coleman の結果を証明する. 繰り返すが, こ

の文章は新しい結果を一切含まない.
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されば幸いです. Bmail は bannai@math nagoya-u.ac.jp です.

影から応援して下さった友人にも感謝します.

1.2 記号

$p$ を素数とする. この原稿の内容では本質的ではないが, 簡単のため $p\neq 2$ と仮定

する. $K$ は $\mathbb{Q}_{p}$ の有限次拡大, $\mathcal{O}_{K}$ をその整数環とする. $\mathbb{C}_{p}$ は $\mathbb{Q}_{p}$ の代数閉包 $\overline{\mathbb{Q}}_{p}$

の完備化とする. 以下では埋め込み $\overline{\mathbb{Q}}arrow \mathbb{C},$ $\overline{\mathbb{Q}}arrow \mathbb{C}_{p}$ を固定する.

2 複素か関数

Dm..c� et L関数は部分ゼータ関数の和として表され, さらに部分ゼータ関数はゼー

タ関数 $\zeta(t, s)$ の和として表される. ゼータ関数 $\zeta(t,s)$ の特殊値はある有理関数の

特殊値として表される. Dirichlet
この有理関数を介して行われる.

2.1 Dirichlet か関数と部分ゼータ関数

この節では D石 chlet Lffl数の定義を述べる.

$N\geq 1$ を整数とする. 準同型写像

$\chi$ : $(\mathrm{Z}/N\mathrm{Z})^{*}arrow \mathbb{C}^{*}$

を $\mathrm{D}\ddot{\mathrm{m}}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{t}$ 指標と呼ぶ. $N$ を割る整数 $n$ に対し $\chi(n)=0$ と定義することによっ

て. $\chi$ を $\mathrm{Z}$ から $\mathbb{C}$ の写像とみなす. $\chi$ が任意の整数 $M<N,$ $M|N$ に対して

$(\mathbb{Z}/M\mathbb{Z})^{*}$ を経由しないとき, $N$ を $\chi$ の導手と呼ぶ.

定義 2.1. Dirichlet L\Re 数を

$L( \chi, s)=\sum_{n\geq 1}\chi(n)n^{-\epsilon}$
, ${\rm Re}(s)>1$ (2.1)

と定義する.
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Dirichlet L 数は全複素平面で有理型な関数に解析接続される. この関数は
$\chi=1$ のとき $s=1$ で 1 位の極を持つ以外は正則であることが知られてぃる.
この文章では Dirichlet It関数の r進版を構成して, r進ポリログ関数との関係

を述べる. Dirichlet Ix-関数は次に述べる部分ゼータ関数を用いて書ける.

定義 2.2. $a,$ $N(N\geq 1)$ を整数とする. 部分ゼータ関数を

$\zeta_{a(N)}(s)=\sum_{n\equiv a(N)}n^{-\epsilon}$
, ${\rm Re}(s)>1$

と定義する.

部分ゼータ関数は $s=1$ を除いて全平面で正則な関数 $\zeta_{a(N)}(s)$ に解析接続され
る. 次節で見るように, 部分ゼータ関数の負の整数点での値はある有理関数の特殊値
として記述される.

Dirichlet L 数は部分ゼータ関数を用いると

$L( \chi, s)=\sum_{a\in \mathrm{Z}/N\mathrm{Z}}\chi(a)\zeta_{a(N)}(s)$

と表される.

2.2 ゼータ関数 $\zeta(t, s)$

この節では加藤 [Ka] \S 1.3 に従って, ゼータ関数 $\zeta(t, s)$ の定義を述べる. この節の
解説は基本的に [Hi] \S 2.2, \S 2.3 の証明の 2変数版である.

定義 2.3. $(t, s)\in \mathbb{C}\mathrm{x}\mathbb{C}$ として, $|t|<1$ , または $|t|\leq 1$ がっ ${\rm Re}(s)>1$ と仮定
する. このとき,

$\zeta(t, s)=\sum_{n\geq 1}t^{n}n^{-s}$

と置く.

$\zeta(t, s)$ は以下の性質をみたす.

定理 2.4. $F=\{t\in \mathrm{R}|t\geq 1\}$ と置く.

5
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1. $\zeta(t, s)$ は $(\mathbb{C}\backslash F)\mathrm{x}\mathbb{C}$ 上の正則関数に解析接続される.

2. 任意の整数 $c\geq 2$ に対して,

$\zeta_{e}(t, s)=\zeta(t, s)-$♂$-\epsilon\zeta(t^{\mathrm{C}}, s)$

は $(\mathbb{C}\backslash \{t\in \mathbb{C}|t\not\in F,t^{e}\in F\})\mathrm{x}\mathbb{C}$ 上の正則関数に解析接続される.

注意 2.5. 上の命題で $c\geq 2$ の場合が必要なのは, $t=1$ での値を考えたいからで

ある.

この章では以後, 定理 24 の証明を与える. 複素平面を実軸の正の部分に沿って

裁断して, それを境界とする領域を考える. この領域の中で $0\leq \mathrm{R}e\log z\leq 2\pi$ をみ

たす対数関数の枝を固定する. 任意の複素数 $y$ に対して $z^{\epsilon}=e^{\epsilon 1\mathrm{o}\mathrm{e}z}$ と定義する.

$t\in \mathbb{C}\backslash F$ に対し,

$G(t, y)= \frac{te^{-y}}{1-te^{-y}}=\sum_{n=1}^{\infty}t^{n}e^{-ny}$

と置 $\text{く}$ . $|e^{-y}t|<1$ のとき, 例えば, $\mathrm{R}\epsilon y>0,$ $|t|\leq 1$ のとき, 2項目の幕級数は

収束する. $|t|\leq 1,$ $t\neq 1$ がみたされる場合, $G(t, y)$ は正の実軸上に特異点を持た

ない.

命題 2.6. $|t|\leq 1,$ $t\neq 1,$ $\sigma={\rm Re} s>1$ をみたすとき,

$\int_{0}^{\infty}G(t,y)y^{\epsilon-1}dy=\zeta(t, s)\Gamma(s)$

が成り立つ.

乃$mof$. $yarrow \mathrm{O},$ $yarrow\infty$ のとき $G(t, y)ye^{y/2}arrow 0$ . ゆえにある定数 $M>0$ が存在

して $|G(t, y)y|<Me^{-y/2}$.
$\int_{0}^{\infty}|G(t,y)y^{\epsilon-1}|dy<M\int_{0}^{\infty}e^{-y/2}y^{\sigma-2}dy=2^{\sigma-1}M\Gamma(\sigma-1)<\infty$ .

ゆえに関数 $|G(t, y)y^{\epsilon-1}|$ は区間 $[0, \infty]$ で可積である.

$\sum t^{n}e^{-ny}f^{-1}=G(t,y)y^{arrow 1}\infty$

$n=1$

6
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に注意すると, Lebesgue の項別積分定理から

$\int_{0}^{\infty}G(t, y)y^{\epsilon-1}dy=\int_{0}\infty\sum_{n=1}^{\infty}t^{n}e^{-ny}y^{s-1}dy=\sum_{n=1}^{\infty}\int_{0}^{\infty}t^{n}e^{-ny}y^{\epsilon-1}dy$

を得る. 上の式の右の積分を $ny\mapsto y$ と変数変換すると,

$\int_{0}^{\infty}G(t, y)y^{\epsilon-1}dy=\sum_{n=1}^{\infty}t^{n}n^{-e}\int_{0}^{\infty}e^{-y}y^{s-1}dy=\zeta(t, s)\Gamma(s)$

を得る. 口

実数 $\epsilon>0$ に対して複素平面上の積分路を以上の様に定める. $C_{1}(\epsilon)$ は $\infty$

から $\epsilon$ まで $z=r(\infty>r\geq\epsilon)$ をみたす実軸上の路, $C_{3}(\epsilon)$ は $\epsilon$ がら $\infty$ ま
での $z=re^{2\dot{m}}(\epsilon\leq r<\infty)$ をみたす実軸上の路, $C_{2}(\epsilon)$ を $C_{1}(\epsilon)$ の終点がら
$C_{3}(\epsilon)$ の始点を結ぶ原点を中心とした, 半径 $\epsilon$ の円上の反時計回りの路とする. 道
$C(\epsilon)=C_{1}(\epsilon)+C_{2}(\epsilon)+C_{3}(\epsilon)$ とする.

十分小さい $\epsilon>0$ に対して, 積分

$H(t, s)= \int_{C(\epsilon)}G(t, y)y^{\epsilon-1}dy$

は $(t, s)\in(\mathbb{C}\backslash F)\mathrm{x}\mathbb{C}$ 上の 2変数正則関数を定義する.

7
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定理 2.7. $|t|\leq 1_{f}t\neq 1,$ ${\rm Re} s>1$ のとき, 十分小さな $\epsilon>0$ に対して

$\zeta(t, s)=(e^{2\pi 1l}.-1)^{-1}\Gamma(s)^{-1}\int_{C(\epsilon)}G(t, y)f^{-1}dy$ (2.2)

が成り立つ.

Pmof. $|t|\leq 1,$ $t\neq 1,$ $\mathrm{R}\epsilon s>1$ となる $s,$ $t$ を固定して, $\sigma,$ $\tau$ を $s$ の実部と虚部と

する. $\epsilon>0$ は, $|y|<\epsilon$ で $G(t, y)$ が正則となる様に十分小さく取る. この範囲で

$\epsilon$ を変化させると, $G(t, y)$ は差の積分経路の中で正則なので, (2.2) は $\epsilon$ の取り方

によらないことが導かれる.

積分路の定義から,

$\int_{C_{1}(\epsilon)}G(t,y)y^{\epsilon-1}dy=-\Gamma_{\epsilon}^{G(t,y)y^{\epsilon-1}dy}$

$\int_{C_{3}(\epsilon)}G(t,y)y^{\epsilon-1}dy=e^{2\pi 1s}.\int_{\epsilon}^{\infty}G(t,y)y^{\epsilon-1}dy$.

また, $G(t, y)$ は $y=0$ の近傍で正則であることから, 特に上限 $M$ を持つ. ゆえに

y=\epsilon e一とおくと,

$| \int_{C_{2}(\epsilon)}G(t,y)y^{\epsilon-1}dy|\leq\epsilon^{\sigma}\int_{0}^{2\pi}e^{-\tau\theta}Md\theta\leq 2\pi M\epsilon^{\sigma}$ .

ゆえに

$\lim_{\epsilonarrow 0}\int_{C(\epsilon)}G(t,y)y^{\epsilon-1}dy=(e^{2\mathrm{n}1\epsilon}.-1)\int_{0}^{\infty}G(t,y)f^{-1}dy$

$=(e^{2\pi 1\epsilon}.-1)\zeta(t, s)\Gamma(s)$ .

以上のことから命題を得る. 口

上の定理から, $\zeta(t, s)$ は $(t, s)\in(\mathbb{C}\backslash F)\mathrm{x}\mathbb{C}$ 上の有理型関数に解析接続される

ことが示された. この関数の極は $(e^{2\pi 1\epsilon}.-1)\Gamma(s)$ の 0 点 $(\mathbb{C}\backslash F)\mathrm{x}\{r\in \mathbb{Z};\geq 1\}$

に含まれる. しかし, 収束することから, $\{t\in \mathbb{C}, |t|<1\}\mathrm{x}\mathbb{C}$ の範囲で $\zeta(t, s)$ は

極を持たないので, 結局 $\zeta(t, s)$ は $(\mathbb{C}\backslash F)\mathrm{x}\mathbb{C}$ 上正則である.

補題 2.8. 任意の整数 $c\geq 2$ に対して, $H(t, s)-c^{1-\epsilon}H(t^{e}, s)$ は $F\mathrm{x}\mathbb{C}\subset \mathbb{C}\mathrm{x}\mathbb{C}$

の近傍上正則な関数に延ひる.
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Proof. 積分 (2.2) の $t$ を $t^{c}$ で, $y$ を $w$ で置き換えると,

$c^{1-\epsilon}H(t^{c}, s)=$ $\int_{C(\epsilon)}c(1-t^{e}e^{-\mathrm{c}y})^{-1}t^{e}e^{-ey}y^{s-1}dy$.

$t\in \mathbb{C}\backslash \{t\in \mathbb{C};t\not\in F, t^{e}\in F\}$ に関して,

$(1-te^{-y})^{-1}-c(1-t^{e}e^{-cy})^{-1}$

は $y$ に関して $\{y\in \mathrm{R};y\geq 0\}$ の近傍で正則である. $\text{口}$

以上のことから定理 24 が導かれる.

注意 2.9. $\zeta(t, s)$ と部分ゼータ関数の定義から,

$\zeta(\alpha, s)=\sum_{a=0}^{N-1}\alpha^{a}\zeta_{a(N)}(s)$

が成り立つ. $\zeta_{a(N)}(s.)$ が $\zeta(\alpha, s)$ のまた, 逆に, 整数 $a$ に対して

$\sum_{\alpha\in\mu N}\alpha^{a}=\{\begin{array}{l}Na=0(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}N)0a\neq 0(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}N)\end{array}$

に注意すると, 等式

$\zeta_{a(N)}(s)=\frac{1}{N}\sum_{\alpha\in\mu N}\alpha^{-a}\zeta(\alpha, s)$ (2.3)

が成り立つ.

2.3 有理関数

定義 2.10. 任意の整数 $r\geq 1$ に対し, 有理関数 $g_{r}(t),$ $g_{r,e}(t)$ を以下の様に定義す
る.

$g_{r}(t)=(t \frac{d}{dt})^{r}\mathrm{L}\mathrm{i}_{1}(t)$ , $g_{r,e}(t)=(t \frac{d}{dt})^{r}\mathrm{L}\mathrm{i}_{1,e}(t)$ .

9
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$\llcorner\check{(-}T^{\theta}\vee \mathrm{L}\mathrm{i}_{1}(t)=-\log(1-t)|\mathrm{g}$

$\mathrm{L}\mathrm{i}_{1}(t)=\sum_{n\geq 1}\frac{t^{n}}{n}$

で定義される幕級数とする. また, $c\geq 2$ は整数で $\mathrm{L}\mathrm{i}_{1,e}(t)=\mathrm{L}\mathrm{i}_{1}(t)-\mathrm{L}\mathrm{i}_{1}(t^{e})$ .
ポリログとの関係を明確にするため上の様に定義したが, 実際 $r=1$ のとき

$g_{1}(t)= \frac{t}{1-t}$ , $g_{1,e}(t)= \frac{t}{1-t}-\frac{d^{e}}{1-t^{\epsilon}}$

を満たすので, $g_{r}(t)$ や $g_{r,e}(t)$ は単に有理関数である. この関数はゼータ関数 $\zeta(t, s)$

と密接な関係にあることが知られている.

補題 2.11. $F=\{t\in \mathrm{R};t\geq 1\}$ と置く. 任意の整数 $r\geq 1$ に対し, 以下の等式が

成立する.

1. 任意の $t\in \mathbb{C}\backslash F$ に対し,

$g_{r}(t)=\zeta(t, 1-r)$ .

2. $c\geq 2$ を整数とする. 任意の $t\in \mathbb{C}\backslash \{t\in \mathbb{C};t\not\in F,f\in F\}$ に対し,

$g_{r,e}(t)=\zeta_{e}(t, 1-r)$ .

Pmof. $|t|<1$ のとき, $g_{r}(t)$ および gr,。(t) は幕級数

$g_{r}(t)= \sum_{n\geq 1}n^{1-r}t^{n}$
, $g_{r,e}(t)= \sum_{n\geq 1}n^{1-r}(t^{n}-\cdot c^{r}f)$

で与えられる. よって $\zeta(t, 1-r),$ $\zeta_{e}(t, 1-r)$ の定義からこの範囲での等式は従う.

一般の $t$ に関する等式は一致の原理から従う. 口

3r進測度

r進 L関数は $\mathrm{D}\ddot{\mathrm{m}}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{t}$ 指標全体から $\mathbb{C}_{\mathrm{r}}$ への射である. この関数は $\mathrm{D}\ddot{\mathrm{m}}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{t}$ 指

標をある r進測度に関して積分すること, すなわち, ある ?進測度の積分変換とし
て構成される. 準備として, この章では ?進測度の一般論を解説する.
この章と次の章は [Hi] に沿って解説する.
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3.1 r進測度の定義
$K$ を $\mathbb{Q}_{p}$ の有限次拡大とし, $\mathcal{O}_{K}$ をその整数環とする. $K$ は $|p|=p^{-1}$ をみたす
絶対値によって完備な距離空間になってぃる. $X$ をコンパクトな位相空間とする.
Cont(X, $K$) を $X$ から $K$ への連続関数全体がらなる $K$ ベクトル空間とする. こ

の空間はノルム

$||f||= \sup_{x\in X}|f(x)|$

によって r進 Banach 空間になる. すなわち? Cont $(X, K)$ は上のノルムに関して
完備な距離空間である.

定義 3.1. Cont(X, $K$) から Kへの連続な $K$ 線型写像を, $K$ に値を持っ $X$ 上の
%進) 測度と呼ぶ. $K$ に値を持っ $X$ 上の測度全体を Meas(X, $K$) と記す.

$\mu$ を $K$ に値を持つ $X$ 上の測度, $f$ : $Xarrow K$ を $X$ 上の連続関数としたとき,
$\mu(f)$ をしばしば

$\int_{X}f(x)d\mu(x)$

と記述する.

補題 3.2. K-線型写像 $\mu$ :Cont$(X, K)arrow K$ が測度となる必要十分条件は, ある
定数 $M\in \mathrm{R}$ が存在して, 任意の $f\in \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}(X, K)$ に対して

$|\mu(f)|\leq M||f||$ (3.1)

が成り立つことである.

Pmof. $\mu$ に対して (3.1) をみたす $f$ が存在すると仮定する. このとき,

$|\mu(f)-\mu(g)|\leq M||f-g||arrow 0$ $(farrow g)$

となるので, $\mu$ は連続. 逆に, 任意の整数 $n>1$ に対して

$|\mu(f_{n})|>p^{n}||f_{n}||$
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をみたす連続関数 $f_{n}$ : $Xarrow K$ が存在すると仮定する. $f_{n}=0$ と仮定すると上の

式の両辺は 0 となり成立しないので, $f_{n}\neq 0$ である. $X$ がコンパクトであることか

ら $||f_{n}||=|f_{n}(x_{n})|$ をみたす $x_{n}\in X$ が存在する. $\tau b=fff_{n}/f_{n}(x_{n})$ と置くと,

$||\tau u||=\mathrm{j}|p^{n}’||/|f_{n}(x,)|=p^{-n}arrow 0$ $(narrow\infty)$ .
しかし,

$| \mu(\mathrm{b})|=|\mu(\frac{p^{n}f_{n}}{f_{n}(x_{n})})|>1$

であるので, 独 $n\mu(\%)\neq 0$. 従って $\mu$ は連続でないことが導かれる. 口

定義 3.3. Meas$(X, K)$ にノルムを

$|| \mu||=\sup_{J\neq 0}\frac{|\mu(f)|}{|f|}$ , $\mu\in \mathrm{M}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{s}(X, K)$

によって定義する. 補題 32 から $||\mu||<\infty$ を得る. Meas(X, $K$) はこの/ルムに

よって ?進 B一空間になる.

定義 3.4. $X$ を全不連結な位相空間として, $U\subset X$ を開集合とする. このとき,

$U$ の特性関数

$\phi_{U}(x)=\{\begin{array}{l}1x\in U0x\not\in U\end{array}$

は, $X$ $U$ の面積 $\mu(U)$ を $\mu(U)=\mu(\phi_{U})$ によって定義する.

3.2 $\mathbb{Z}_{p}$ 上の連続関数

この節では Mahler の定理を証明する. すなわち, $\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}(\mathrm{Z}_{p}, K)$ は r進 Bana&
空間として関数 $\{(\begin{array}{l}xn\end{array});n\geq 1\}$ によって生成されることを示す.

定義 3.5. 整数 $n\geq 1$ に対し, 多項式 $(\begin{array}{l}Xn\end{array})$ を

$(\begin{array}{l}Xn\end{array})=$ $n>1n=1$ (3.2)

と定義する.
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(32) の関数は多項式なので, $\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}(\mathbb{Z}_{p}, \mathbb{Q}_{p})$ の元を定義する. また, 整数 $m$ に
対し値を自然数に取るので, $\mathbb{N}\mathrm{c}\mathbb{Z}_{p}$ が稠密であることがら ($\ovalbox{\tt\small REJECT}$ は $\mathbb{Z}_{p}$ がら $\mathbb{Z}_{p}$ への

連続関数を定義する. また $x\ovalbox{\tt\small REJECT} n$ では 1 となるので, $\mathrm{H}(\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}|\ovalbox{\tt\small REJECT} 1$ を得る.

定理 3.6 (Mahler の定理). 関数 $f$ : $\mathbb{Z}_{p}arrow K$ が連続であるための必要十分条件
は, $\cdot\infty nan(f)arrow 0$ をみたす数列 $a_{n}(f)\in K$ が一意に存在して,

$f(x)= \sum_{n=0}^{\infty}a_{n}(f)(\begin{array}{l}xn\end{array})$ $(x\in \mathbb{Z}_{p})$ (3.3)

をみたすことである.

Pmof. $f(x)$ が (3.3) の形で書けたと仮定する.

$f_{m}(x)= \sum_{n=0}^{m}a_{n}(f)(\begin{array}{l}xn\end{array})$

と置くと, $1\dot{p}_{n}a_{n}(f)arrow 0$ と $||(\begin{array}{l}xn\end{array})||=1$ から

$||f-f_{m}||arrow 0$ $(marrow\infty)$ .

Cont $(\mathbb{Z}_{\mathrm{p}}, K)$ のノルムに関する完備性がら $f\in \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}(\mathbb{Z}_{p}, K)$ が従う.
逆に $f$ : $\mathbb{Z}_{p}arrow K$ を連続関数とする.

$a_{n}(f)= \sum_{k=0}^{n}(-1)^{n-k}(\begin{array}{l}nk\end{array})f(k)$ (3.4)

と置くと, 整数 $m\in \mathrm{N}$ に対して

$\sum_{n=0}^{\infty}a_{n}(f)(\begin{array}{l}mn\end{array})=\sum_{n=0}^{m}a_{n}(f)(\begin{array}{l}mn\end{array})=\sum_{n=0}^{m}\sum_{k=0}^{n}(-1)^{n-k}(\begin{array}{l}mn\end{array})(\begin{array}{l}nk\end{array})f(k)$

$= \sum_{k=0}^{m}f(k)\sum_{j=0}^{m-k}(-1)^{j}(\begin{array}{l}mj+k\end{array})(\begin{array}{l}j+kk\end{array})$ (3.5)

$= \sum_{k=0}^{m}f(k)(\begin{array}{l}mk\end{array})\sum_{j=0}^{m-k}(-1)^{j}(\begin{array}{l}m-kj\end{array})=f(m)$ .
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ただし, 最後から 2番目の等式は

$(\begin{array}{l}mj+k\end{array})(\begin{array}{l}j+kk\end{array})=(\begin{array}{l}mk\end{array})(\begin{array}{l}m-kj\end{array})$ ,

最後の等式は

$\sum_{j=0}^{m-k}(-1)^{j}(\begin{array}{l}m-kj\end{array})=\{\begin{array}{l}(1+(-1))^{m-k}=0k<m1k=m\end{array}$

から従う. 後に証明される命題 39 から $.\Phi nan(f)=0$ が成り立つので,

$\tilde{f}(x)=\sum_{\mathrm{n}=0}^{\infty}$ a、(f) $(\begin{array}{l}xn\end{array})$

は $\mathbb{Z}_{p}$ 上の連続関数で, $\mathrm{N}$ 上では $f(x)$ と一致する. $f(x)$ の連続性と $\mathrm{N}\subset \mathrm{Z}_{\mathrm{p}}$ が稠

密であることから $f(x)=\tilde{f}(x)$ を得る.

ち (f) の取り方が一意であることは, $f$ の連続性と補題 3.7 から従う. 口

補題 3.7. $a_{n}$ , 観 $\in K$ を数列とする. 任意の $x\in \mathrm{N}$ に対して

$\sum_{n-\wedge}^{\infty}a_{n}(\begin{array}{l}xn\end{array})=\sum_{n=0}^{\infty}$偏 $(\begin{array}{l}xn\end{array})$

が成り立つとき, ち $=$ 観となる.

Pmof. $x\in \mathrm{N}$ に対して両辺は有限和である. 両辺の差を取る
$.\llcorner\vee$ とによって

$\sum_{n=0}^{\infty}k(\begin{array}{l}xn\end{array})=0$ $(x\in \mathrm{N})$ (3.6)

なら $b_{n}=0$ $(n\geq 0)$ となることを証明すれば十分である. 0 とは異なる $b_{n}$ が

存在すると仮定する. このとき, $m$ を $\mathrm{h}\neq 0$ となる最小の整数 $\geq 0$ とする.

$x=m$ を (3.6) に代入すると,

$h= \sum_{n=0}^{\infty}k(\begin{array}{l}xn\end{array})=0$

となり, $m$ の取り方に矛盾する. すなわち, $b_{n}=0$ $(n\geq 0)$ が成り立つ. 口
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MahIer の定理の証明を完成するためには, 命題 39 を証明すれば十分である.
その前に次の補題を証明する.

補題 3.8. 関数 $f$ : $\mathrm{N}arrow K$ を考え, ち (f) を (3.4) で定義する. このとき, $y\in \mathrm{N}$

に対して

$a_{j+y}(f)=- \sum_{k=1}^{y-1}a_{j+k}(f)(\begin{array}{l}yk\end{array})+\sum_{k=0}^{j}(-1)^{j-k}(\begin{array}{l}jk\end{array})(f(k+y)-f(k))$ (3.7)

が成立する.

Pmof. $y\in \mathrm{N}$ を固定して, $\mathrm{N}$ 上の関数 $f(x+y)$ を考える. (3.5) と同様な計算がら

$f(x+y)= \sum_{n=0}^{x+y}a_{n}(f)(\begin{array}{l}x+yn\end{array})=\sum_{n=0}^{x+y}a_{n}(f)\sum_{j=0}^{n}(\begin{array}{l}xj\end{array})(\begin{array}{l}yn-j\end{array})$

$= \sum_{j=0}^{x}(\begin{array}{l}xj\end{array})\sum_{k=0}^{y}a_{j+k}(f)(\begin{array}{l}yk\end{array})$ $(x\in \mathrm{N})$ .

ただし 2番目の等式は

$(\begin{array}{l}x+yn\end{array})=\sum_{j=0}^{n}(\begin{array}{l}xj\end{array})(\begin{array}{l}yn-j\end{array})$

から従う. また. (3.5) と同様の計算がら,

$a_{n}(f_{y})= \sum_{k=0}^{n}(-1)^{n-k}(\begin{array}{l}nk\end{array})f(k+y)$

と置くと, 任意の $x\in \mathrm{N}$ に対して

$f(x+y)= \sum_{j=0}^{x}a_{j}(f_{y})$ $(\begin{array}{l}xj\end{array})=\sum_{j=0}^{x}(\begin{array}{l}xj\end{array})\sum_{k=0}^{j}(-1)^{j-k}(\begin{array}{l}jk\end{array})f(k+y)$ .

補題 37 から $(\begin{array}{l}xj\end{array})$ の係数を比較することにょって

$\sum_{k=0}^{y}a_{j+k}(f)(\begin{array}{l}yk\end{array})=\sum_{k=0}^{j}(-1)^{j-k}(\begin{array}{l}jk\end{array})f(k+y)$

を得る. 主張は左辺の $k=y$ の項に関して解くことにょって得られる. 口
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命題 3.9. $f$ : $\mathbb{Z}_{\mathrm{p}}arrow K$ を連続関数として, ち (f) を (3.4) の様に定義する. この

とき,

$.\Phi nan(f)=0$

をみたす.

Proof. $f$ はコンパクト集合上の連続関数なので, $K$ への像もコンパクトであり, 特

に有界である. 十分絶対値の小さな定数 $c\in K$ を取れば, $cf$ の像は $O_{K}$ に含まれ

る. 命題の主張は定数倍で変わらないので, 以後 $f$ の像は $O_{K}$ に含まれると仮定す

る. このとき, $a_{n}(f)$ の定義から, $a_{n}(f)\in \mathcal{O}_{K}$ を得る.

以下では, 任意の $m\geq 0$ に対し

$|a_{n}(f)|\leq p^{-m}(n\geq N_{m})$

をみたす整数 $N_{m}$ を帰納的に定義する. 任意の $n\geq$
.

$0$ に対して $|a_{n}(f)|\leq 1$ で

あるので, $N_{0}=0$ と取れば良い. ある整数 $m$ まで $N_{m}$ が定義されたとする.

$f$ がコンパクト集合上の連続関数ということから, 特に一様連続であることが導かれ

る. このことから, 任意の $x\in \mathrm{Z}_{p}$ に対して

$|f(x+p^{u})-f(x)|<p^{-(m+1)}$

をみたす整数 $u\in \mathrm{N}$ が存在する. (3.7) を $y=p^{\mathrm{u}}$ として適用すると,

$a_{j+p^{u}}(f)=- \sum_{\succ-1}^{p^{u}-1}a_{j+k}(f)(\begin{array}{l}p^{\mathrm{u}}k\end{array})+\sum_{k=0}^{j}(-1)^{j-k}(\begin{array}{l}jk\end{array})(f(k+p^{u})-f(k))$ .

1 $\leq k\leq p^{u}-1$ のとき $|(\begin{array}{l}\mathrm{p}^{u}k\end{array})$ } $\leq p^{-1}$ であり, 任意の $k\in \mathrm{Z}$ に対して

$|f(k+p^{u})-f(k)|<p^{-(m+1)}$ が成り立つので, $j\geq N_{m}$ と取ると, 帰納法の仮定

から $|a_{j+k}(f)|\leq p^{-m}$ をみたすので, 上の式の絶対値を取ることによって

$|a_{j+p^{u}}(f)|\leq p^{-(m+1)}$ $(j\geq N_{m})$

が導かれる. 以上のことから $N_{m+1}=N_{m}+p^{u}$ と取れば良いことが分かる. 口
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3.3 $\mathbb{Z}_{p}$ 上の測度と幕級数表示

この節では, $\mathbb{Z}_{p}$ 上の測度と形式幕級数の関係を記す. 前節の Mahler の定理淀理
36) によって, 任意の $f\in \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}(\mathbb{Z}_{p}, K)$ が

$f(x)= \sum_{n=0}^{\infty}a_{n}(f)(\begin{array}{l}xn\end{array})$ $a_{n}(f)arrow 0(narrow\infty)$

と展開されることが示された. $\mu\in \mathrm{M}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{s}(\mathbb{Z}_{p}, K)$ を取ると, $\mu$ の連続性がら

$\int_{\mathrm{Z}_{\mathrm{p}}}f(x)d\mu(x)=\mathrm{h}\dot{\ovalbox{\tt\small REJECT}}_{m}\sum_{n=0}^{m}a_{n}(f)\int_{\mathrm{Z}_{\mathrm{p}}}(\begin{array}{l}xn\end{array})d\mu(x)$

を得る.

$b_{n}( \mu)=\int_{\mathrm{Z}_{\mathrm{p}}}(\begin{array}{l}xn\end{array})d\mu(x)$ (3.8)

と置くと, ノルムの定義淀義 33) から

$\downarrow b_{n}(\mu)|\leq||\mu|||(\begin{array}{l}xn\end{array})|=||\mu||<\infty$ .

すなわち, $b_{n}(\mu)$ が有界であることが導かれる. 逆に有界な数列 $b_{n}\in K$ が与えられ
たとき, $f\in \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}(\mathbb{Z}_{p}, K)$ に対して無限級数

$\mu(f)=\sum_{n=0}^{\infty}u(f)b_{n}$

』助材 る. これか 像\mu :Cont $(\mathbb{Z}_{p}, K)arrow K$が定義される. $| \mu(f)|\leq(\sup_{n}b_{n})|f|$

をみたすので, 補題 32 から $\mu\in \mathrm{M}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{s}(\mathbb{Z}_{p}, K)$ を得る.

定義 3.10. $\mu\in \mathrm{M}\mathrm{e}\mathrm{a}s(\mathbb{Z}_{p}, K)$ としたとき, 附随する幕級数 $\Phi_{\mu}(T)$ を

$\Phi_{\mu}(T):=\sum_{n=0}^{\infty}b_{n}(\mu)T^{n}\in K\otimes O_{K}[[T]]$ (3.9)

と定義する.
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上の式の右辺の環 $K\otimes O_{K}[[T]]$ は, 係数が有界な形式幕級数全体と一致してい

る. $x\in$ ちに対し, 形式的に

$(1+T)^{x}= \sum_{n=0}^{\infty}(\begin{array}{l}xn\end{array})7^{m}$

であることから, 以後 (3.9) を以下の (3.10) の様に記す. 以上の議論から以下の定

理を得る.

定理 3.11(Katz). $\mu\in \mathrm{M}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{s}(\mathbb{Z}_{\mathrm{p}},K)$ を与えることと, 幕級数

$\Phi_{\mu}(T)=\int_{\mathrm{Z}_{p}}(1+T)^{x}d\mu(x)\in K\otimes O_{K}[[T]]$ (3.10)

を与えることは同値である.

定理 311 の式 (3.10) から

$\int_{\mathrm{Z}_{\mathrm{p}}}x^{r}\mu(x)=((1+T)\frac{d}{dT})^{r}\Phi_{\mu}(T)|_{T=0}$ (3.11)

を得る.

注意 3.12. 上の対応を用いて, 測度 $\mu$ による $a+p^{n}\mathrm{Z}_{\mathrm{p}}$ の面積を計算すると,

$\mu(a+p^{n}\mathbb{Z}_{p})=\int_{a+p\mathrm{Z}_{\mathrm{p}}}.d\mu(x)=\frac{1}{p}\sum_{\alpha\in\mu_{p}*\iota}\alpha^{-a}\int_{\mathrm{Z}_{\mathrm{p}}}\alpha^{x}d\mu(x)$

$= \frac{1}{r}\sum_{\alpha\in\mu_{\mathrm{p}}\mathrm{n}}\alpha^{-a}\Phi_{\mu}(\alpha-1)$

となる.

次に $\mathbb{Z}_{p}$ 上の測度を $\mathrm{Z}_{p}^{*}$ へ制限することを考える. $\alpha$ を 1 の r乗根とする.

$\int_{\mathrm{Z}_{\mathrm{p}}}\alpha^{x}(1+T)^{x}\mu(x)=\Phi_{\mu}(\alpha(1+T)-1)$

が成り立つので,

$f \int_{l_{\mathrm{p}}}(1+T)^{x}\mu(x)=\frac{1}{p}\sum_{\alpha\in\mu_{\mathrm{p}}}\Phi_{\mu}(\alpha(1+T)-1)$ .
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$\ovalbox{\tt\small REJECT}(1+T)^{x}d\mu(x)\ovalbox{\tt\small REJECT}\Phi_{1}(T)-\ovalbox{\tt\small REJECT}\sum\Phi,(\alpha(1+T)-\mathfrak{y}$.
2; $p.\mathrm{C}\mu_{\mathrm{p}}$

以上の考察から次の命題を得る.

命題 3.13. $\mathbb{Z}_{p}$ 上の測度 $\mu$ に附随する幕級数 $\Phi_{\mu}(T)$ が関係式

$\varphi(\Phi_{\mu}(T)):=\Phi_{\mu}((1+T)^{p}-1)=\frac{1}{p}\sum_{\alpha\in\mu_{p}}\Phi_{\mu}(\alpha(1+T)-1)$

をみたしていれば,

$\int_{\mathrm{Z}_{\dot{p}}}(1+T)^{x}d\mu(x)=(1-\varphi)\Phi_{\mu}(T)$

が成り立つ.

4r進 L-関数

この章では Dirichlet $I_{t}$関数 $L(\chi, s)$ の負の整数点での値を補完する ?進 L関数を
構成する. $N\geq 1$ を整数として,

$X_{N}=\llcorner \mathrm{i}\mathrm{m}_{n}(\mathbb{Z}/Np^{n}\mathbb{Z})\cong(\mathbb{Z}/N)\mathrm{x}\mathbb{Z}_{p}$

とおく. r進 L関数は $X_{N}$ 上の r進測度の積分変換として定義される. 実際は

Meas
$(X_{N}, K)= \prod_{a\in \mathrm{Z}/N}$

Meas$(\mathbb{Z}_{p}, K)$

と分解するので, $X_{N}$ 上の測度を定義するためには, 各 $a\in \mathbb{Z}/N$ に対して $\mathbb{Z}_{p}$ 上の

測度を定義すれば十分である.

Dirichlet $I_{x}$ 関数は部分ゼータ関数の和として表される. この理由から, ?進
Dirichlet L\Phi 数を定義する準備として, 最初の節では, 各 $a\in \mathbb{Z}/N$ に対して部分
ゼータ関数 $\zeta_{a(N)}(s)$ の値を補完する r進測度を構成する.
次の節ではこれを張り合わせて $X_{N}$ 上の r進測度を定義する. 最後の節では

?進 L関数の定義を述べる.
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4.1 部分ゼータ関数を補完する r進測度の構成

r進 L関数を定義する準備として, \S 2.3 で定義した有理関数

$g_{1,e}(t)= \frac{t}{1-t}-\frac{d^{e}}{1-t^{e}}$

$= \frac{t+2t^{2}+\cdots+(c-1)t^{c-1}}{1+t+t^{2}+\cdots+f^{-1}}\in \mathrm{Z}[t,$ $\frac{1-t}{1-f}]$

を用いて, $a\in \mathrm{Z}/N$ に対して $\mathrm{Z}_{p}$ 上の ?進測度 $\mu_{\mathrm{b}^{e}}$ を定義する.

$N,$ $c>1$ を整数として, $(N,c)=1$ と仮定する. 1 の $N$ 乗根 $\alpha$ に対して,

ち上の測度 $\mu_{\alpha,e}$ を定義する. 変数 $T=(\alpha^{-1}t-1)$ で gl,。(t) を幕級数展開したも

のを $g_{1,e}(T)$ と置くと

$g_{1,e}(T)\in \mathrm{Z}[\alpha][[T]]\subset \mathrm{Z}_{p}[\alpha][[T]]$.

定理 3.11 によって g1,。(T) に対応する $\mathrm{Z}_{p}$ 上の測度を \mu \mbox{\boldmath $\alpha$},。と記す.

命題 4.1. 測度 $\mu_{\alpha,e}\in \mathrm{M}\alpha$ (ち, $\backslash (\alpha)$) $\}$よ

$\int_{\mathrm{Z}_{\mathrm{p}}}x^{r}d\mu_{\alpha,e}(x)=\zeta_{e}(\alpha, -r)$
$(r\geq 0)$

をみたす.

$Pmf$. 変数 $T$ の定義から微分作用素として

$t \frac{d}{dt}=(1+T)\frac{d}{dT}$.

ゆえに

$g_{r,e}(T)=((1+T) \frac{d}{d\Gamma})^{r-1}g_{1,e}(T)$

は $g_{r,e}(t)$ を $T$ で幕級数展開したものと一致する. この事実と補題 211 から

gr,。(T)b=gr,。(t)l\llcorner -\mbox{\boldmath $\alpha$} $=\zeta_{e}(\alpha, 1-r)$ .

命題は測度と幕級数の関係 (3.11) から従う. 口
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注意 4.2. より詳しくは, $\epsilon$ を 1 の pn-乗根とすると,

$\int_{\mathrm{Z}_{p}}\epsilon^{x}x^{r}d\mu_{\alpha,e}(x)=\zeta_{e}(\epsilon\alpha, -r)$ $(r\geq 0)$

が成り立つ.

Pmof. 上の積分が

$g_{r,e}(T)|_{T=\epsilon-1}=g_{r,e}(t)|_{t=\epsilon\alpha}=\zeta_{e}(\epsilon\alpha, 1-r)$

に一致することから従う. 口

定義 4.3. $\mathbb{Z}_{p}$ 上の測度 $\mu_{a(N),e}$ を

$\mu_{a(N),e}=\frac{1}{N}\sum_{\alpha\in\mu N}\alpha^{-a}\mu_{\alpha,e}$ (4.1)

と定義する.

$\mu_{a(N),e}$ を (4.1) と定義した理由は, 式 (2.3) を用いて $\zeta_{e}(t, s)$ から部分ゼータ
関数の値を引き出したいがらである. 実際, 命題 4.1 と (2.3) がら,

$\int_{\mathrm{Z}_{\mathrm{p}}}x^{r}d\mu_{a(N),e}(x)=\zeta_{a(N)}(-r)-c^{1+r}\zeta ac^{-1}(N)(-r)$ $(r\geq 0)$ (4.2)

を得る. (ただし 2つ目のゼータの添字 $ac^{-1}$ は $c$ をかけると $\equiv a(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} N)$ となる
整数. $c$ は $N$ と互いに素なので, $\mathbb{Z}/N$ で可逆).

すなわち, 測度 $\mu_{a(N),e}$ は部分ゼータ関数の負の整数点での値を補完してぃる.
より詳しく言えば, 以下の命題が成り立っ.

命題 4.4. $u\in \mathbb{Z}/p^{n}$ とする. このとき整数 $r\geq 0$ に対して

$\int_{u+p^{n}\mathrm{Z}_{p}}x^{r}d\mu_{a(N),c}=\zeta_{b(Np^{n})}(-r)-c^{1+r}\zeta_{bc^{-1}(Np^{n})}(-r)$. (4.3)

ただし, $b\in \mathbb{Z}/Np^{n}$ は $b\equiv a(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} N),$ $b\equiv u(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p^{n})$ をみたすもの.
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Pmof. 左辺

$= \sum_{\epsilon\in\mu_{\mathrm{p}}\cdot*}\frac{1}{p^{n}}\epsilon^{-u}\int_{\mathrm{Z}_{\mathrm{p}}}$♂xrd\mu a(N),e $= \sum_{\epsilon\in\mu_{\mathrm{p}}\mathrm{n}}\frac{1}{p^{\iota}}\epsilon^{-\mathrm{u}}\int_{\mathrm{Z}_{p}}$

♂$x^{r}d\mu a(N),e$

$= \sum_{\epsilon\in\mu_{p}n}\sum_{\alpha\in\mu N}\frac{1}{Np}\epsilon^{-u}\alpha^{-a}g_{r,e}(\epsilon\alpha)=\frac{1}{Np^{n}}$

、

$\sum_{\in\mu N\mathrm{p}^{n}}$

$\omega^{-b}g_{r,e}(\omega)$ .

補題 2.11 より $g_{r,e}(\omega)=\zeta_{e}(\omega, -r)$ が成り立つので, 命題の主張を得る. 口

4.2 $X_{N}$ 上の r進測度

以後 $K$ は 1 の $N$ 乗根を全て含むと仮定する. この節では分解

$\mathrm{M}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{e}(X_{N}, K)=\prod$ M\mbox{\boldmath $\alpha$}追 (Zp’ $K$)
$a\in l/N$

を用いて $X_{N}$ 上の i進測度 \mu N,。を定.Sする. 後半では, この測度をある開集合

$X_{N}^{*}\subset X_{N}$ に制限したもの考える.

定義 4.5. $X_{N}$ 上の r進測度 $\mu_{N,e}$ を 9

$\int_{X_{N}}$ f(x)d\mu N,。(x) $= \sum_{a\epsilon \mathrm{z}/N}\int_{\mathrm{Z}_{\mathrm{p}}}f$ (($a$ ,x))d\mu a(N),。(x)

によって定義する. ただし $(a, x)\in \mathrm{Z}/N\mathrm{x}$ ち $\cong X_{N}$ .

命題 4.6. $\chi:(\mathbb{Z}/Nf)^{*}arrow \mathbb{C}_{p}^{*}$ を Diriddet 指標とする. 測度 $\mu_{N,e}$ は

$\int_{X_{N}}\chi(x)x^{r}d\mu_{N,e}(x)=$ ( $1$ -\chi (c)♂lr)L(\chi , -r) $(r\geq 0)$

をみたす.

Pmof. $\mu_{N,e}$ の定義と (4.3)から

$\int_{X_{N}}$ \chi (x)xrd\mu N,。(x) $= \sum_{\kappa \mathrm{z}/N\mathrm{p}^{n}}\chi(b)\int_{u+ff^{*}\mathrm{Z}_{\mathrm{p}}}$ xrd\mu a(N),。

$= \sum_{k\mathrm{Z}/N\mathrm{p}^{n}}\chi(b)$
(\mbox{\boldmath $\zeta$}区 N’) $(-r)-c^{1+r}\zeta_{k^{-1}(Np)}(-r))$

ただし, 計算の途中に表れる $a,$ $u$ は, $a\equiv b(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} ff^{\iota}),$ $u\equiv b(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} N)$ . 命題の
主張は Dirichlet Lff数と部分ゼータ関数の関係 (2.1) から従う. 口
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次に測度 $\mu_{N,c}$ をある開集合 $X_{N}^{*}\subset X_{N}$ に制限したものを考える. 自然な全射

$\pi$ : $X_{N}arrow \mathbb{Z}_{p}$

に対し, $X_{N}^{*}=\pi^{-1}(\mathbb{Z}_{p}^{*})\subset X_{N}$ とおく. $X_{N}^{*}$ 上の連続関数を 0 でのばすことにょっ
て $X_{N}$ 上の連続関数が定義できる. この写像

$\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}(X_{N}^{*},K)arrow \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}(X_{N}, K)$

はノルムを保つので, 連続である. このことから, 測度の写像 (測度の制限)

Meas($X_{N}$ , K)\rightarrow Me邸 (XN*, $K$)

が誘導される. 測度 $\mu_{N,c}$ を $X_{N}^{*}$ に制限したものを \mu N*,。と記す.

命題 4.7. $\chi$ : $(\mathbb{Z}/Np^{n})^{*}arrow \mathbb{C}_{p}^{*}$ を Dirichlet 指標とする. 整数 $r\geq 0$ に対して,
測度 $\mu_{N,c}$ は

$\int_{X_{\dot{N}}}\chi(x)x^{r}d\mu_{N,c}^{*}(x)=(1-\chi(p)p^{r})(1-\chi(c)c^{1+r})L(\chi, -r)$ .

をみたす.

Pmof. \mu N,。の定義と (4.3)から

$\int_{X_{N}}$. $\chi(x)x^{f}d\mu_{N,e}^{*}(x)=\sum_{b\in \mathrm{Z}/Np^{n},p\mu}\chi(b)\int_{u+\mathrm{p}^{n}\mathrm{Z}_{p}}x^{f}d\mu_{a}(N)$

$= \sum_{b\in \mathrm{Z}/Np^{n},p\beta}\chi(b)(\zeta_{b(Np^{n})}(-r)-c^{1+r}\zeta_{k^{-1}(Np^{n})}(-r))$ .

ただし, 計算の途中に表れる $a,$ $u$ は, $a\equiv b(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p^{n}),$ $u\equiv b(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} N)$. 命題の
主張は Dirichlet $L$H数と部分ゼータ関数の関係 (2.1), 及び

$\sum$ $\chi(b)\zeta_{b(Np^{n})}(s)=(1-\chi(p)p^{-e})L(\chi, s)$

$b\in \mathrm{Z}/Np^{n},p\mu$

から従う (この等式は収束域で調べれば良い). 口
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注意 4.8. $X_{N}^{*}$ 上の測度 $\mu_{N,e}$ は以下の様にも作られる. 1 の $N$ 乗根 $\alpha$ に対して,

4 上の測度 \mu \mbox{\boldmath $\alpha$},。を, $g_{1,e}(t)$ を $T=(\alpha^{-1}t-1)$ で幕級数展開した形式幕級数
$\in \mathbb{Z}_{\mathrm{p}}[\alpha][[T]]$ に対応する ?進測度とする. $g_{1,e}(t)$ は命題 3.13 の条件をみたすので,

\mu 0,。を $\mathrm{Z}_{p}^{*}$ に制限した測度 \mu \mbox{\boldmath $\alpha$}*,。は幕級数
$g_{1,e}^{(\mathrm{p})}(t):=(1-\varphi)$ gL。(t)

に対応する. $a\in \mathrm{Z}/N$ に対して, (4.1) と同様に

$\mu_{a(N),e}^{*}=(1/N)\sum_{\alpha\in\mu N}\alpha^{-a}\mu_{\alpha,e}^{*}$

と置くと,

$\int_{X_{\dot{N}}}f(x)d\mu_{N,e}^{*}(x)=\sum_{a\in \mathrm{Z}/N}\int_{\mathrm{Z}_{\dot{\mathrm{p}}}}f((a,x))d\mu_{a(N),e}^{*}(x)$
(4.4)

をみたす. ただし $(a, x)\in \mathrm{Z}/N\mathrm{x}\mathrm{Z}_{p}^{*}\cong X_{N}^{*}$.

4.3 r進か関数の構成
定義 4.9. $c\geq 2$ と $\psi\in \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}(X_{N}^{*}, K)$ に対して

$L_{p,e}( \psi)=\mu_{N,e}(\psi)=\int_{X_{\dot{N}}}\psi(x)d\mu_{N,e}^{*}(x)$

とおく. 定義から $L_{p,e}$ は Cont $(\mathrm{X}_{N}^{*}, K)$ から $K$ への連続関数である.

Lp,。は結局 \mu Ns,。のことであるが, あえて違う記号を用いたのは, この関数が

?進ポリログと結びつくからである. $\chi$ : $(\mathrm{Z}/Np^{n})^{*}arrow K^{*}$ を $\mathrm{D}\ddot{\mathrm{m}}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{t}$ 指標とす

る. 命題 47 から, Lp,。は指標 $\psi(x)=\chi(x)x^{r}(r\geq 0)$ に対して,

$L_{p,e}(\chi(x)x^{r})=$ ( $1$ -\chi (c)と\acute ) $(1-\chi(p)p^{r})L(\chi, -r)$ (4.5)

をみたすことが分かる.
$\omega$ : $\mathbb{Z}_{p}^{*}arrow\mu_{\triangleright}1$ を Teichm\"uuer 指標とする. 最初に $p>2$ と仮定したので,

$\omega$ は $\omega(a)\equiv a(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p)$. 任意の $a\in \mathrm{Z}_{p}^{*}$ に対して

$\langle a)=\omega(a)^{-1}a$

と置くと, $\langle x\rangle\equiv 1(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p)$ である. $x\in X_{N}$ に対し, $\langle x\rangle=\langle\pi(x)\rangle$ と定義する.
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定義 4.10. *手 $N$ の ?進 Dirichlet $L\ovalbox{\tt\small REJECT}$ 数 $\chi\ovalbox{\tt\small REJECT}$ (Z/Npn)9\rightarrow Klこ対し, r進
L関数を

$L_{p}(\chi, s):=(1-\chi(c)\langle c\rangle^{1-\epsilon})^{-1}L_{p,c}(\chi\omega^{-1}(x)\langle x\rangle^{-\epsilon})$

$=(1- \chi(c)\langle c\rangle^{1-\epsilon})^{-1}\int_{X_{\dot{N}}}\chi\omega^{-1}$ (x) $\langle$x)-8d\mu N*,。
(4.6)

と定義する. ここで $c\geq 2$ は整数, $s$ は $\mathbb{Z}_{p}$ の元で, $\chi(c)=1$ のとき $s\neq 1$ を仮定

$s\mapsto(x\mapsto\langle x\rangle^{-s})$ は $s$ から $\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}(\mathrm{X}_{N}^{*}, K)$ への連続関数なので, $L_{p}(\chi, s)$ も
連続関数である. (4.5) から以下の命題が導がれる.

命題 4.11. $L_{p}(\chi, s)$ は整数 $s=r\leq-1$ に対して

$L_{p}(\chi, r)=(1-\chi\omega^{r-1}(p)p^{-r})L(\chi\omega^{r-1},r)$

をみたす.

以上の命題から, 整数 $s=r\leq-1$ のとき r進 L関数は $c$ の取り方にょらない.
$\mathrm{N}\subset \mathbb{Z}_{p}$ は稠密なので, ?進 L関数は $c$ の取り方にょらないことが証明される.
$c$ をうまく取ることによって, r進 L関数 $L_{p}(\chi, s)$ は $\chi\neq \mathrm{i}\mathrm{d}$ のとき $\mathbb{Z}_{p}$

. 上の関数,
$\chi=\mathrm{i}\mathrm{d}$ のときは $\mathbb{Z}_{p}\backslash \{1\}$ 上の関数と定義される.

r進 L関数は基本的には関数 $L_{p,e}$ にょって与えられてぃる. この関数 Lp,。は指
標 $\psi(x)=\chi(x)x^{r}(r\geq 0)$ で複素 L関数の値と結びっく. 次の章では Lp,。の指標
$\psi(x)=\chi(x)x^{r}(r<0)$ での値を, r進ポリログ関数の特殊値で記述する.

5r進ポリログ関数
?進ポリログ関数は, $\mathrm{P}^{1}\backslash \{0,1, \infty\}$ 上の r進解析関数である. この章では r進ポ
リログ関数の定義と諸性質を述べる.

$A=\mathbb{Z}_{p}[t,$ $\frac{1}{1-t}]$
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とおく. $\hat{A}$ を $A$ の r進完備化

$\hat{A}=$ .
囚 $mA/p^{m}A$

とする. 文献等では $\hat{A}$ を $\mathrm{Z}_{p}\{t, (1-t)^{-1}\}$ 等ど記述する. この環はネーター環の完

備化なのでネーター環である.
この原稿では $\hat{A}$ の元のことを $\mathrm{P}^{1}\backslash \{1, \infty\}$ 上の r進解析関数と呼ぶことにす

る. 実際の用語では $\hat{A}\otimes \mathbb{Q}$ の元を r嬰 d analytic function 等と呼ぶ.

フロベニウス写像 $\varphi$ : $\hat{A}arrow\hat{A}$ を, $\varphi(f(t))=f(t^{p})$ によって定義する.

例 5.1. $\varphi(1-t)=(1-t)^{p}-ph(t),$ $h(t)\in \mathrm{Z}[t]$ である.

$\frac{\varphi(1-t)}{(1-t)^{p}}=1-p\frac{h(t)}{(1-t)^{p}}$

と表されるので, $\log(1-x)=-\sum_{n\geq 1}x^{n}/n$ に習って

$\frac{1}{p}\log(\frac{\varphi(1-t)}{(1-t)^{p}})=-\sum_{n=1}^{\infty}\frac{p^{n-1}h(t)^{n}}{n(1-t)^{\mathrm{p}n}}$ (5.1)

と定義すると, 係数が r進的に 0 に収束することから, 右辺の無限和は $\hat{A}$ で収束す

る. 以後 (5.1) で定義された $\mathrm{P}^{1}\backslash \{1, \infty\}$ 上の r進解析関数を

$( \frac{\varphi}{p}-1)\log(1-t)$

と記す.

5.1 r進ポリログ関数の定義
定義 5.2. 各整数 $j\geq 1$ に対し, r進ポリログ関数 $\overline{\mathrm{L}}\mathrm{i}_{j}^{(p)}(t)$ を

$\tilde{\mathrm{L}}\mathrm{i}_{j}^{(p)}(t)$

$= \sum_{(n,p)=1}\frac{t^{n}}{1\dot{\nu}}$

$\in \mathrm{Z}_{p}[[t]]$ (5.2)

と定義する.
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の幕級数は $\mathbb{C}_{p}$ の 位円盤 $\{x\mathrm{C}\mathrm{q}\ovalbox{\tt\small REJECT} x|<1\}$ で収束する. 以下では $\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{a}’(t)$

が $\mathbb{P}^{1}\backslash \{1, \mathrm{o}\mathrm{o}\}$ 上の P進解析関数に延びること, すなゎち ?進的に解析接続 れる
ことを示す. まず準備を始める. 整数 $m\ovalbox{\tt\small REJECT} 1$ に対し,

$h(t)= \frac{1}{p}((1-t)^{p^{m}}-(1-t^{p^{m}}))\in \mathbb{Z}[t]$

と置くと,

$\frac{1}{1-t^{p^{m}}}=\frac{1}{(1-t)^{p^{m}}-ph(t)}=\frac{1}{(1-t)^{p^{m}}}\sum_{n\geq 1}\frac{p^{n}h(t)^{n}}{(1-t)^{np^{m}}}$.

係数が r進的}$\llcorner-$ 0 に収束することがら, 右の無限和は $\hat{A}$ で収束する. すなゎち,
$(1-t^{p^{m}})^{-1}\in\hat{A}$ である. $\mathrm{P}^{1}\backslash \{1, \infty\}$ 上の r進解析関数 $\mathrm{L}\mathrm{i}_{j,m}^{(p)}(t)$ を

$\mathrm{L}\mathrm{i}_{j,m}^{(p)}(t)=\frac{1}{1-t^{p^{m}}}p^{m}-1\sum\frac{t^{n}}{n^{j}}\in\wedge$

$n=1,p\psi$

と定義する.

補題 5.3. 整数 $m’\geq m\geq 1$ に対し

$\mathrm{L}\mathrm{i}_{j,m}^{(p)},(t)\equiv \mathrm{L}\mathrm{i}_{j,m}^{(p)}(t)$
$(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p^{m})$ . (5.3)

Pmof. 等式

$p^{m’}-1 \sum\frac{t^{n}}{n^{j}}\equiv\frac{1-t^{p^{m’}}}{1-t^{p^{m}}}p^{m}-1\sum\frac{t^{n}}{n^{j}}$

$(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p^{m})$

$n=1,p\mu$ $n=1,p\psi$

から従う.
口

$\hat{A}/p^{m}\hat{A}=A/p^{m}A$ に注意すると, (5.3) がら

$\{\mathrm{L}\mathrm{i}_{j,m}^{(p)}(t)\}_{m\geq 1}\in\hat{A}=.\Phi^{\hat{A}}m/p^{m}\hat{A}$

となることが分かる. この元を $\mathrm{L}\mathrm{i}_{j}^{(p)}(t)$ ど記述する. 別な言い方をすれば,

$\mathrm{L}\mathrm{i}_{j}^{(p)}(t)$
$=1\dot{[perp]}\mathfrak{B}m\mathrm{L}\mathrm{i}_{j,m}^{(p)}(t)$ . (5.4)

ただし極限が収束することは $\hat{A}$ の完備性と, (5.3) より $\{\mathrm{L}\mathrm{i}_{j,m}^{(p)}(t)\}_{m\geq 1}$ がコーシー
列を成すことから導がれる.
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命題 5.4. (5.4) で定義した $\mathrm{P}^{1}\backslash \{1, \infty\}$ 上の $p$-進解析関数 $\mathrm{L}\mathrm{i}_{j}^{(p)}(t)$ を $t$ に関して

幕級数展開すると

$\mathrm{L}\mathrm{i}_{j}^{\mathrm{C}p)}(t)=\sum_{(n,p)=1}\frac{f}{r\dot{\mathrm{P}}}$

$\in$ ち $[[t]]$ . (5.5)

すなわち, $\mathrm{L}\mathrm{i}_{j}^{(p)}(t)$ は (5.2) で定義した $p$-進ポリログ関数 $\tilde{\mathrm{L}}\mathrm{i}_{j}^{(p)}(t)$ の拡張である.

$Pmf$. $\mathrm{Z}_{p}[[t]]$ は $\hat{A}$ を $t$ て完備化したものである. $t$ に関する幕級数展開とは, 自

然な単射 $\hat{A}arrow \mathrm{Z}_{p}[[t]]$ のことである. 定義から $\mathrm{Z}_{p}[[t]]$ の中で

$\mathrm{L}\mathrm{i}_{j,m}^{(p)}(t)\equiv\tilde{\mathrm{L}}\mathrm{i}_{j}^{(p)}(t)$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p^{m})$ .

ゆえに $m$ を無限大に飛ばすと $\mathrm{L}\mathrm{i}_{j,m}^{(\mathrm{p})}(t)$ は $\tilde{\mathrm{L}}\mathrm{i}_{j}^{(p)}(t)$ に収束する. 口

以後 $\mathrm{L}\mathrm{i}_{j}^{(p)}(t)$ を r進ポリログ関数と呼ぶことにする.

5.2 r進ポリログ関数の特徴付け
$B=A[1/t]$ と置き, $\hat{B}=.\omega_{m}B/p^{m}B$ と置く. $\hat{B}$ の元を $\mathrm{P}^{1}\backslash \{0,1, \infty\}$ 上の

?進解析関数と呼ぶ. 自然な単射 $A\subset B$ は自然な単射 $\hat{A}\subset\hat{B}$ を誘導する.
$t$ に関する微分 d/漬 : $Barrow B$ は自然に $\hat{B}$ の連続な微分作用素に拡張される.

命題 5.5. p-進ポリログ関数は微分方程式

$\mathrm{L}\mathrm{i}_{1}^{(p)}(t)=(\begin{array}{ll}e -1p \end{array})\log(1-t)$ ,
(5.6)

$t \frac{d}{dt}\mathrm{L}\mathrm{i}_{j+1}^{(p)}(t)=\mathrm{L}\mathrm{i}_{j}^{(p)}(t)$ $(j\geq 1)$

をみたす. また, $p$-進ポリログ関数は $\mathrm{P}^{1}\backslash \{0,1, \infty\}$ 上の $p$-進解析関数として, 上

の微分方程式によって特徴付けられる.

Pmof. $t$ $\mathrm{Z}_{p}[[t]]$ を定義する. この射は $d/dt$ による

作用ど可換であるため, r進ポリログ関数が微分方程式をみたすことを示すためには,
$t$ で幕級数展開したものが上の微分方程式をみたすことを示せば十分である. これは

(5.5) の幕級数展開から直ちに従う.
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r進ポリログ関数が (56)にょって特徴付けられること 詞$\mathrm{o}\mathrm{g}$

$t\not\in\ovalbox{\tt\small REJECT}$ から従う.
すなわち, 各整数 $j\ovalbox{\tt\small REJECT} 1$ に対して $\ovalbox{\tt\small REJECT}(t)arrow\ovalbox{\tt\small REJECT}$ が存在して,

$f_{1}(t)=\mathrm{L}\mathrm{i}_{1}^{(p)}(t)$ , $t \frac{d}{dt}f_{j+1}(t)=f_{j}(t)$ $(j\geq 1)$

をみたすど仮定する. 次に, ある整数 $j\geq 1$ に対して, $4=\mathrm{L}\mathrm{i}_{j}^{(p)}(t)$ が成り立っと
仮定する. このとき,

$\frac{d}{dt}(f_{j+1}(t)-\mathrm{L}\mathrm{i}_{j+1}^{(p)}(t))=0$

が成り立ち, $\hat{B}$ の元で微分して 0 となるのは定数に限られるため,

$f_{j+1}(t)=\mathrm{L}\mathrm{i}_{j+1}^{(p)}(t)+a$ $(a\in \mathbb{Z}_{p})$

を得る. これから

$\frac{d}{dt}(f_{j+2}(t)-\mathrm{L}\mathrm{i}_{j+2}^{(p)}(t))=\frac{1}{t}(f_{j+1}(t)-\mathrm{L}\mathrm{i}_{j+1}^{(p)}(t))=\frac{a}{t}$ .

特に $a/t$ が $\hat{B}$ で積分可能であることが導がれる. $\log t\not\in\hat{B}$ から $a/t$ が $\hat{B}$ の中で
積分可能となるためには $a=0$ でなければならない. ゆえに $f_{j+1}(t)=\mathrm{L}\mathrm{i}_{j+1}^{(p)}(t)$ が
導かれ, 帰納法から命題を得る. 口

注意 5.6.1. Beih.nson-Deligne にょって定義された motivic なポリログ層 [Be]
の r進実現である r進ポリログ層を具体的に記述する問題は, 最終的には
(5.6) の微分方程式をみたす $\mathrm{P}^{1}\backslash \{0,1, \infty\}$ 上の r進解析関数を探す問題に
帰着される ([Banl]). (5.6) の微分方程式はこの理由で重要である.

2. 命題 55 は, (5.6) の微分方程式をみたす $\mathrm{P}^{1}\backslash \{0,1, \infty\}$ 上の r進解析関数
が結果的には $\mathrm{P}^{1}\backslash \{1, \infty\}$ 上の r進解析関数に延びることを主張してぃる.

5.3 $\mathrm{L}\mathrm{i}_{j,c}^{(p)}(t)$

$c\geq 2$ を整数とする. この節では, 前節で定義したポリログ関数を $c$ で変型した関数
$\mathrm{L}\mathrm{i}_{j,e}^{(p)}(t)$ を考える. 基本的には

$\mathrm{L}\mathrm{i}_{j,c}^{(p)}(t)=\mathrm{L}\mathrm{i}_{j}^{(p)}(t)-c^{1-j}\mathrm{L}\mathrm{i}_{j}^{(p)}(t^{e})$
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となる様な関数であるが, 右辺が実際に r進解析関数となることを示す必要がある.

ん $=\mathrm{Z}_{p}[t,$ $\frac{1-t}{1-t^{e}}]$

と置き, $\hat{A}_{e}$ をんの完備化 $\hat{A}_{e}=.\Phi$
。

$A_{e}/p^{m}A_{e}$ とする. $\mathrm{L}\mathrm{i}_{j,e}^{(p)}(t)$ は ?進ポリロ
グ関数と同様に構成しても良いが, この節では別な構成を与える.

補題 5.7. $f(t)= \sum_{n\geq 0}a_{n}t^{n}\in \mathbb{Z}_{p}[[t]]$ に対して $a_{n}=0(n,p)\neq 1$ なら $\mathrm{F}\mathrm{f}$,

$(t \frac{d}{dt})^{p^{n}(\mathrm{p}-1)}.f(t)\equiv f(t)$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p^{m})$.

Proof. 任意の整数 $m,$ $n\geq 1,$ $(n,p)=1$ に対して $n^{\mathrm{P}^{\hslash}\mathrm{C}\mathrm{p}-1)}\equiv 1(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p^{m})$ から

従う. 口

関数 $g_{1,e}(t)$ を

$g_{1,e}(t)= \frac{t}{1-t}-\frac{d^{e}}{1-f}$

$= \frac{t+2t^{2}+\cdots+(c-1)f^{-1}}{1+t+t^{2}+\cdots+f^{-1}}\in \mathrm{Z}_{p}[t,$ $\frac{1-t}{1-f}]$

を再び考える.

$g_{1,e}^{(p)}(t)=(1-\varphi)g_{1,e}(t)$

と定義すると, $t$ 上の補題の条件を満たすことに注意する.

定義 5.8. r進ポリログ関数 $\mathrm{L}\mathrm{i}_{j,e}^{(p)}(t)$ を

$\mathrm{L}\mathrm{i}_{j,e}^{(p)}(t)=\lim_{marrow\infty}(t\frac{d}{dt})^{p^{\mathrm{n}*}(p-1)-j}g_{1,e}^{(p)}(t)\in\hat{A}_{e}$

と定義する. 右辺の極限は前補題から収束することが分かり, $\hat{A}_{e}$ が r進完備である
ことから実際んの元を定義することが導かれる.
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命題 5.9. 1. $\mathrm{L}\mathrm{i}_{j,e}^{(p)}(t)$ は $t$ で幕級数展開すると,

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{(t)=\sum_{n\geq 1,(n,p)=1}}(\frac{t^{n}}{n^{j}}-c^{1-j}\frac{t^{ne}}{n^{j}})$

となる. 特に, $\mathrm{L}\mathrm{i}_{j,e}^{(p)}(t)=\mathrm{L}\mathrm{i}_{j}^{(p)}(t)-c^{1-j}\mathrm{L}\mathrm{i}_{j}^{(p)}(t^{e})$ が成り立っ.

2. p\tilde 進ポリログ関数 $\mathrm{I}\mathrm{a}_{j,c}^{(p)}(t)$ は微分方程式

$\mathrm{L}\mathrm{i}_{1,e}^{(p)}(t)=\mathrm{L}\mathrm{i}_{1}^{(p)}(t)-\mathrm{L}\mathrm{i}_{1}^{(p)}(t^{c})$

$t \frac{d}{dt}\mathrm{L}\mathrm{i}_{j+1,c}^{(p)}(t)=\mathrm{L}\mathrm{i}_{j,c}^{(p)}(t)$ $(j\geq 1)$

(5.7)

をみたす.

Pmof. 1. $g_{1,e}(t)$ の幕級数展開が

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{(t)=\sum_{n\geq 1,(n,p)=1}}(\frac{t^{n}}{7\dot{\nu}}-c^{1-j}\frac{t^{\mathrm{n}e}}{n^{j}})$

であることから従う.

2. 幕級数展開から従う.

口

5.4 r進 L-関数の特殊値との関係
この節では Coleman の定理の証明を与える. $K$ は 1 の N-乗根を全て含むと仮定す
る.

定理 5,10(Coleman). 指標 $\psi(x)=\chi(x)x^{r}(r<0)$ に対して,

$L_{p}( \chi(x)x^{f})=(1-\chi(c)c^{r+1})^{-1}\sum_{b\in \mathrm{Z}/Np^{n}}\chi(b)\sum_{\omega\in\mu Np^{n}}\alpha^{-b}\mathrm{L}\mathrm{i}_{-r,c}^{(p)}(\omega)$

をみたす. ただし $c\geq 2$ は $\chi(c)\neq-c$ となる整数.
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Pmof. r進 L関数の定義により,

$L_{p}( \chi(x)x^{r})=(1-\chi(c)\mathcal{E}^{+1})^{-1}\int_{X_{\dot{N}}}\chi(x)x^{r}d\mu_{N,e}(x)$ .

右辺の積分の定義から,

$\int_{X_{\dot{N}}}$ \chi (x)xrd\mu N,。(x) $=$ $\sum$ $\chi(b)\int_{u+\mathrm{p}^{n}\mathrm{Z}_{\mathrm{p}}}$ xrd\mu 。(N),。(x)
$b\in \mathrm{Z}/NF^{*},p\beta$

$= \sum_{\mathrm{k}\mathrm{Z}/Nfl,p\beta}\chi(b)\int_{\mathrm{u}+ff^{*}\mathrm{Z}_{\mathrm{p}}}x^{r}d\mu_{a(N),e}^{*}(x)$ .

ただし, ここで $u\equiv b(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} ff^{\iota}),$ $a\equiv b(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} N)$ . 定義から, 最後の和の積分は

$\int_{u+r\mathrm{z}_{\mathrm{p}}}$ xrd\mu \mbox{\boldmath $\alpha$}*(N),。(x) $= \sum_{\alpha\in\mu N}\alpha^{-a}\int_{u+p\mathrm{Z}_{\mathrm{p}}}$ x7d\mu \mbox{\boldmath $\alpha$}*,。(x)

$=. \sum_{\alpha\in\mu N}\sum_{\epsilon\in\mu_{\mathrm{p}}n}\alpha^{-a}\epsilon^{-\mathrm{u}}l_{\dot{\mathrm{p}}}^{1x^{r}d\mu_{a.e}(x)}$ .

$\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}(\mathrm{Z}_{p}^{*}, K)$ の中で, $\cdot\oplus mx^{p^{m}(\mathrm{p}-1)+r}arrow x^{r}$ となるので, (3.11) と注意 48 から
結局最後の積分は

$\int_{\mathrm{Z}_{\dot{\mathrm{p}}}}\epsilon^{x}x^{r}d\mu_{\alpha,e}^{*}(x)=\lim_{marrow\infty}\int_{\mathrm{Z}_{\dot{\mathrm{p}}}}\epsilon^{x}x^{\mathrm{r}^{m}\mathrm{C}\mathrm{r}-1)+r}d\mu_{\alpha,e}^{*}(x)$

$= \lim_{marrow\infty}(ta\frac{d}{e})^{p^{n}(\mathrm{p}-1)+r}g_{1,e}^{(p)}(t)|_{t=\alpha\epsilon}$

$=\mathrm{L}\mathrm{i}_{r,e}^{(p)}(\alpha\epsilon)$.

口
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