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1. L\"owner-fleinz の不等式とその一証明
$A,$ $B\in B(H)$ を Hilbert空間 $H$上の (有界線形) 作用素とする. L\={o}wner-

Hein2 の不等式は
(LH) $0\leq A\leq B$ ならば $A^{\mathrm{p}}\leq B^{p}$ $\forall p\in[0,1]$

というものであり, この拡張としての Furuta不等式 (例えば [8]) はよく知
られている. 本講演では, これの作用素平均 (operator mean) を用いた一
証明及ひ, これに関連した事柄について 2, 3述べたい.
さて (LH) の証明であるが茄 wner [14], Heinz [10] 以来多くの証明が示
されているが特に有名なものとして

$\bullet \mathrm{P}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n}[17]$ の証明– がある. これは spectral radius $r(\cdot)$ を用いる
方法で これの次の性質{?}

(i) $r(AB)=r(BA)$
(\"u) $r(A)\leq||A||$ , 特に $A=A^{*}$ ならば $r(A)=||A||$

を使うものである. 彼の証明は実質的には, $p=1/2$ の場合を示したもの{?}

(LH2) $0\leq A\leq B$ ならば $A^{1/2}\leq B^{1/2}$

の証明である. つまり

$(\mathrm{L}\mathrm{H})\Leftrightarrow(\mathrm{L}\mathrm{H}2)$ (同等の命題)

ということである. (LH2) を繰り返し用いて

$p=k/2^{n},$ $n=1,2,$ $\ldots,$ $k=1,$ $\ldots,2^{n}-1$

に対して (LH) が威り立つことを示し, さらに $p\mapsto A^{p}-B^{\mathrm{p}}$ のノルム連
続性を用いて,すべての $p\in[0,1]$ について (LH) が成り立っことを示すこ
とになる. (LH2) $\Rightarrow(\mathrm{L}\mathrm{H})$ のこの手法は [I1]([7], [15], [18], etc.) などに
述ぺられているものである. なお, Furuta text book [9] によれば, 次もい
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$(\mathrm{L}\mathrm{H}2)\Leftrightarrow||A^{1/2}B^{1/2}||\leq||AB||^{1/2}$ for $A,$ $B\geq 0$ .
(LH) のいま一つの証明として注目されるものとして

$\bullet \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{o}$ の幾何平均 (geometric mean) を用いる証明 – がある. Ando
lecture note [1] では $A,$ $B\geq 0$ に対してこれの幾何平均 $A\# B$ は次のよう
に定義される:

$A \# B=\max\{X\geq 0;\{\begin{array}{ll}A XX B\end{array}\} \geq 0\}$ .

このとき

(1) $A\# B=A^{1/2}(A^{-1/2}BA^{-1/2})^{1/2}A^{1/2}$ ($A$ が可逆のとき)
(2) $A\leq B,$ $C\leq D$ のとき $A\# C\leq B\# D$ (単調性)

がいえて, これから (LH2), (LH) は得られるというものである.
ここでは, 作用素平均を用いるいま一つ別の証明を示したい. その前に

よく知られた次の定義を記す
算術平均 (arithmetic mean)

$A \nabla B=\frac{1}{2}(A+B)$

調和平均 (harmonic mean)

$A$ ! $B= \{\frac{1}{2}(A^{-1}+B^{-1})\}^{-1}(=2A(A+B)^{-1}B)$

($A,$ $B$ の少なくとも一方が可逆であればよい)

一般には $A$ ! $B$ は s-lim(A+\epsilon ) ! $(B+\epsilon)$ (強作用素収束) として定義
される.
このとき $\nabla$ , ! の単調性や不等式� $\geq!$ などは簡単な計算でわかる:
(3) $A\leq B,$ $C\leq D$ ならば $A\nabla C\leq B\nabla D,$ $A$ ! $C\leq B$ ! $D$

(4) $A\nabla B\geq A$ ! $B$

J. I. Fujii [5], [6] で作用素の算術調和平均が導入された. そこでこれを
用いる手法, つまり
●算術調和平均を用いる証明– を示したい. $A\geq 0$ に対して,

$A_{1}=1,$ $B_{1}=A$ ,
An+l=An\nabla B。’ $B_{n+1}=A_{n}$ ! $B_{n}(n\geq 1)$

とおく. 各 $n$ に対して $A\text{。}Bn=B_{n}A_{n}$ , また (3), (4) から
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$A\text{、}Bn=A_{n-1}B_{n-1}=\cdots=A_{1}B_{1}=A$,
$A_{2}\geq\cdots\geq A_{n}\geq B_{n}\geq\cdots\geq B_{2}$ ,

$A_{\iota+1},-B_{n+1}\leq 1/2(A_{\mathrm{n}}-B,,)\leq 1/2^{n-1}(A_{2}-B_{2})$ .
したがって $\{A_{n}\}$ , $\{B_{n}\}(n\geq 2)$ は同一の極限に強作用素収束する.

$A_{n}B_{n}=A$ から,極限は $A^{1/2}$ , つまり

$s-\mathrm{J}\mathrm{i}\mathrm{m}n$ $A\text{、}=s-\mathrm{J}\mathrm{i}\mathrm{m}B_{n}=A^{1/2}n$ .
同様に $B(\geq A)$ に対して

$A_{1}’=1,$ $B_{1}’=B$ ,
$A_{n+1}’=A_{n}’\nabla B_{||}’,$ $B_{n+1}’=A_{n}’$ ! $B_{n}’(n\geq 1)$

とおく. すると先と同様に

$s- \lim_{narrow\infty}A_{n}’=s-\lim_{narrow\infty}B_{n}’=B^{1/2}$.
ところが (3) から各 $n\geq 1$ に対し

$A_{\mathrm{n}}\leq A_{n}’,$ $B_{n}\leq B_{n}’$

がいえて , これの極限として

$A^{1/2}\leq B^{1/2}$

を得る.
要するに (LH) の証明のために (LH2) の一証明を示したということであ
る. この算術調和平均による証明は極めて簡単な作用素平均不等式を用
いるものであり, また, これは作用素の平方根 (square root) の

(I) 存在性 (existence)
(2) 単調性 (monotonicity)
を同時に示すものとなっている. さらに単調性を用いて, 実は一意性も示
すことができる. 実際,上記のように得られる作用素を $A^{1/2},$ $B^{1/2}$ のかわ
りにそれぞれ $X_{A},$ $X_{B}$ と書くと,
(i) $A\leq B$ ならば $X_{A}\leq X_{B}$ (単調性)
(ii) $X_{A}\in\{A\}^{n}$ (X。は $A$ と可換な作用素と可換)
(iii) $\mathrm{Y}\geq 0,$ $\mathrm{Y}^{2}=A$ ならば $\mathrm{Y}\in\{A\}’$ , つまり $\mathrm{Y}X_{A}=X_{A}\mathrm{Y}$

(iv) $A$ が可逆ならば $X_{A}=\mathrm{Y}$ , つまり $A$の平方根は一意的
などがいえ, これから一般の $A\geq 0$ に対しても平方根の一意性を示すこ
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$\ p_{1}^{\mathrm{Y}}- \mathrm{c}’ \mathrm{g}$ .
先の (LH) の証明を, (LH2) を繰り返し用いて $p=k/2^{n}$ の指数 $p$ につい

て示す方法とは別に、直接 $p=k/n$ の形の指数 $p$ について証明すること

もできる. それは $n$ 次の基本対称式 (elementary symmetric function), つ
まり

$e_{n,0}=1,$
$e_{n,k}=e_{n,k}(x_{1}, \ldots,x_{n})\backslash =\sum_{1<:_{1}<\ldots<:_{k}\leq n}x_{i_{1}}\cdots x_{i_{k}}$

$(k^{-}=\mathrm{I}, \ldots,n)$ ,

を用いるものである. これの商を順次

$q_{n,k}(x_{1,.\prime}.,x_{n})= \frac{e_{n,k}/{}_{n}C_{k}}{e_{n,k-1}/_{n}C_{k-1}}(k=1, \ldots, n)$

と定める. 例えば $n=3$ として, $x_{1}$ , $x_{2},$ $x_{3}$ を作用素 1, 1, $A$ と置き変えて

$A_{1}=q_{3,1}(1, \mathrm{I},A),$ $B_{1}=q_{3,2}(1,1,A),$ $C_{1}=q_{3,3},(1,1,A)$ ,
$A_{m+1}=q_{3,1}(A_{m}, B_{m},C_{m}),$ $B_{m+1}=q_{3,2}(A_{m}, B_{m},C_{m})$ ,

$C_{m+1}=q_{3,3}(A_{m}, B_{m},C_{m})$ $(m\geq 1)$

とおけば, いわば 3個の作用素についての算術調和平均として $\{A_{m}\},$ $\{B_{m}\}$ ,
$\{C_{m}\}$ ができ, これが同一の極限 $A^{1/3}$ に強作用素収束する. さらにこのと
き $q_{3,k}$ の単調性を用いて, これから $A\leq B$ から $A^{1/3}\leq B^{1/3}$ を示すことも

できる. [2] では可換性を仮定しない一般の場合について基本対称式の商
が論じられている.

2. KubO-Ando理論と作用素平均の混成
前章に述べたことに関し, KubO-Ando [13] の作用素平均の理論につい

て 2, 3 附言したい. 2項演算

$\sigma:(A, B)\in B(H)_{+}\mathrm{x}B(H)_{+}\ovalbox{\tt\small REJECT}\mapsto A\sigma B\in B(H)_{+}$

が次の $(\mathrm{i})-(\mathrm{i}\mathrm{v})$ を満たすとき,作用素平均と呼ばれる.
(i) $A\leq B,$ $C\leq D$ ならば $A\sigma C\leq B\sigma D$

(ii) $C(A\sigma B)C\leq CAC\sigma CBC$

(iii) $A_{n}\downarrow A$ , $B\text{。}$ \downarrow B ならば An\sigma B。 $\downarrow A\sigma B$ (強作用素収束)
(iv) $I\sigma I=I$
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作用素平均 $\sigma$ [こ対して, $f(x)=\hat{\sigma}(x)=1\sigma x(=I\sigma xI)$ [こよって $f(x)$

を定義すると, Dま $[0, \infty)$ 上の非負作用素単調関数 (operator monotone
function), つまり $A\leq B$ ならば $f(A)\leq f(B)$ なる関数となり, 対応 :
$\sigma\ovalbox{\tt\small REJECT}\mapsto\nu f=\hat{\sigma}\}$ま作用素平均の全体から $f(1)=1$ となる非負作用素単調関数
全体への 1 対 1 対応を与えることが知られている. (この $f$ 1ま $\sigma$ の表現関
数 (representing funcfion) と呼ばれている.) 作用素平均 $\sigma$ に対して,

転置 (transpose) $\sigma’$ : $A\sigma’B=B\sigma A$

$\sigma=\sigma’$ のとき,$\sigma$ は対称 (symmetric).
随伴 (adjoint) $\sigma^{*}:$ $A\sigma^{*}B=(A^{-1}\sigma B^{-1})^{-1}$ ($A,$ $B$ は可逆として)
双対 (dual) $\sigma^{[perp]}:$ $\sigma^{[perp]}=(d)$ .

が定義され各々がまた作用素平均となる.
3つの平均 $\sigma,$ $\tau,$ $\rho$ について, $(\sigma)\tau(\rho)$ が

$A(\sigma)\tau(\rho)B=(A\sigma B)\tau(A\rho B)$

によって定義される.
ところで先の J. I. Ehj\"uの算術調和平均の手法に戻り, 出発点を (少し

一般化して)

$A_{1}=A\nabla B,$ $B_{1}=A$ ! $B$

とし, 順次

An+l=An\nabla B、’ Bn+l=A、! $B_{n}(n\geq 1)$

とおく. このとき, 丸 $=A\sigma_{n}B,$ $B_{n}=A\tau_{n}B$ とかくと, 上記の関係は

$\sigma_{1}=\nabla,$ $\tau_{1}=!$ ,
$\sigma_{n+1}=(\sigma_{n})\nabla(\tau_{n}),$ $\tau_{n+1}=(\sigma_{n})$ ! $(\tau_{n})$ $(n\geq 1)$

と表される. そしてこのとき,

$s-\cdot \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}A_{n}=s-\mathrm{J}\mathrm{i}\mathrm{m}B_{n}=A\# Bnarrow\infty n$

が威り立つことが知られており, このことは

$A(\nabla \mathrm{x} ! )B=A\# B$

あるいは
$(*)$ $\nabla \mathrm{x}$ ! $=\#$

と記されている. もっと一般には, 2つの作用素平均に対して $\sigma \mathrm{x}\tau$が定義
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され, これは $\sigma$ と $\tau$ の混威 (composition) と呼ぱれている. ただし, $\sigma,$ $\tau$ の

少なくとも一方が trivialでないとの仮定がいる. $(A\ovalbox{\tt\small REJECT} B\ovalbox{\tt\small REJECT} A,$ $A\downarrow B\ovalbox{\tt\small REJECT} B$

で定義される $\omega_{1},$ $\omega_{7}$ は trivial と呼ばれる.)
ここで作用素平均の混威について 23 の事柄を記す.’ $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

命題 2.1(cf. [13]) $\sigma$ と $\tau$ の少なくとも一方が trivial でないとき, 次が或
り立つ.

$(.\mathrm{I})\sigma=\sigma’,\tau=d$ ならば $\sigma \mathrm{x}\tau=\tau \mathrm{x}\sigma$

(2) $(\sigma \mathrm{x}\tau)’=\tau’\mathrm{x}\sigma’$

(3) $(\sigma \mathrm{x}\tau)^{*}=\sigma^{*}\mathrm{x}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

(4) $(\sigma \mathrm{x}\tau)^{[perp]}=\tau^{[perp]}\mathrm{x}\sigma^{[perp]}$

実は�� $=!$ であり, これから $(*)$ は� $\mathrm{x}$ �� $=\#$ を意味する. より一
般的なこととして次が知られている.

定理 2.2 (cf. [13]) $\sigma$ が trivialでないとき

$\sigma \mathrm{x}\sigma^{[perp]}=\#$

作用素平均の混威の例として, 次はよく知られているものである.

定理 2.3 $(\mathrm{e}\mathrm{g}, [16])$

$\nabla\cross\#=\gamma$ (Gauss $\text{平}\infty,$).
$\hat{\gamma}(x)=1\gamma x=\{\frac{1}{2\pi}\int_{0}^{2\pi}(\cos^{2}\theta+x^{2}\sin 2\theta)^{-\frac{1}{2}}d\theta\}^{-1}’$ .

命題 2.1 を用いると次の事がわかる.

系 2.4 ! $\mathrm{x}\#=\gamma^{[perp]}$

作用素平均の混或の変形とも考えられる次のものがある.

$A_{1}=A\sigma B,$ $B_{1}=A_{1}\tau B$

$\dot{u.}$ .

$A\text{、}+\mathrm{l}=$丸 $\sigma B_{n}$ , $B\text{。}+\mathrm{l}=A_{n+1}\tau B_{n}(n\geq 1)$

あるいはこれを

$\sigma_{1}=\sigma,$ $\tau_{1}=(\sigma_{1})\tau(\omega_{r})$

$\sigma_{n+1}=(\sigma_{n})\tau(\tau_{n}),$ $\tau_{n+1}=(\sigma_{n+1})\tau(\tau_{n})(n\geq 1)$
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& \mbox{\boldmath $\tau$}=k $\mathrm{b}T\xi$. $\sim-\sigma$) $\mathrm{g}\mathrm{g}\mathrm{t},$ $\mathrm{r}_{\mathrm{I}}\mathfrak{B}\emptyset \mathrm{R}\# k\mathrm{p}\mathrm{R}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\mathrm{I}^{\vee}$.
$(X$ :=$)$w-m家 $A\text{、}=\mathrm{w}-\mathrm{l}\mathrm{m}$ B。

が戒り立つことが知られている. ただし, $\sigma$ と $\tau$の少なくとも一方が trivial
でないとする. なお, このときの収束は弱作用素収束である. いまこの極
限を

$A(\sigma\tilde{\mathrm{x}}\tau)B$

と記すことにする. これはやはり一つの作用素平均であり, 次屋ことがい
える:

命題 2.5 $\sigma$ と $\tau$ の少なくとも一つは trivialでないとき
(1) $\sigma\tilde{\mathrm{x}}\tau=\sigma \mathrm{x}\rho,$ $\rho=(\sigma)\tau(\omega_{f})$

(2) $(\sigma\tilde{\mathrm{x}}\tau)^{*}=\sigma^{*}\tilde{\mathrm{x}}\tau$’

これに関して次が知られている.

命題 2.6 (cf. [12])

$1(\nabla\tilde{\mathrm{x}}\#)x=\{$

$(x>\mathrm{I})$

1 $(x=1)$

$\sqrt{1-x^{2}}$

$\log\frac{1+\sqrt{1-x^{2}}}{x}$

$(0<x<1)$

上記を少し書き換えた次がいえる.

系 2.7

(1)
$x(\#)(\nabla\tilde{\cross}\#)(\nabla)y=\pi-4\tan^{-1}\sqrt{\frac{y}{x}}$

$(x, y>0, x\neq y)$
$x-y$

(2) $x(\nabla)(\nabla\tilde{\mathrm{x}}\#)(\#)y$
$= \frac{x-y}{\log x-1\mathrm{o}\mathrm{g}y}$ $(x, y>0, x\neq y)$
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� $\tilde{\mathrm{x}}$ ! については次が得られる.

命題 2.8

$1( \nabla\tilde{\mathrm{x}} ! )x=\frac{1+x}{2}$ . $(x>0)$ .

略証: $a_{1}=1,$ $b_{1}=x,$ $a_{n+1}=a_{n}\nabla b_{n},$ $b_{n+1}=a_{n+1}$ ! $b_{n},$
$r_{n}= \frac{a}{b}\mathrm{A}n$ , $\rho_{n+1}=$

$\underline{a}_{n\lrcorner\underline{1},a_{\mathfrak{n}}}$ とおくと, $r_{n+1}= \frac{a_{\hslash}}{b_{n}}\pm_{\frac{1}{1}}+=r_{n}/4+3/4(n\geq 1)$ を得て, これから $(n\geq 1$

のとき)

$r_{n+1}=1+( \frac{1}{4})^{l\iota}(r_{1}-1),$
$\rho_{n+1}=\frac{1}{2}(1+\frac{1}{r_{n}})=\frac{2}{1+(\frac{1}{4})^{n-1}\prime(r_{1}-1)}$ .

$1+( \frac{1}{4})^{n-1}$ .撃

さら}こ, $a_{n+1}= \rho_{n+1}\ldots\rho_{2}\cdot a_{1},1(\nabla\tilde{\mathrm{x}} ! )x=\lim_{narrow\infty}a_{n}$ を用\mbox{\boldmath $\nu$}‘て, 求める
関係式を得る。
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