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荷電粒子の力学

一様磁場中の荷電粒子の力学は並進不変か ? という問題を考える. 答えは, ユーク $|$) ッド空間
上であれば, 磁場中荷電粒子の力学は並進不変であり, 可積分であるが, \vdash ラス上では, そのカ

学は並進不変ではなく, 可積分でもない. っまり, 系の局所的な構造はまったく同じであるにも
かかわらず, 下にある多様体のトボロジーの影響だけで, 力学系の性質が大きく変ゎってしまう.
量子力学系ではこの違いはもっと顕著で, 磁場中荷電粒子の量子 fJ学は, ユークリッド空間上で
は連続並進対称性を持っが, \vdash ラス上では離散並進対称性しか持たない. っまり, トポロジー

に起因して, ある種の対称性の破れが起きる.

最近, 2次元量子ホール系や酸化物超伝導体において, 密度波が凝縮して並進対称性を破るスト
ライプ状態が観測されている. また, 素粒子物理の模型としてコンパクト時空における対称性の
破れが議論されている. っまり空間の対称性と力学の関係が, 新たな物理の可能性を見出す機会
となっている. ここでは, ユークリッド空間上あるいは \vdash ラス上の荷電粒子の運動につぃて, 古

典力学と量子力学の両面から T寧に分析する. とくにトポロジーとゲージ場, 対称性, 保存量の
関係を探る.

まずニュートンカ学の視点から考察を始める. 3次元空間磁場中の荷電粒子の運動方程式はロー
レンツカ

$m \frac{dv}{dt}=ev\mathrm{x}B$ (1)

で与えられる. $m$ は粒子の質量, $e$ は電荷, $v$ は速度であることはいいだろう. 磁場 $B$ が一定な

らば, 荷電粒子は, いわゆるサイクロトロン運動を行い, らせん軌道を描く. このとき, 次の保

存量が存在する :

$E$ $=$ -21。v2(2)
$p$ $=$ mv-er $\cross B$ (3)

$Q$ $=$ $mv\cdot B=p\cdot B$ (4)

$J$ $=$ ($m\mathrm{r}\mathrm{x}v-\underline{1}$er $\cross(f\cross B)$) $\cdot B=(f\cross p)\cdot B-\frac{1}{2}e(\mathrm{r}\cross B)^{2}$ (5)
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これらが保存量であることは時間微分を計算してゼロになることで直接確かめられる. ローレン

ツカは進行方向に垂直なので, 力学の意味の仕事をしない. だから運動エネルギー $E$ が保存され

る. ローレンツカは磁場にも垂直なので , 磁場に平行な運動量成分 $Q$ が保存される. じつは少し

運動量の定義を変更して $p$ とすれば, 3 つの成分すべてが保存する. 磁場に平行な軸の周りの回転

対称性が, 角運動量 $J$ の保存を許す. こうして 6 つの保存量が見つかる. しカル, これらのうち

$Q$ は独立な保存量ではない. 独立な保存量は $E,p,$ $J$ の合計 $1+3+1=5$ つである. 一方, 自由

度の数は $3\cross 2=6$つ. したがってこの系は可積分である.

ラグランジュ形式

次にラグラジュカ学の視点で同じ系を見てみる. ラグラジアンで力学を書こうとすると, 力そ

のものではなく, ボテンシャルを導入することが必要になる. それが問題のタネになる.

ここでは 2次元に話を限る. $R^{2}$ の上の一様磁場は, $B$ を実数定数として, $F=dA=Bdx\wedge\ovalbox{\tt\small REJECT}$

で与えられる. これはもちろん並進不変である. ペクトルポテンシャルは, 例えば $A=Exdy$ で

与えられる. これは $y$ 方向に並進不変だが, $x$ 方向の平行移動では不変ではない. しかし

$A(x+a, y)=A(x, y)+Bady=A(x, y)+d(Bay)$ (6)

であるから, $x$ 方向の平行移動と同時にゲージ変換を施せば, $A$は不変である. ラグランジアンは

$L= \frac{1}{2}(\dot{x}^{2}+j^{2})+Bxj$ (7)

である. 適当に単位系を取り直して, 質量 $m$ や電荷 $e$ は 1 にした. 運動方程式は

$i=B\dot{y}$ , $\ddot{y}=-Bi$ (8)

である. $x$ 方向の平行移動の下で $L$ は

$L(x+a)-L(x)=Ba \dot{y}=\frac{d}{dt}$ (Bay) (9)

という全微分の変化しか受けず, $y$ 方向の平行移動の下で $L$ は不変であるから, 系はネーターの

保存量

$\tilde{P}x$ $:=$ $\frac{\partial L}{\partial i}-By=p_{x}-By=\dot{x}-By$ , (10)

$p_{y}$ $:=$ $\frac{\partial L}{\partial\dot{y}}=$

.
$+Bx$ (11)

を持つ.

ここで, ネーターの定理は, 無限小変換 $q:arrow q_{i}+\epsilon\varphi_{i}(q)$ ( $\epsilon$ は無限小パラメータ) のもとで, ラ

グランジアンが

$L(q, \dot{q})arrow L(q,\dot{q})+\epsilon\frac{dW(q)}{dt}$ (12)
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いう),

$G:=$
.

$\frac{\partial L}{\partial\dot{q}}.\cdot\varphi:(q)-W$ (13)

は保存量であることを主張するものである. 証明はただの計算問題である :

$\frac{dG}{dt}$ $=$
$\sum_{1}$

.
$[ \frac{d}{dt}(\frac{\partial L}{\partial\dot{q}}\dot{.})\varphi:+\frac{\partial Ld}{\partial\dot{q}_{1}dt}.\varphi:]-\frac{dW}{dt}$

$=$ $\sum\dot{.}[\frac{\partial L}{\partial q}.\cdot\varphi:+\frac{\partial L}{\partial\dot{q}_{1}}.\dot{\varphi}.\cdot]-\frac{dW}{dt}$

$=$ $\frac{\delta L}{\delta\epsilon}-\frac{dW}{dt}=\frac{dW}{dt}-\frac{dW}{dt}=0$.

1 行目から 2行目に移るときにオイラー. ラグランジュ方程式を用いた.

ハミルトン形式

同じ系は, ハミルトニアンとシンプレクティック形式

$H= \frac{1}{2}p_{x}^{2}+\frac{1}{2}(p_{y}-Bx)^{2}$ , $\omega=dp_{x}\wedge dx+dp_{y}\wedge dy$ (14)

でも定義される. 対応する運動方程式は,

$i=p_{x}$ $\dot{y}=p_{y}-Bx$ (15)

$\ovalbox{\tt\small REJECT}=B(p_{y}-Bx)$ $\dot{p}_{y}=0$ . (16)

このときも, 保存量は (10), (11) で与えられる.

また, 座標変換 $p_{y}arrow p_{y}+Bx$ は (14) を

$H’= \frac{1}{2}(p_{x}^{2}+p_{y}^{2})$ , $\omega’=dp_{x}\wedge dx+dp_{y}\wedge dy+Bdx\wedge dy$ (17)

に移す. 対応するポアソン括弧は

$(\omega’)^{-1}=$架 $\frac{\partial}{\partial p_{x}}+\frac{\partial}{\partial y}\wedge\frac{\partial}{\partial p_{y}}+o\backslash _{e}\wedge\frac{\partial}{\partial p_{y}}$ (18)

となり, 運動方程式は

$\dot{x}=p_{x}$ $\dot{y}$ =pッ (19)

$\dot{p}_{x}=Bp_{y}$ $\dot{p}_{y}=-Bp_{x}$ (20)

となる. このとき

$\tilde{p}_{x}:=op_{e}-By$ , $\tilde{p}_{y}:=p_{y}+Bx$ (21)

が保存量である. $H’,\tilde{p}_{x},\tilde{p}_{y}$ が保存量であることから,

$H’= \frac{1}{2}(p_{x}^{2}+p_{y}^{2})=\frac{1}{2}(By+\tilde{p}_{x})^{2}+\frac{1}{2}(Bx-\tilde{p}_{y})^{2}=E$ (22)
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が定数であり, この座標系では, $(x, y)$ 平面に射影した軌道は, $(\tilde{p}_{y}/B, -\tilde{p}_{x}/B)$ を中心とする半径

$\sqrt{2E}/B$ の円であり, (p。’ $p_{y}$ ) 平面に射影した軌道は, $(0, 0)$ を中心とする半径1 の円である.

量子力学

ユークリッド空間のまま, 量子力学に視点を移してみよう. ハミルトニアン (14) に対応する量

子力学系のシュレディンガー方程式は

$H \psi=[-\frac{1}{2}(\frac{\partial}{\partial x})^{2}-\frac{1}{2}(\frac{\partial}{\partial y}-iBx)^{2}]\psi(x, y)=E\psi$ (23)

である. $H$ と可換な演算子は

嫁=-i. $\frac{\partial}{\partial x}-By$ , $P_{y}:=- \dot{i}\frac{\partial}{\partial y}$ (24)

である. これらが生成するユニタリ変換は

$(U_{x}(a)\psi)(x, y)=e^{-io\tilde{P}_{e}a}\psi(x, y)=e^{iBay}\psi(x-a, y)$ , (25)

$(U_{y}(b)\psi)(x, y)=e^{-iP_{y}b}\psi(x,y)=\psi(x, y-b)$ (26)

である. とくに $U_{x}(a)$ は平行移動とゲージ変換の合成になっていることに注意. $x$ 方向, $y$ 方向の

平行移動は可換ではない :

$U_{x}(a)U_{y}(b)(U_{x}(a))^{-1}(U_{y}(b))^{-1}--e^{iBab}$ . (27)

連続並進対称性があるので, 変数分離ができる. 例えば, $P_{y}$ の固有値を $k$ として,

$\psi(x, y)=e^{iky}\phi(x)$ (28)

とおくと, シュレディンガー方程式は

$H\psi=$一一 $\frac{1}{2}(\frac{\partial}{\partial x})^{2}+\frac{1}{2}(k-Bx)^{2}]\phi(x)=e^{iky}E\phi(x)$ (29)

となり, 調和振動子に帰着する. エネルギー固有値は

$E=|B|(n+ \frac{1}{2})$ $(n=0,1,2, \cdots)$ (30)

となる. これはいわゆるランダウレベルに他ならない. 各固有値は, $-\infty<k<\infty$ について無限

重に縮退している.

トーラス上の力学系

ここまでの考察はユークリツド空間上のものである. ここからは, トーラスに移ったときに, 系

の保存量や対称性がどう変更されるかを調べる.
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正方形 $[0, 1]$ $\cross[0,1]$ の対辺を同一視してトーラス $T^{2}$ を定義する. $T^{2}$ の上では, (14) の $H$ や

(10) の $\tilde{P}x$ は一価関数ではない. また, (17) の $H’$ は一価であっても, (21) の $\tilde{P}x$ や $\tilde{P}y$ は一価関数

ではない. つまり, 平行移動の生成子が大域的には存在しない.

この事情は量子力学でより鮮明になる. シュレディンガー方程式 (23) が $T^{2}$ 上でょく定義され

るためには, 波動関数が擬周期条件

$\psi(x+1,y)=e^{:By}\psi(x, y)$ , $\psi(x,y+1)=\psi(x,y)$ (31)

を満たせばよい. つまり, この条件で定義される関数空間の上で $H$ は自己共役作用素となる. $x$

方向と $y$ 方向の条件が両立するためには,

$\psi(x+1,y+1)$ $=$ $e.\cdot)\psi \mathrm{t}u+1(Bx,y+1)=e\dot{.}e\psi:By(Bx,y)$

$=$ $\psi(x+1, y)=e.\cdot\psi By(x,y)$ (32)

から, $e^{:B}=1$ でなければならない. っまり,

$B=2\pi q$ (33)

で $q$ は整数でなければならない. $q$ をトーラス磁気数という.

トーラス上であっても, (24) の $\tilde{P}_{x},$
$P_{y}$ は (23) の $H$ と可換である. ところが, 擬周期条件を満

たす $\psi$ にこれらが作用してできた $P\psi$ は擬周期条件を満たさない :

$P_{y}\psi(x+1,y)$ $=$ $e^{1By}.(P_{y}+B)\psi(x,y)$ (34)

$\tilde{P}_{x}\psi(x,y+1)$ $=$ $(\tilde{P}_{x}-B)\psi(x, y)$ (35)

つまり, これらの演算子の作用は与えられた関数空間の上で閉じていない. すなわち, トーラス

上では無限小平行移動の生成子が存在しない. しかし有限長さの平行移動なら可能性がある. ユ

ニタリ変換 (25), (26) によって平行移動された波動関数がまた擬周期条件 (31) を満たすかとぅか

調べると, (33) を使って,

$(U_{x}(a)\psi)(x, y+1)$ $=$ $e\dot{.})\psi Ba(y+1(x-a,y+1)$

$=$ $ee.\psi:Ba\cdot Bay(x-a, y)$

$=$ $e^{2[] \mathrm{r}\cdot qa}.(U_{x}(a)\psi)(x,y)$ (36)

$(U_{y}(b)\psi)(x+1,y)$ $=$ $\psi(x+1,y-b)$

$=$ $e^{:B(y-b)}\psi(x,y-b)$

$=$ $e^{-:Bb\dot{\cdot}By}e\psi(x,y-b)$

$=$ $e^{-2\pi\dot{\cdot}qb}e^{iBy}(U_{y}(b)\psi)(x,y)$ (37)
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となるから, $U_{x},$ $U_{y}$ によって平行移動された波動関数がまた擬周期条件 (31) を満たすためには,

$a= \frac{n_{x}}{q}$ , $b= \frac{n_{y}}{q}$ $(n_{x}, n_{y}\in Z)$ (38)

であることが必要十分である. つまり, 対称性は離散的な平行移動に限られる. また, 擬周期関

数の上で ,

$(U_{x}(1)\psi)(x, y)=e^{iBy}\psi(x-1, y)=\psi(x, y)$ (39)

$(U_{y}(1)\psi)(x,y)=\psi(x, y-1)=\psi(x, y)$ (40)

となるから, $U_{x}(1),$ $U_{y}(1)$ は恒等変換であることがわかる. しかし, (27) に見たように, $U_{x},$ $U_{y}$

の作用はスカラー倍の分だけ非可換である. したがって, 量子系の対称性は $Z_{q}\cross Z_{q}$ の射影表現

である.

この離散並進対称性の表現は次のように構成される. 表現空間の基底を $|0\rangle$ , $|1\rangle$ , $\cdots,$ $|q-1\rangle$ と

書く. 平行移動の演算子の作用を

$U_{x}( \frac{n_{x}}{q})|m\rangle$ $=$ $|m+n_{x}(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} q)\rangle$ (41)

$U_{y}( \frac{n_{y}}{q})|m\rangle$ $=$ $e^{-2\pi in_{y}m/q}|m\rangle$ (42)

で定める. これらが表現になっていることは次で確認される :

$U_{x}( \frac{n_{x}}{q})U_{y}(\frac{n_{y}}{q})(U_{x}(\frac{n_{x}}{q}))^{-1}($$U_{y}( \frac{n_{y}}{q}))^{-1}|m\rangle$

$=$ $U_{x}( \frac{n_{x}}{q})U_{y}(\frac{n_{y}}{q})e^{2\pi in_{y}m/q}|m-n_{x}\rangle$

$=$ $(U_{x}( \frac{n_{x}}{q}))^{-1}e^{2\pi in_{y}m/q}e^{-2\pi in_{y}(m-on_{e})/q}|m-n_{x}\rangle$

$=$ $e^{2\pi ion_{e}n_{y}/q}|m\rangle$

$=$ $e^{2\pi iq(on_{e}/q)(n_{y}/q)}|m\rangle$

$=$ $e^{iBab}|m\rangle$ .

これは既約表現になっており, したがって各エネルギー固有値 (30) は $q$ 重に縮退している.

$n$ 次元トーラス上の磁気ファイバー束

以上の考察は, $n$次元トーラス上の $U(1)$ ファイバー束の構成, 定曲率な接続の分類, その対称

性の表現論, という問題に一般化される.

$T^{n}$ 上の $U(1)$ ファイバー束を構成する. 整数を成分とする行列 $\omega jk\in Z(j, k=1, \cdots, n)$ を任

意に選んで固定する. $(x\mathit{0}, x_{1}, \cdots, x_{n}),$ $(y\mathit{0}, y_{1}, \cdots, y_{n})\in R^{n+1}$ の積を

$(x_{0}, x_{1}, \cdots, x_{n})\cdot(y_{0}, y_{1}, \cdots, y_{n})$ $:=(x_{0}+y0+ \sum_{j,k=1}^{n}x_{j}\omega_{jk}y_{k}, x_{1}+y_{1}, \cdots, x_{n}+y_{n})$ (43)
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で定義する. 以下, $x=(x_{1}, \cdots, x_{n})\in R^{n},$ $xy= \sum_{j=1}^{n}x_{j}y_{j},$ $x \omega y=\sum_{j,k=1}^{n}x_{j}\omega_{jk}y_{k}$ と略記

する. この積について $R^{n+1}$ は群になる. 単位元は $(0, 0)\in R^{n+1}$ であり, 逆元は $(x\mathit{0}, x)^{-1}=$

(一 $x_{0}$ $+x\omega x,$ $-x$) で与えられる. この群を $R\cross_{\omega}R^{n}$で表す. 交換子は

$(x\mathit{0},x)\cdot(y\mathit{0},y)\cdot(x\mathit{0}, x)^{-1}\cdot(y\mathit{0},y)^{-1}=(x\omega y-y\omega x, 0)$ (44)

と計算されるので, $\omega$ が対称行列のときに限り, $R\mathrm{x}_{\omega}R^{n}$ は可換群である. また, 標準的な射影

$R\mathrm{x}_{\omega}R^{n}arrow R^{n}$は群準同形であり, 核 $R\mathrm{x}_{\omega}\{0\}$ は $R\mathrm{x}_{\omega}R^{n}$ の中心に含まれるから, 群 $R\cross_{\omega}R^{n}$

は $R$ による ffl の中心拡大である.

$R\mathrm{x}_{\omega}R^{n}$ の部分群 $Z\mathrm{x}_{\omega}Z^{n}$ は, 群の積によって $R\cross_{\omega}R^{n}$ に左から自由に作用する. この作用

に関する商集合

$P_{\omega}^{n+1}$ :=(Z $\cross$

。
$Z^{n}$ ) $\backslash (R\mathrm{x}_{\omega}R^{n})$ (45)

は滑らかな多様体になる. すなわち, 任意の $m0\in Z,$ $m\in Z^{n}$ に対して $P_{\omega}^{n+1}$ の点 $(m_{0}+x0+$

$m\omega x,$ $m+x)$ は同一視される.

群演算は, 群 $R\cross_{\omega}R^{n}$ の $P_{\{v}^{n+1}$ への右からの作用を誘導する. $P_{\iota v}^{n+1}$ に部分群 $R\mathrm{X}_{\omega}\{\mathrm{O}\}\cong R$

も作用するが, その部分群 $Z\mathrm{x}_{\mathfrak{l}\theta}\{\mathrm{O}\}\underline{\simeq}Z$ は恒等変換として作用する. したがって, これらは群

$S^{1}=R/Z$ の $P_{\omega}^{n+1}$ 上の自由な作用を誘導する. その軌道体 $P_{\omega}^{n+1}/S^{1}$ はトーラス $T^{n}$ に同相であ

る. 以上により, $S^{1}$ を構造群とする主ファイバー束 $\pi_{\omega}$ : $P_{\omega}^{n+1}arrow T^{n}$ を得た. これを整数 2次形
式 $\omega$ に伴う磁気ファイバー束と呼ぶ. 以上の構成は, 完全系列からなる可換図式

$Z\cross_{\omega}\{0\}$ $arrow$ $Z\mathrm{x}_{\omega}Z^{\mathrm{n}}$ $arrow$ $Z^{n}$

$\downarrow$ $\downarrow$ $\downarrow$

$R\mathrm{x}_{\omega}\{0\}$ $arrow$ $R\mathrm{x}_{\omega}R^{n}$ $arrow$ $R^{n}$ (46)
$\downarrow$ $\downarrow$ $\downarrow$

$S^{1}$ $arrow$ $P_{\omega}^{n+1}$
$\vec{\pi_{\omega}}$

$T^{n}$

としてまとめられる.

磁気ファイバー束土の関数 $f$ : $P_{\omega}^{n+1}arrow C$ は, 関数 $f$ : $R\mathrm{x}_{\omega}R^{n}arrow C$ で, $Z\mathrm{x}_{\omega}Z^{n}$ の左作用

で不変なものと同一視される :

$f(m\mathit{0}+x_{0}+m\omega x, m+x)=f(x0,x)$ , $(\pi w,m)\in Z$ x。$Z^{n}$ . (47)

さらに

$f$ ( $x\mathit{0}+$ も $x$) $=e^{2\dot{m}t}f(x\mathit{0}, x)$ , $t\in R$ (48)

を満たすとき, $f$ を $P_{\omega}^{n+1}$ 上の同変関数という. 同変関数は

$f(x\mathit{0}, x+m)=e^{-2\pi\cdot m\omega oe}.f(x0, x)$ , $m\in Z^{n}$ (49)

を満たす. これは $T^{2}$ 上の擬周期条件 (31)

$\psi(x+1,y)=e^{2\pi\cdot qy}.\psi(x,y)$ , $\psi(x,y+1)=\psi(x,y)$ (50)
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の一般化である. じっさい,

$\omega=(\begin{array}{ll}0 -q0 0\end{array})$ (51)

ととれば $T^{2}$ の場合を再現する.

磁気ファイバー束の同相写像

整数係数対称行列 $\sigma_{jk}=\sigma kj\in Z$ が

$\sum_{j,k=1}^{n}mj\sigma jkm_{k}\in 2Z$, $m=(m_{1}, \cdots, m_{n})\in Z^{n}$ (52)

を満たすとき, $\sigma$ を $n$ 次偶形式と呼ぶ. このとき, 写像 $\phi_{\sigma}$ : $R$ xJ\rightarrow R $\cross$ 。+\sigma
$R^{n}$ を

$\phi_{\sigma}(x_{0}, x):=(x0+\frac{1}{2}x\sigma x, x)$ (53)

で定義すると, これは群同形写像であることがすぐ確かめられる. じつさい,

$\phi_{\sigma}((x0, x)\cdot\omega(y0, y))$ $=$ $\phi_{\sigma}(x0+y0+x\omega y, x+y)$

$=$ $(x0+y0+x \omega y+\frac{1}{2}(x+y)\sigma(x+y), x+y)$

$=$ $(x_{0}+y0+ \frac{1}{2}x\sigma x+\frac{1}{2}y\sigma y+x(\omega+\sigma)y, x+y)$

$=$ $(x0+ \frac{1}{2}x\sigma x, x)\cdot\omega+\sigma(y0+\frac{1}{2}y\sigma y, y)$

$=$ $\phi_{\sigma}(x_{0}, x)\cdot\omega+\sigma\phi_{\sigma}(y0, y)$ , (54)

となっている. また, 偶形式の条件から $\phi_{\sigma}$ は $Z\cross_{\omega}Z^{n}$ を Z $\cross$。+\sigma r に移す. さらに $\phi_{\sigma}$ は $R\cross_{\omega}\{0\}$

を $R\cross_{\omega+\sigma}\{0\}$ に同形に移す. したがって, $\phi_{\sigma}$ は $P_{\omega}^{n+1}$ から $P_{\omega+\sigma}^{n+1}$ へのファイバー同相を誘導する.

また, 整数ベクトル $\Delta=(\Delta_{1}, \Delta_{2}, \cdots, \Delta_{n})\in Z^{n}$ と対角行列 $\Delta=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(\Delta_{1}, \Delta_{2}, \cdots, \Delta_{n})$ とを同

一視する. 写像 $\phi\Delta$ : $R\cross_{\omega}R^{n}arrow R\cross_{\omega+\Delta}R^{n}$ を

$\phi_{\Delta}(x_{0}, x):=(x_{0}+\frac{1}{2}x\Delta x+\frac{1}{2}\Delta x, x)=(x_{0}+\frac{1}{2}\sum_{j=1}^{n}(x_{j}\Delta_{j}x_{j}+\Delta_{j}x_{j}), x)$ . (55)

で定義すると, これも群同形写像であることが確かめられる. $xj$ が整数なら $x_{j}^{2}+xj=xj(xj+1)$

は偶数なので , $\frac{1}{2}\Delta_{j}(x_{j}^{2}+x_{j})$ は整数であり, したがって, $\phi\Delta$ は $Z\cross_{\omega}Z^{n}$ を $Z\mathrm{x}_{\omega+\Delta}Z^{n}$ に移す.

また, $\phi\Delta$ は $R\mathrm{X}_{\omega}\{0\}$ を $R\cross_{\omega+\Delta}\{0\}$ に移す. よって, $\phi\Delta$ は $P_{\omega}^{n+1}$ から $P_{\omega+\Delta}^{n+1}$ へのファイバー同

相を誘導する.

もう一つ別のクラスのファイバー同相を見つけることができる. 整数ベクト)\epsilon $=(\epsilon_{1}, \epsilon_{2}, \cdots, \epsilon_{n})$

$\in Z^{n}$ をとって, 写像 $\phi_{\epsilon}$ : $R\mathrm{x}_{\omega}R^{n}arrow R\cross_{\omega}R^{n}$ を

$\phi_{\epsilon}(x_{0}, x):=(x_{0}+\epsilon x, x)=(x_{0}+\sum_{j=1}^{n}\epsilon_{j}x_{j}, x)$ . (56)
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によって定義する. これもまた群同形であり, $Z\mathrm{x}_{\omega}Z^{n}$ を $Z\mathrm{x}_{\omega}Z^{n}$ に移すし, $R\cross_{\omega}\{0\}$ の上で

恒等写像である. したがって, $\phi_{\epsilon}$ は $P_{\omega}^{n+1}$ の自己同相写像を誘導する.

定曲率の接続

$R\mathrm{x}_{\omega}R^{n}$ 上の 1 形式 $A$ を

$A$ $:=-dx0+ \sum_{j,k=1}^{n}xj\omega jk^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}k+\sum_{j=1}^{n}\alpha jdxj=arrow dx0+x\omega dx+\alpha dx$ (57)

で定める. ここで $\alpha=(\alpha_{1}, \cdots, \alpha_{n})\in R^{n}$ は定数ベクトルで, アハラノフ・ボーム効果を特徴付け

る. 1形式 $A$ は, $(m\mathit{0}, m)\in Z\mathrm{x}_{\omega}Z^{n}$ の左作用 $\varphi$ : $(x_{0}, x)\vdash>(m0+x0+m\omega x, m+x)$ の下で不

変なので, $P_{\omega}^{n+1}=(Z\mathrm{x}_{\omega}Z^{n})\backslash (R\mathrm{x}_{\omega}R^{n})$ 上の 1 形式と見なされる. また, $A$ は任意の $t\in R$ に

よる変換 $(x\mathit{0}, x)|arrow$ ($x\mathit{0}+$ も $x$) の下でも不変. さらに, $A$ は,

$i( \frac{\partial}{\partial x_{0}})A=-1$ (58)

を満たす. これらの性質から, $A$は磁気ファイバー束 $\pi_{\omega}$ : $P_{\omega}^{n+1}arrow T^{n}$ の接続形式と認められる.

同変関数の共変微分を

$Df:=df+2\pi iAf$ (59)

で定める. また, 曲率形式は

$F$ $:=dA= \sum_{j,k=1}^{n}\omega jkxj\wedge dxk=\sum_{j,k=1}^{n}\frac{1}{2}(\omega jk-\omega kj)dxj\wedge dxk$ (60)

となる. したがって 2次のチャーン数は, 反対称化された $\omega-\{v$ で決まり, $\omega\in \mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{t}(n, Z)$ を適

当に選ぶことによって, すべてのチャーン数を実現することができる. したがって, $T^{n}$ 上の $S^{1}$

ファイバー束はこの構成方法ですべて尽くされる.

さて, $(\omega, \alpha)\in \mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{t}(\mathrm{r}\mathrm{z}, Z)\cross R^{n}$ によって, 一組のファイバー束と接続形式 $(P_{\omega’(\omega,\alpha)}^{\mathrm{n}+1}A)$ が定

義されているが, さきに見つけた 3種類のファイバー同相写像により,

$( \omega, \alpha)\sim(\omega+\sigma+\Delta, \alpha+\frac{1}{2}\Delta+\epsilon)$ (61)

は互い \breve \check .移りあうことがわかる :

$\phi_{\epsilon}^{*}\phi_{\Delta}^{*}\phi_{\sigma}^{*}A_{(\omega+\sigma+\Delta,\alpha+_{l}^{1}\Delta+\epsilon)}$

$=$ $\phi_{\epsilon}^{*}\phi_{\Delta}^{*}\phi_{\sigma}^{*}(-dx\mathit{0}+x(\omega+\sigma+\Delta)dx+(\alpha+\frac{1}{2}\Delta+\epsilon)dx)$

$=$ $\phi_{\epsilon}^{*}\phi_{\Delta}^{*}(-d(x0+\frac{1}{2}x\sigma x)+x(\omega+\sigma+\Delta)dx+(\alpha+\frac{1}{2}\Delta+\epsilon)dx)$

$=$ $\phi_{\epsilon}^{*}\phi_{\Delta}^{*}(-dx0+x(\omega+\Delta)dx+(\alpha+\frac{1}{2}\Delta+\epsilon)dx)$

$=$ $\phi_{\epsilon}^{*}(-d(x0+\frac{1}{2}x\Delta x+\Delta x)+x(\omega+\Delta)dx+(\alpha+\frac{1}{2}\Delta+\epsilon)dx)$
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$=$ $\phi_{\epsilon}^{*}(-dx_{0}+x\omega dx+(\alpha+\epsilon)dx)$

$=$ $-d(x_{0}+\epsilon x)+x\omega dx+(\alpha+\epsilon)dx$

$=$ $-dx_{0}+x\omega dx+\alpha dx$

$=$ $A_{(\omega,\alpha)}$ (62)

この意味でこれらの接続は同値である. ファイバー束と接続の分類はこれで完了する.
$\mathrm{k}$

.

磁気並進群

群 $R^{n}$ は $T^{n}$ 上に平行移動として作用する. すなわち, 各ベクトル $v\in R^{n}$ は $T^{n}$ 上の写像

$\tau_{v}$ : $T^{n}arrow T^{n}$ , $x\vdash+x+v$ (63)

を起こす. ここで次の問いかけができる.

問 1: $\tau_{v}$ の持ち上げ $\tilde{\tau}_{v}$ : $P_{\omega}^{n+1}arrow P_{\omega}^{n+1}$ を決定せよ. すなわち, 次の図式を可換にする写像 $\tilde{\tau}$ を

求めよ.
$S^{1}$

$\swarrow$ $[searrow]$

$P_{\omega}^{n+1}$
$arrow^{\tilde{7}}$

$P_{\omega}^{n+1}$ (64)
$\pi_{\omega}\downarrow$ $\downarrow\pi_{\omega}$

$T^{n}$ $arrow^{\mathcal{T}}$ $T^{n}$

問 2: 接続を不変に保つ変換全体はいかなる群になるか ? っまり

$S_{A}:=\{\tilde{\tau}_{v}|\tilde{\tau}_{v}^{*}A=A, v\in R^{n}\}$ (65)

を求めよ. この群を磁気並進群 (magnetic translation group) と呼ぶ.

証明

$P_{\omega}^{n+1}$ の点を座標 $(x_{0}, x)\in R^{n+1}$ で表す. $\tau_{v}$ : $x\vdasharrow x+v$ の持ち上 $[] f$ $\tilde{\tau}_{v}$ は, $\pi_{\omega}0\tilde{\tau}_{v}=\tau_{v}0\pi_{\omega}$

を満たすから,

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ : $(x0, x)\vdash+(x_{0}+\theta(x\mathit{0}, x, v), x+v)$ (68)
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という形である. $\tilde{\tau}$ は $S^{1}$ の作用と可換であるから, 関数 $\theta$ は

$x_{0}+w0+\theta(x_{0}+w0, x,v)=x_{0}+\theta(x_{0}, x,v)+w\mathit{0}$ (69)

を満たさなければならない. すなわち,

$\theta(x_{0}+w_{0}, x,v)=\theta(x_{0}, x,v)$ (70)

が任意の $w0\in R$ に対して成り立っ. したがって, 関数 $\theta$ は $(x, v)$ だけに依存する.
$P_{\omega}^{n+1}$ 上の写像となるために, $\tilde{\tau}$ は $Z\cross_{\omega}Z^{n}$ の左作用の軌道を, また左作用軌道に移さなけれ
ばならない. すなわち, 任意の \leftarrow 和, $m$) $\in Z\mathrm{x}_{\omega}Z^{n}$ に対して, 次を満たす ( $m_{0}’$ , m’)\in Z $\cross$

。
$Z^{\mathrm{n}}$

が存在しなければならない :

$\ovalbox{\tt\small REJECT}((m_{0}, m)\cdot(x_{0}, x))=(m_{0}’,m’)\cdot\tilde{\tau}_{v}(x_{0}, x)$ . (71)

この式は

$(m\mathit{0}+x0+m\omega x+\theta(m+x, v),m+x+v)=(m_{0}’+x0+\theta(x,v)+m’\omega(x+v),$$m’+x+v)(72)$

と書かれ, 連立方程式

$m$ $=$ $m’$ , (73)

$m0+m\omega x+\theta(m+x,v)$ $=$ $m_{0}’+\theta(x,v)+m’\omega(x+v)$ (74)

と同値である. 最後の式は, 任意の $m\in Z^{n}$ に対して

$\theta(m+x,v)-\theta(x,v)-m\omega v=m’0-m_{0}\in Z$ (75)

が成り立て, という要請である. 逆にこの条件を満たす $\theta$ が与えられれば, (68) を通して平行移

動の持ち上げ $\tilde{\tau}$ が決まる. 以土で間 1 に対する答えを得た.

次いで, 接続

$A=-dx_{0}+x\omega dx+\alpha dx$

を $\tilde{\tau}_{v}$ : $(x_{0}, x)\vdasharrow(x0+\theta(x,v),$ $x+v)$ で変換すると,

テ
$v$

$A=-(dx0+d\theta)+(x+v)\omega d(x+v)+\alpha d(x+v)$

$=A-d\theta+v\omega dx$ . (76)

となるから, 接続を不変に保つ $(\tilde{\tau}_{v}^{*}A=A)$ ためには, 関数 $\theta$ は微分方程式 $d\theta=v\omega dx$ を満たさ

なければならない. すなわち,

$\theta(x,v)=v\omega x+v_{0}$ (77)
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でなければならない. ここで, $v0\in R$ は定数.

$P_{\omega}^{n+1}$ 土の変換として, よく定義されるためには, $\theta$ は条件

$\theta(m+x, v)-\theta(x, v)-m\omega v$ $=$ $v\omega m-m\omega v$

$=$ $v(\omega-t\omega)m\in Z$ , $\forall m\in Z^{n}$ (78)

を満たさなければならない. したがって, $v\in R^{n}$ は

$(\omega-^{t}\omega)v\in Z^{n}$ (79)

を満たさなければならない. 逆に, このような $v[]\mathrm{h}(68),$ (77) を通して, $A$ を不変に保つような

平行移動 $\tilde{\tau}_{v}$ を与える. この条件を満たすベクトルの集合を

$\Omega^{n}:=\{v\in R^{n}|(\omega-t\omega)v\in Z^{n}\}$ (80)

とおけば, $\Omega^{n}$ は加群 $R^{n}$ の部分群である. とくに, 反対称行列 $(\omega-\mathfrak{b})$ が非退化ならば, $\Omega^{n}$ は

$R^{n}$ の中で離散的である.

持ち上げられた平行移動 $\tilde{\tau}_{v}$ の作用は

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ : $(x\mathit{0}, x)\vdash+(x\mathit{0}+\theta(x, v),$ $x+v)$ $=$ $(x_{0}+v\omega x+v\mathit{0}, x+v)$

$=$ $(v_{0}, v)\cdot(x\mathit{0}, x)$ (81)

となるので, $R\cross_{\omega}\Omega^{n}$ の $P_{\omega}^{n+1}$ への左からの作用と同一視される. ところが, その部分群 $Z\mathrm{x}_{\omega}Z^{n}\subset$

$R\cross_{\omega}\Omega^{n}$ は $P_{\omega}^{n+1}$ に恒等的に作用する. したがって, $A$ の不変化群 $S_{A}$ は

$S_{A}=(R\mathrm{x}_{\omega}\Omega^{n})/(Z\cross_{\omega}Z^{n})$ . (82)

これが間 2 の答えを与える. ちなみに, $R\cross_{\omega}\Omega^{n}$ は $Z\cross_{\omega}Z^{n}$ の中心化群として特長付けられ, $S_{A}$

は, 可換群 $\Omega^{n}$ の $S^{1}$ による中心拡大に他ならない. (証明終了)

まとめ

・一様磁場中の荷電粒子の力学は, 平面上では連続並進対称性を持つが, 2 次元トーラス土で

は離散並進対称性しか持たないことを見た.

・一般の $n$次元トーラス上の量子系において, 一様磁場の入り方を完全に分類し, 並進対称性

を特徴付ける群 $S_{A}$ を決定した.

・ここでは述べなかったが, 群 $S_{A}$ の表現論もほぼ完成した.
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今後の課題

・ラプラス作用素, ディラック作用素のスベクトルへの応用

・対称性の破れの場の理論の模型

・超対称性への拡張. と $\langle$ に並進対称性は超対称性に含まれるので, 並進対称性の破れは超対
称性の破れを誘導する.
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