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Verlinde 公式と呼ぼれるものの一つに次がある.

$\dim H^{0}(N_{0,n}, O(-aK))=\frac{1}{2a+1}\sum_{j=0}^{2a}\frac{(-1)^{nj}}{\sin^{n-2}[(2j+1)\pi/(4a+2)]}$ (1)

ただし, $a\geq 0$ は整数である. 1 右辺は余弦を使って次のようにも表される.

屋

$a=1$ $\dim=(2^{n-1}\pm 1)/3$ , $a=2$ $\dim=[2(1+\sqrt{5})^{n-2}+2(1-\sqrt{5})^{n-2}+1]/5$

$a,$ $n$ が小さいときの値は次の通りである. 2

この公式に興味をもつ理由からいくつかを拾ってみる.

$1n$ が偶数のとき $a$ は半整数でもよく, 例えば, $\dim H^{0}(O(-K/2))=\Gamma 2^{n-2}$ を得る.

2谷川好男氏に負う.
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1. まず, 美しい式である. 左辺はベクトル空間の次元で当然ながら自然数である. 右辺は
Galois 理論より有理数であることはゎがるが, 整数性や正であることは自明で $\mathrm{I}\mathrm{h}$ ない.

2. 左辺の $N_{0,n}[]\mathrm{h}$あるモジュライ空間であるが, この公式の良い証明はモジュライ理論の発
展を促すだろう.

3. モジュライ空間 $N_{0,n}$ は複素 Grassmaxm 多様体とどことなく似てぃる.
4. 組合せ論的にも面白そうだ.

5. 整数論とも関係しそうだ.

実際, 公式 (1) の両辺の増大度は $a^{n-3}$ であるが, その係数を右辺において計算すると

$\frac{2^{n-1}}{\pi^{n-2}}\sum_{j=0}^{\infty}\frac{(-1)^{nj}}{(2j+1)^{n-2}}$

となる. これを $(n-3)!$ 倍したものは正整数である. これを $E_{n-3}$ で表そう. 3
$n$ が奇数のとき,

Euler 数と呼ばれ, $\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\ell..\backslash$ 級数は導手 4 の Dirichlet L関数 $L(s)=\Sigma_{j=0}^{\infty}(-1)^{j}(2j+1)^{-s}$ の E
整数点 $s=n-2$ における特殊値である. 4 例えば,

$E_{6}= \frac{6!2^{8}}{\pi^{7}}(1-\frac{1}{3^{7}}+\frac{1}{5^{7}}-\frac{1}{7^{7}}+\frac{1}{9^{7}}-\cdots)=61.027\mathrm{x}0.9955=61$

$E_{8}= \frac{8!2^{10}}{\pi^{9}}(1-\frac{1}{3^{9}}+\frac{1}{5^{9}}-\frac{1}{7^{9}}+\frac{1}{9^{9}}-\cdots)=1385.07\mathrm{x}0.9999497=1385$

である. 5

\S 1. 公式 (1) に戻って, $N_{0,n}$ につぃて説明しょう.

代数多様体として 詳しくは説$できないが, $N_{0,n}$ は $n$ 点付き射影直線 $(\mathrm{P}^{1} : p_{1}, \ldots,p_{n})$ 上
の階数 2 の (半) 安定準放物的ベクトル束のモジュライ空間である. これは $n-3\backslash \mathrm{A}\overline{\pi}\#\backslash \#^{\backslash }$ 的
代数多様体になる. また, $O(-K)$ はそれの接ベクトル束の行列式直線束で, $H^{0}$ は直線束の大
域切断全体のなす (有限次元) ベクトル空間を表す. ( $\prime \mathrm{a}_{\cap\prime}\hat{e}z<\neg$

. f目\leftrightarrow

$3\mathrm{R}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{n}-\mathrm{R}$ 土公式より, $n$ –3 次$\overline{\pi}*$ジュライ $N_{0,n}$ の次数である.
4関数等式

$L(1-s)= \Gamma(s)(\frac{\pi}{2})^{-\iota}\sin\frac{\pi s}{2}L(s)$

より, 負整数点 $s=3-n$ での特殊値とも思える. 実際, Abel の総和法でもって次が成立する.

$E_{n-3}=(-1)^{(n-3)/2}2(1-3^{n-3}+5^{n-3}-7^{n-3}+9^{n-3}-\cdots)$

$5n$ が偶数のとき, $E_{n-3}$ は正接数 (tangent nwnber) と呼ばれる. 例えば,

$E_{5}= \frac{5!2^{7}}{\pi^{6}}(1+\frac{1}{3^{6}}+\frac{1}{5^{6}}+\frac{1}{\tau^{6}}+\frac{1}{9^{6}}+\cdots)=15.97688\mathrm{x}1.001447=16$

で, 一般に $m$ が偶数で $B_{m}$ を Bernoull 数とするとき, $E_{m\cdot \mathrm{f}}=2^{m}(2^{m}-1)B_{m}/m$ である.
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微分多様体として まず $n-1$ 元生或自由群 $F_{-1}$, の $SU(2)$ 表現の同値類全体 $\%_{\mathrm{T}}$, を考え

る. これは 2 次特殊ユニタリ群 6

$SU(2)=\{(\begin{array}{ll}a+bi c+di-c+di a-bi\end{array})|a^{2}+b^{2}+c^{2}+d^{2}=1$ , $a,$ $b,$ $c,$ $d\in \mathrm{R}\}$

の $n-1$ 個の直積を $SU(2)$ の共役で割ったものである. ここから $\mathrm{R}^{n}$ への写像

$(A_{1}, \ldots, A_{n-1})\mapsto$ ($\mathrm{b}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}A_{1},$

$\ldots,$ Race $A_{n-1},$ Race $A_{n}$ ) $\in[-1,1]^{n}$

のファイバー (逆像) を $N_{0,n}($ \lambda 1, . . . , $\lambda_{n})$ で表す. ただし,

$A_{n}=A_{n-1}^{-1}\cdots A_{2}^{-1}A_{1}^{-1}$

とおいた. 特に, 原点の逆像を $N_{0,n}$ で表す.
幾何的には $F_{n-1}$ を Riemann 球面から $n$ 点 $p_{1},$ $\ldots,$ $p_{n}$ を除いたものの基本群とみる. こ

の基本群は各点をまわる閉道 $t_{1},$
$\ldots,$

$t_{n}$ で生或され, それらの間の関係は $\prod_{1=1}^{n}.t_{i}=1$ である.

よって, $N_{0,n}$ は各点での局所モノドロミーの位数が 4 であるような 2 次特殊ユニタリ表現の同
値類のパラメータ空間である.

$\dim_{\mathrm{R}}N_{0,n}=\dim_{\mathrm{R}}\tilde{N}_{0,n}-n=3(n-1)-3-n=2(n-3)$

であるが, $N_{0,n}$ には複素構造が入る.

巷 $]$肩の
t工史

$\mathrm{S}\mathrm{U}(\sim)$

穴あき Riemann球 $\rho(t_{j})\sim(i -i)$ , $1\leq\forall j\leq n$

$n$ が偶数のときは可約な表現, 例えば,

$A_{1}=A_{3}=\cdots=A_{n-1}=(i -i)$ , $A_{2}=A_{4}=\cdots=A_{n}=(-i i)$

6長さ 1 の 4元数 $a+bi+cj+dk$ の全体とも思える.
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が $2^{\ovalbox{\tt\small REJECT} 2}$個存在する. しかし, 奇数のときは存在しないので, $\mathrm{A}\bigwedge_{1}$ は非特異である. 以下,
$n\ovalbox{\tt\small REJECT} 2g+1$ とおいて, この場合を考える.

\S 2. $N_{0,2g+1}$ は次の点で複素 Grassmaxm 多様体 $G(2, g+1)$ と似てぃる.
-

・共に次元は $2g-2$ である.

$\bullet$ $N_{0,2g+1}$ のコホモロジー環は $G(2, g+1)$ のコホモロジー環と同じ Poincar\’e 級数

$\frac{(1-t^{g})(1-t^{g+1})}{(1-t)(1-t^{2})}$

をもつ部分環を含む.

この辺の状況を説明するために, Pascal 3角形の話をしょう. 次の図は説明するまでもないだ
ろう.

.
/ $\backslash$

$1/\backslash 1$ $/^{1}\backslash _{1}$

1/ $\backslash /^{2}\backslash 3$ / $\backslash$

$1_{\backslash }^{/\backslash }5_{\backslash }$’4\/10ゝ 6
$\backslash _{10^{\grave{j}}5^{/}}\cdot 41\backslash$ (2)

$15_{\backslash }’$

$.\backslash _{2}\gamma$ $\backslash _{1\acute{5}}$

$35’$ $\backslash _{3t}$

$\backslash$ /

70
下段の 70は $(x+y)^{8}$ の一 $y^{4}$ の係数である. 多項式環 $\mathrm{Z}[x, y]$ とイデアル $I=(x^{5}, y^{5})$ を使

うと
$(x+y)^{8}\equiv 70x^{4}y^{4}$ $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} I$

と表される. 言い換えると, 剰余環 $\mathrm{Z}[x, y]/I$ の中で $(x+y)^{8}=70x^{4}y^{4}$ が成立する. この剰余
環は二つの射影空間の直積 $\mathrm{P}^{4}\cross \mathrm{P}^{4}$ のコホモロジー環と同型である. よって, Segre 埋め込み

$\mathrm{P}^{4}\cross \mathrm{P}^{4}\subset \mathrm{P}^{24}$

$((x:), (y_{j}))\mapsto(x:y_{j})_{1\leq:_{1}j\leq 5}$

’

の次数が 70であるというのが上の等式のーっの幾何的解釈である.
次に Pascal の規則はそのままにして, 左半分を捨てた (境界を零と思う) ものを考えよう.

0
$*$

$*$ 0
ネ $*$

$*$ 0
$*$

0

$1\backslash$

/1、
$1\backslash$

/

2/2\3\nearrow 1ゝ
$\backslash 5^{/}\grave{4}^{/^{1}}$ (3)
/ $\backslash$ ’

$5\backslash$ ’9
14

$14^{/}$
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このときに, 中心に表れる数

1, 1, $2= \frac{4!}{2!3!}$ , $5= \frac{6!}{3!4!}$ , $14=^{\mathrm{t}} \frac{8!}{4!5!}$ , $\cdot$ . . 一般 $|^{\sim}$. $\frac{(2g-2)!}{(g-1)!g!}$

は Catalan 数と呼ばれるもので, 幾何的には Pliicker 座標によって埋め込まれた Grassmann
多様体

$G(2, g+1)\subset \mathrm{P}^{(g-1)(g+2)/2}$

の次数に等しい. 例えば, 8次元の場合

$14=\deg[G(2,6)\subset \mathrm{P}^{14}]$ (4)

である. このことは $G(2,6)$ のコホモロジー環が 2 変数多項式環の剰余環

$H^{*}(G(2,6),$ $\mathrm{Z}).\underline{\sim.}\mathrm{Z}[A, B]/(s_{5}(A, B),$ $s_{6}(A, B))$

であることと上の Pascal 3 角形 (3) より従う. ただし, $s_{n}(A, B)$ は

$\frac{1}{1-At\cdot+Bt^{2}}=\sum_{n=1}^{\infty}s_{n}(A, B)t^{n}$

で定義される多項式で, 例えば,

$s_{1}=A,$ $s_{2}=A^{2}-B,$ $s_{3}=A^{3}-2AB,$ $s_{4}\cdot=A^{4}-3A^{2}B+B^{2},$ $\ldots$

である. 漸化式
$s_{n+1}-As_{n}.+Bs_{n-1}=0$ (5)

より得られる 7 Pascal3 角形.
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$\mathrm{B}\check{\backslash }ffl_{1}t9^{-\text{る}}$ . $.’_{\vee}^{\backslash ^{\backslash }}’\llcorner,$

$\xi_{n}(A, B)\mathrm{t}\mathrm{h}(5)\text{の}\mathrm{f}\mathrm{f}_{\backslash }\text{数を_{}-}’\mathrm{J}^{\backslash },\llcorner\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\backslash }\ovalbox{\tt\small REJECT} 1,\cdot.\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\dagger \mathrm{b}\text{式}$

$(n+1)\xi_{n+1}-A\xi_{n}+nB\xi_{n-1}=0$ , $\xi_{n}=0(n<0)$ (7)
$\text{よ}\mathfrak{h}_{\hat{\mathrm{E}}}\text{ま}6\mathrm{Q}\mathrm{f}\mathrm{f}_{\backslash }\text{数多}\mathrm{E}\text{式で}\hslash \text{る}$ . $\text{の}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{e}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\backslash }\mathrm{R}\mathrm{F}_{-}^{arrow}\text{よ}\mathfrak{h},$ Pascal 3 $\hslash\Psi_{\acute{\prime}}\text{の}\hslash \mathrm{F}^{1}\mathrm{J}\mathrm{B}^{\mathrm{S}}\ovalbox{\tt\small REJECT} l\supset \mathfrak{h},$

$\mathrm{F}’\grave{\llcorner}\backslash \mathrm{B}\backslash$

$\text{ら}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\text{れ}6\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}[].$ , 1 $\mathrm{P}_{\mathfrak{d}},$ $2\not\in_{\mathrm{D}},$ $3\mathrm{P}_{\mathrm{D}},$
$4\mathrm{P}-\cdots \text{さ}t\iota \text{て}\mathrm{T}\text{の^{}\prime}\uparrow\overline{\mathrm{r}}\mathrm{I}_{-}^{\wedge}l\mathrm{I}\grave{\mathrm{x}}\text{ら}f\iota \text{る}$ . $8$

$\mathrm{o}\circ \mathfrak{l}\backslash \downarrow\backslash /\nearrow\backslash \backslash \backslash \nearrow^{\mathrm{o}}\mathrm{X}_{\mathrm{o}}$ $\mathrm{J}$

$11$ 1
2

$\mathrm{o}\backslash _{\mathrm{o}}^{\mathrm{O}}\nearrow\backslash \backslash _{\mathrm{o}_{-}}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{/}^{0}/\backslash \backslash ’//\backslash \backslash _{\mathrm{o}}/\neq^{\mathrm{o}}$ 5 $615$ 28 $806$ 24 (8)

$\mathrm{o}\backslash _{\mathrm{o}}P^{\mathrm{O}}$ 61 662
$\mathrm{o}/$ 1385

1385
$arrow \text{の}ae\backslash \pi’/,$ Pascal 3 $\mathrm{f}\mathrm{i}W/,\mathrm{t}\mathrm{h}[1]\}^{\wedge}.k^{\backslash }\mathrm{A}\mathrm{a}\text{て},$ Euler ae $\text{を_{}\mathrm{r}}^{\Xi}\mathrm{f}\mathrm{Z}\text{す}6\text{の}\}_{\vee}^{}ffi\text{って}\mathrm{A}\backslash \epsilon \text{もの}k-\mathrm{a}\text{する}$ .$\text{よ_{って}},$

$\text{モ^{}\backslash }\sqrt[\backslash ]{}.\text{ュ}\overline{7}\text{イ_{}\Rightarrow \mathrm{f}\mathrm{f}\text{の^{}\backslash }*\mathrm{a}\mathrm{e}\mathrm{B}^{\mathrm{f}}\mathrm{E}\mathrm{u}1\mathrm{e}\mathrm{r}\text{数}^{}*},$

$\mathrm{m}\grave{\mathrm{x}}\mathfrak{l}X,$

$8\text{次}\overline{\pi}\text{の}N_{0,11}\text{の^{}\backslash }*\mathrm{a}\mathrm{e}\mathrm{B}^{\mathrm{f}}1385=E_{8}\text{で}\hslash$

$6_{}^{}k\mathrm{B}^{\mathrm{f}}’\backslash \not\in\grave{\prime)}$ .
$|-\text{の}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}.\backslash \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h},$ zae $g\sigma$) $\text{コ}\grave{J}J\backslash \cdot \text{ク}\mathrm{b}$ Riemam ffi $\mathrm{X}\text{の表}\Re_{\mathrm{r}}^{*}\mathrm{f}\mathrm{f}N_{g,0}\}^{\vee}$. $\mathrm{a}\mathrm{e}_{\grave{1}5\llcorner_{\text{て}\mathrm{A}^{\mathrm{a}}}6}.9$

$|_{\sim \mathrm{H}\backslash \llcorner \text{て}^{}}\text{れ}\mathrm{t}\mathrm{g},\backslash \lambda\overline{\pi}\mathrm{B}^{\mathrm{f}}3g-3\text{て},\cdot$ Graaemam $\text{多}\mathrm{B}\not\in G(3, g+2)\geq \mathrm{u}\text{て}\mathrm{A}\backslash \epsilon$ . $8^{\backslash }\neq r_{J}\text{多}\mathrm{f}\mathrm{l}\mathrm{R}\xi_{n}(A, B, C)$

$H^{*}(N_{g,0}, \mathrm{Q})\supset \mathrm{Q}[A, B, C]/(\xi_{g}(A, B, C), \xi_{g+1}(A, B, C), \xi_{g+2}(A, B, C))$

$\mathrm{B}^{\mathrm{f}}Rt\iota \text{す}$ る ([5], ffl\yen [2]g 1 1 $\xi \text{を},\mathrm{a}\mathrm{e}..\mathrm{R}..$ ) . $\text{ま}_{\vee\yen \text{理}\mathrm{B}\dot{\backslash }\text{でき}r_{f\mathrm{A}\backslash \text{ので_{}\text{て}P_{0}\#\text{てき}f_{j\mathrm{A}\backslash \mathrm{B}^{\backslash },}}^{}}}^{\sim}...$.
「 $*\backslash \sim W^{J},$ Pascal 4 $\Phi \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{J}\text{を}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}^{\mathrm{A}\backslash \text{て}},$

$t\iota \text{の^{}\backslash },\lambda \text{数}\mathrm{B}^{\backslash _{\mathrm{p}}}.5X\text{でき},$
$\text{そ_{}}^{}|_{\vee}^{}$ BernoM $\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{B}^{\mathrm{i}}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\text{現す}$る.

$\mathrm{b}’ \mathrm{U}(\angle)$

\S 4. 似た現象を探すと, $\mathrm{X}$ の $\mathrm{J}\mathrm{a}\iota \mathrm{o}\mathrm{b}\mathrm{i}$ 多様体のコホモロジー環のテータ因子 eで生或される部分
例 $\dot{\lambda}$ば, 3 $P\mathrm{I}$目の 28 は 2 列目 $\text{の}5\text{の}2\mathrm{r}_{-}$ との 4列日の 6 の 3倍を足したもの.9モンユライには偶奇の 2種類があるが, $$ここでは $N_{g,0}^{-}$ の方を考えてぃ $\text{る}$ .
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は次の構造をもっていることに気付く.

1 $H^{0}$

$\mathrm{o}\mathrm{o}|||$ $[]$ $H^{2}$

$\mathrm{J}_{\mathrm{o}}^{\mathrm{o}}|||\mathrm{o}_{\#}$

$[\Theta^{3}/3!][\Theta^{4}/4!]$
$H^{6}H^{8}$

$[\Theta^{2}/2!]$ $H^{4}$

Grasmann 多様体は等質空間であるが, 他の等質空間のコホモロジー環の構造もよく知られ
ている. 例えば,

$0\nearrow^{/^{\mathrm{O}}}$

$\mathrm{o}\mathrm{o}\acute{\backslash }0\swarrow_{\backslash /}^{\backslash }0\swarrow\backslash \grave{\swarrow}/\backslash \backslash J^{\mathrm{o}}\mathrm{o}\mathrm{o}$

$\#_{\mathrm{t}^{\mathrm{I})}}?1$

$\backslash /$

$\swarrow^{\acute{\mathrm{o}}}0$

は 10次元直交 Grassmann 多様体 SO$(10, \mathrm{R})/U(5),$ $6$ 次元シンプレクテイツク Grassmann
多様体と $G_{2}$ 多様体のコホモロジー環の Hasse 図である (例えば, [4]). 10 このように 2 重線,

3 重線, $\cdots$ が現れるのはアフイン Lie環の等質空間のコホモロジー環の特徴でもあることを最後
に注意しておく.
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