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1 はじめに

ここでは, 連立 1 次方程式 $Ax=b$ を BiCGSTAB(\ell ) 法 [12] で解くことを考える. ここで, A
は $n\cross n$ の正方行列, $b,$ $x$ は $n$次元の右辺ベクトルおよひ解ベクトルとする. BiCGSTAB(\ell )
法は BiCG 法系統の反復解法の一つで, その他に例えば, BiCG 法, CGS 法, BiCGSTAB 法,
$\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{A}\mathrm{B}2$ 法, GPBiCG 法, など多くの解法がある. 一般に, BiCG 系統の解法では初期残
差 $r_{0}$ と初期シャドゥ残差 $r_{0}^{*}$ が必要になる. 前者は, 初期値 $x_{0}$ を与えれば, $r_{0}=b-Ax_{0}$

の式から自ずと決まる. しかし, 後者の初期シャドゥ残差の与え方には任意性が残っている.
すなわち, 初期シャドゥ残差が満たすべき条件としては, 内積 $(r_{0}^{*}, r_{0})\neq 0$ だけである. しか
し, この条件を最低限満たすということとその簡便さから, 従来は $r_{0}^{*}=r_{0}$ と与えることがよ
く行なわれてきた. そして, その条件下で様々な反復法の収束性, 頑強性, 効率などが今まで
論じられてきた.
一方, BiCGSTAB(\ell ) 法では計算を始める前に段数 $\ell$ を陽に与える必要がある. そのため,
従来の研究 [8] [9] [11] では収束過程の残差などの情報から, 例えば, 停滞 (stagnation) や破綻
(break do�) などの現象を検出し, 段数 $\ell$ を一時的に増加させることによって停滞や破綻を
回避し, それらを通過した後, 元の段数に戻るという適応型の BiCGSTAB(\ell ) 法の研究開発に
重点がおかれてきた. 元の BiCGSTAB(\ell ) 法の収束性の本質についてはあまり目が向けられ
てこなかった感がある.

そこで, 本研究では, 初期シャドゥ残差 $r_{0}^{*}$ の与え方に任意性が残っていることに着目し,
それを適切に与えることによって BiCGSTAB(科法の収束特性が向上することを数値実験に
て示す. すなわち, $r_{0}^{*}$ に一様乱数を与えた BiCGSTAB(\ell ) 法の有効性を検証する. さらに,
収束時の近似解の相対残差の大きさにも注意を向け, 単に効率の比較だけでは論じられない
BiCGSTAB(\ell ) 法の総合的な収束性について論じる. そして, BiCGSTAB(\ell ) 法の有効な使用
指針を示す [4].

2BiCGSTAB(\ell )法の算法

以下に BiCGSTAB(\ell )法の算法を示す. BiCGSTAB(\ell ) 法では, $k=m\ell+\ell(m=0,1,2, \cdots)$

に関して残差ベクトルや近似解の更新などが行なわれる. この反復は外部反復と呼ばれる. $\ell$
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を段数と呼ぶ. 外部反復は二つの内部反復から構成されている. 一つは, BiCG 法を使う BiCG
パートで, もう一つは $\ell$ 次の $\mathrm{M}\mathrm{R}$(Minimal Residual) 多項式を用いるパートである. 後者では,
修正 Gram-Sch而 dt の直交化を利用して $\ell$ 本のベクトルの直交化が行なわれる. そこでの演
算量は $O(\ell^{2})$ で見積もられ, BiCG パートの演算量に比べて非常に多くなる.

[Algorithm of BiCGStab(\ell )]

$k=-\ell$

$\underline{\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{e}}$

$x_{0},$ $\underline{r_{0}^{*}}$ , compute $r_{0}=b-Ax_{0}$

take $u_{-1}=0,$ $\mathrm{x}_{0}=x_{0},$ $\rho_{0}=1,$ $\alpha=0,$ $\omega=1$

repeat untfl ll $r_{k+\ell}$旧 is small enough

$k=k+\ell$

Put $\hat{u}_{0}=u_{k-1},\hat{r}_{0}=r_{k},\hat{x}_{0}$ $=\mathrm{x}_{k},$ $\rho_{0}=-\omega\rho_{0}$

For $j=0,1,$ $\cdots,$
$\ell-1$ [BiCG part]

$\rho_{1}=(\hat{r}_{j}, r_{0}^{*}),$ $\beta=\alpha\frac{\rho_{1}}{\rho_{0}},$ $\rho_{0}=\rho_{1}$

$\hat{u}_{i}=\hat{r}_{i}-\beta\hat{u}_{i}$ $(i=0,1, \cdots,j)$

$\hat{u}_{j+1}=A\hat{u}_{j},$ $\gamma=(\hat{u}_{j+1}, r_{0}^{*}),$ $\alpha=\frac{\rho_{0}}{\gamma}$

$\hat{r}_{i}=\hat{r}_{i}-\alpha\hat{u}_{i+1}$ $(i=0,1, \cdots,j)$

$\hat{r}_{j+1}=A\hat{r}_{j},\hat{x}_{0}=\hat{x}_{0}+\alpha\hat{u}_{0}$

end

For $j=1,2,$ $\cdots,$
$\ell$ [$\mathrm{M}\mathrm{R}$ part]

$\tau_{ij}=\frac{1}{\sigma_{i}}(\hat{r}_{j},\hat{r}_{i}),\hat{r}_{j}=\hat{r}_{j}-\tau_{ij}\hat{r}_{i}(i=1,2, \cdots,j-1)$

$\sigma_{j}=(\hat{r}_{j},\hat{r}_{j}),$ $\gamma_{\acute{j}}=\frac{1}{\sigma_{j}}(\hat{r}_{0},\hat{r}_{j})$

end
$\gamma_{\ell}=\gamma_{\acute{\ell}},$

$\omega=\gamma_{\ell}$

$\gamma_{j}=\gamma_{\acute{j}}-\sum_{i=j+1}^{\ell}\tau_{ji}\gamma_{i}$ $(j=\ell-1, \cdots, 1)$

っj” $= \gamma_{j+1}+\ell-1\sum\tau_{ji}\gamma_{i+1}(j=1,2, \cdots, \ell-1)$

$i=j+1$

$\hat{x}_{0}=\hat{x}_{0}+\gamma_{1}\hat{r}_{0},\hat{r}_{0}=\hat{r}_{0}-\gamma_{\acute{\ell}}\hat{r}_{\ell},\hat{u}_{0}--\hat{u}_{0}-\gamma p\hat{u}\ell$

$\hat{u}_{0}=\hat{u}_{0}-\gamma_{j}\hat{u}_{j},\hat{x}_{0}=\hat{x}$0+\gamma �’r^j’ $\hat{r}_{0}=\hat{r}_{0}$ -\gamma � r^j $(j=1,2, \cdots, \ell-1)$

Put $u_{k+\ell-1}=\hat{u}_{0},$ $r_{k+\ell}=\hat{r}_{0},$ $\mathrm{x}_{k+\ell}=\hat{x}_{0}$

end.

簡単に演算量について考える. 例えば, 行列ベクトル積の演算量を 1 とすると, 段数 $(\ell)$ を使っ

て, BiCGSTAB(\ell ) 法の平均演算量は $\ell+5$ と表される [12]. $\text{し}$たがって, BiCGSTAB(\ell ) 法に

おいて $\ell=1$ と $\ell=2$ の演算量の比は $7/6=$ 約 1.17, 同様 $[]_{}^{}\ell=1$ と $\ell=8$ との同比は $13/6=$ 約
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2.17 となる. 段数を増やすと演算量は急に増加する. そのため, 段数増加という操作は収束性
を改善する反面計算時間の増大を招く.

3 初期シャドゥ残差 $r_{0}^{*}$ について

以下のように固有ベクトルおよひ固有値の各個数を表す記号を定める.

BiCG 法系統の反復法では, 係数行列 $A$ の性質だけなく初期残差 $r_{0}$ の固有ベクトルの個数
と収束性が関係深い. すなわち, 残差ベクトル’は残差多項式 $R_{n}(A)$ と初期残差 $r_{0}$ との積
で表され, 初期残差 $r_{0}$ も解法の収束性を左右する重要な要因である. また, 収束までの反復
回数の点から, 初期残差 $r_{0}$ に含まれる固有値に対応する固有ベクトル成分の個数 $k$ は少な
い方が好ましい. したがって, 従来のように, $x_{0}=0,$ $r_{0}=b$ かっ $r_{0}^{*}=r_{0}$ とおくのは, 固有
ベクトル成分をこれ以上増加させないという意味で良案のーっである. 反復解法の収束性は,
固有ベクトル成分の個数 : $k$ と $k^{*}$ の大小関係によって以下のように分類される [1][3].

1. $k<K$ のとき. すなわち, 初期残差の固有ベクトル成分の個数が少ないとき.

(a) $k^{*}\approx k$ のとき, 速い収束性が得られたり, 丸め誤差の影響で発散したりする.

(b) $k<k^{*}$ のとき安定に収束する.

2. $k\approx K$ のとき. すなわち, 初期残差, 初期シャドウ残差の固有ベクトル成分がともに多
いとき, 反復回数は多いが安定に収束する.

本研究で考察する, 初期残差を $r_{0}=b$ とおき, 初期シャドゥ残差 $r_{0}^{*}$ に乱数 $\dot{\text{を}}$与える, とい
うのは上記 l.-(b) の場合 (下線部分) にあたる. 本研究ではこれらの場合の収束性向上の可能
性について調べた [2] [6]. また, 一般に, 一様乱数にはすべての固有ベクトル成分が含まれる
可能性が高いと推測される.

4 テストで用いた乱数について

初期解に代入する乱数には, 以下の 3種類の一様乱数 (区間は [0,1]) を用いた.

$\bullet$ Merseme Twister法による乱数 (以下, ’
$\mathrm{M}\mathrm{T}$’と略す) [7].

$\bullet$
$\mathrm{M}$ 系列乱数 (’ $\mathrm{m}$ 系’ と略す). 演算としては, 合同法の乗算 (およひ加算) に対して, 排他
的論理和をとる論理演算を用いる [5].

・線形合同法による乱数 (’ 合同’ と略す). 漸化式を使った乱数法である.
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4.1 初期{直 : $x_{0},$ $x_{0}^{*},$ $r_{0},$ $r_{0}^{*}$ の組合せ

初期値 : $x_{0},$ $x_{0}^{*},$ $r_{0},$ $r_{0}^{*}$ の組合せを以下に示す. 以下では, タイプ A とタイプ $\mathrm{B}$ における

BiCGSTAB(\ell ) 法の収束性を調べた.

5 数値実験

数値実験は九州大学情報基盤センターの富士通:スーパコンピュータ VPP5000上で倍精度演
算で実行した. 言語は FOrtran90 を使用した. コンパイルは fft コマンドのみとし, 特別の最適
化オプションは使わなかった. 実験は従来のタイプ Aおよび乱数を使うタイプ $\mathrm{B}$ の場合につ
いて行った. また, タイプ $\mathrm{B}$ の結果の数字は 3種類の乱数のときの平均値である. $n$ は行列の次
元数を表す. 表中の’相対残差’ とは第 $k$ 回目の反復における $\log(||b-Ax_{k}||_{2}/||b||_{2})$ を表す.
段数 $\ell$ の最大値は 8 とした. 収束判定は各反復での相対残差 2 ノルムが $||r_{k}||/||r_{0}||\leq 10^{-12}$

のときとし, 最大反復回数は 2000 回とした. 行列に前処理はしなかった. 収束の” 破綻 (break
do�)” は以下の $\sigma_{k}$ の式で判定した. すなわち, $\sigma_{k}$ の値が計算機イプシロン $\epsilon(=2.2\cross 10^{-16})$

の平方根, すなわち $1.5\cross 10^{-8}$以下のとき残差は” 破綻” したと判定した.

$\sigma_{k}$ $=$ $(r_{k}, r_{0}^{*})/(||r_{k}||\cdot||r_{0}^{*}||)\leq\sqrt{\epsilon}$ (5.1)

5.1 テスト問題

1. [問題 1] 実数 Toeplitz行列: $\gamma$ は実数パラメータ. 右辺項は厳密解がすべて 1 となるよ
うに定めた [10]. 次元数は $n=262144$である.

$A:=[0\gamma 02$

$\gamma 021$

$\gamma 021$

$.021.$

.

$\cdot 21.$

.

$\cdot.0]$

2. [問題 2] 正方形領域 $[0,1]^{2}$ で定義され $.-$偏 分方程式から生じた境界値問題 (全周 Dirich-
let 境界条件) : 実数行列 [6]. $D$ は実数. 次元数 $n=256^{2}$ . 格子幅 $\mathrm{h}$ は 1/257. 厳密解を
$u(x, y)=1+xy$ とし, 右辺項 $G(x, y)$ を定めた.

$-u_{xx}-u_{yy}+Du_{x}=G(x, y)$
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3. [問題 3] 正方形領域 $[0,1]^{2}$ で定義された以下の境界値問題 (全周 Dirichlet 境界条件) :
実数行列 ([6] 一部条件変更). $D$ は実数. 次元数 $n=256^{2}$ . 格子幅 $\mathrm{h}$ は 1/257. 厳密解が

$u(x, y)=1+xy$ となるよう (こ右辺項 $G(x, y)$ を定めた.

$-u_{xx}-u_{w}+D \{(y-\frac{1}{2})u_{x}+(x-\frac{1}{3})(x-\frac{2}{3})u_{y}\}-\pi^{2}u=G(x, y)$

5.2 実験結果

表 1-表 2 に問題 1 の結果を示す. 表 2 中の下線を付けた数字は収束までの計算時間が最も
少なかったものを表す. 以下の表でも同様の意味とする. また, 表中の “-,, 印は最大反復回数
までで収束しなかったものを表す.

表 1: Toeplitz行列のとき, BiCGSTAB(\ell ) 法において計算時間が最も少なかったときの段数
$(\ell)$ , 時間 (秒), 相対残差, 2 つのタイプの時間の比

表 2: Toeplitz行列 $(\gamma=1.7)$ のときの段数, 反復回数, 時間 (秒),相対残差, 比

表 2 のタイプ $\mathrm{B}$ については, 反復 1 回当たりの計算時間 (単位 : ミリ秒) と段数 $\ell=1$ のとき

の同時間を 1 としたときの比を示す. 表 1 と表 2 の結果から以下のことがわかる.
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1. より大きな $\gamma$ の値に対して, 乱数を使うタイプ $\mathrm{B}$ の方が従来のタイプ A よりも収束性が

頑強である.

2. タイプ $\mathrm{B}$ の方が段数も少なく計算時間も短い.

3. タイプ A では, 段数を大きくしても必ずしも反復回数は減らないこと, 逆に増えること

もある.

4. タイプ $\mathrm{B}$ では反復回数はほぼ一定である.

5. いずれの場合も, 近似解は要求精度と同じ 12桁の精度を持つ.

6. タイプ Aでは, 段数 $\ell=3$ のとき (反復回数が 205 回を超えたとき, 図 1 参照) 残差の破綻

が起こった.

7. 段数を増すに従って, 反復 1 回当たりの計算時間がほぼ一定の比率で増えている.

図 1 に $\gamma=1.7$ のときの収束の履歴を示す. 段数 $\ell=2$ と段数 $\ell=3$ の二つの場合を示す. いずれ

の場合もタイプ A とタイプ $\mathrm{B}$ のときの残差ノルムの値をプロットした. 図から, タイプ A で

は収束しなかったものが, タイプ $\mathrm{B}$ では $\ell=2$ と $\ell=3$ のいずれの場合も収束したことがわか
る. 特に, タイプ A で $\ell=3$ のとき, 反復回数が 205 回を超えたとき残差が急激に増加し (オー
ダ $10^{-5}$ からオーダー 10 へ), (5.1) 式の “破綻” が検出された. ただし, 図 1 は破綻の後も反復
計算を続行させたときの収束の履歴である.

図 1: Toeplitz 問題に対するタイプ A とタイプ $\mathrm{B}$ の各収束履歴 ($\gamma=1.7$ , 段数 $\ell=2$ と $\ell=3$ のとき)
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次に, 表 3-表 7 に問題 2 の結果を示す. 表 3 から, (i) タイプ A の相対残差が要求精度に比
べて悪いこと, $-\text{方}$ , タイプ $\mathrm{B}$ はほぼ要求精度を満たしていること, (ii) 計算時間は 21.4%\sim
41.0%(反復回数の平均で 67.2%に減少, 計算時間で 65.9%に減少) ほどタイプ $\mathrm{B}$ の方が少ない
ことがわかる.

表 3: 問題 $2(\mathrm{D}\mathrm{h}=2)$ のときの段数, 反復回数, 時間 (秒), 相対残差, 比

表 4: 問題 2($\mathrm{D}\mathrm{h}=2$ と $\mathrm{D}\mathrm{h}=4$のとき) : 乱数の違いによる反復回数の変化

表 4の結果から, 3種類の乱数による違いは, その差はいずれも小さ $\text{く},$ $\mathrm{D}\mathrm{h}=2$ と引 1合同”
がよ $\text{く},$ $\mathrm{D}\mathrm{h}=4$ のときは “$\mathrm{M}\mathrm{T}$” と “$\mathrm{m}$ 系” がよいことがわかる. しかし, 従来のタイプ A に比
較すると, いずれも回数力状幅に少なくなっていることがわかる. ただし, 表 4 の平均値は段
数 $\ell=2$ から段数 $\ell=8$ までの平均である. 次に, 表 5 から, $\mathrm{D}\mathrm{h}=4$ のときも, タイプ A の相対残
差が悪いことがわかる. また, 計算時間も 26%\sim 35% 程, タイプ $\mathrm{B}$ の方が少ないことがゎか
る. 表 5 の段数が 1 のときのタイプ $\mathrm{B}$ の括弧っきの数字は, 3種類の乱数のうち収束した’M
系’の乱数のときの値を示している.
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表 5: 問題 $2(\mathrm{D}\mathrm{h}=4)$ のときの段数, 反復回数, 時間 $(\ovalbox{\tt\small REJECT}’\grave{/}^{\mathrm{J}})$ , 相対残差, 比

表 6 から, パラメータ Dh の値を 0.5 から 32 まで変えたとき, いずれもタイプ $\mathrm{B}$ の方が従来

のタイプ A よりも計算時間 (平均 82.5%に減少) も少ないこと, また相対残差の値から要求精
度の 12桁まで精度が得られていることがわかる. 一方, タイプ A の近似解の相対残差の値が
非常に悪いことも目立つ. 特に, タイプ A の $\mathrm{D}\mathrm{h}=2.0$ のとき相対残差が-5.4 しか得られず最悪

である. また, Dhが 1.0 と 16 の間の値のときも相対残差が最良でも約-9.1 しか得られないな
ど精度が悪い.

表 6: 問題 2:Dh を変化させたとき, 最少の計算時間のときの段数, タイプ A と $\mathrm{B}$ の時間

(秒), 比 (%), 相対残差

次に, 表 7 から, 収束までの時間が最も短かった (Dh が 2 より小さいとき $\ell=1$ のときが最

速, $\mathrm{D}\mathrm{h}=4$ 以上のとき $\ell=2$ のときが最速) ときと段数が 8 のときを比べて, 相対残差が大幅に
悪くなることなどがわかる. しかし, その度合はタイプ A の方が大きく, 段数をむやみに大き
くすると近似解の精度を保持することが難しくなることがわかる. 図 2 に $\mathrm{D}\mathrm{h}=4.0$ , 段数 $\ell=2$

のときの 2 つのタイプの収束履歴を示す.
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表 7: 問題 2: 最少の計算時間のときの段数と相対残差 $\mathrm{v}\mathrm{s}$ . 段数=8 のときの相対残差の比較

図 2: 問題 $2(\mathrm{D}\mathrm{h}=4.0)$ に対するタイプ A とタイプ $\mathrm{B}$ の各収束履歴 (段数 $\mathrm{L}=2$ のとき)

表 8-表 9 に問題 3 の結果を各々示す. 表 8からタイプ A とタイプ $\mathrm{B}$ の計算時間の差は 4.4%と
小さいことがわかる. しかし, 特に $\mathrm{D}\mathrm{h}=4$のとき, タイプ Aでは相対残差が-8.8 しかなく, タイ
プ $\mathrm{B}$ の相対残差との差が非常に大きいことがわかる. 相対残差の平均でも 1.1 桁ほどタイプ

$\mathrm{B}$ の相対残差がタイプ Aよりよいことがわかる. また, タイプ $\mathrm{B}$ のとき, 相対残差の値は-12.O
前後の値で非常に安定してよいこともわかる. 表 9でも, 表 7 と同様に, 従来のタイプ A の方
が段数を増やしたときの近似解の相対残差の低下の度合が大きく近似解の精度が失われやす
いことがわかる.

以上の数値実験結果から, 従来のタイプ A の初期値設定法と初期シャドウ残差 $r_{0}^{*}$ に一様乱
数を与えるタイプ $\mathrm{B}$ の BiCGSTAB(\ell ) 法の収束性に関して次の知見が得られた.
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表 8: 問題 3:Dh を変化させたとき, 最少の計算時間のときの段数およびタイプA と $\mathrm{B}$ の各
時間 (秒), 比 (%), 相対残差

表 9: 問題 3: 最少の計算時間のときの段数と相対残差 $\mathrm{v}\mathrm{s}$ . 段数$=8$ のときの相対残差の比較

1. 段数を大きくすると近似解の相対残差はだんだんと悪くなる. そのため, 段数をむやみ
に大きな値にするのは危険である. (例えば, 表 3, 表 5, 表 7, 表 9 より)

2. 従来のタイプ A よりもタイプ $\mathrm{B}$ が収束性が頑強である. (主として表 1 と表 6 より)

3. タイプ $\mathrm{B}$ の近似解の相対残差は, 要求精度と同じオーダ $10^{-12}$ が保持された. 一方, タイ
プ A では, 平均でオーダ $10^{-8.9}$ と非常に悪い. このことは計算時間の比較以前の問題で
ある. (表 6 より. 同様の傾向が表 8 でも見られる)

4. 計算時間もタイプ $\mathrm{B}$ が従来のタイプ A よりも少ない. (表 1 と表 6 より)
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6 まとめ

タイプ $\mathrm{B}$ の BiCGSTAB(\ell )法, すなわち , 初期シャドウ残差 $r_{0}^{*}$ に一様乱数を使用する BiCG-
STAB(\ell ) 法を使えば, 計算時問およひ得られた近似解の相対残差の観点から, 最少の計算時間
で妥当な近似解が得られる可能性が高く, そのときの段数の上限も $\ell=3$程度の少ない数で
十分である.
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