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1. 序論

実数 $\alpha$ に対して、その (単純、または正規) 連分数展開を

1
$\alpha=[a_{0}; a_{1}, a_{2}, \ldots]=a_{0}+$ 1

$a_{1}+$

$a_{2}+ \frac{1}{a_{3}+}\ldots$

によって与える。 ここで、

$\alpha=a_{0}+(1/\alpha_{1})$ , $a_{0}=\lfloor\alpha\rfloor$ ,

\mbox{\boldmath $\alpha$}n=a、 $+(1/\alpha_{n+1})$ , $a\text{、}=\lfloor\alpha_{n}\rfloor$ $(n=1,2, . . .)$ .

連分数においては、部分商の列 $a_{0},$ $a_{1},$ $a_{2},$ $\ldots,$ $a_{n},$ $\ldots$ がとんなパターンになる力$\backslash$、その規則

性や法則性 $|\mathrm{h}^{-}$最も興味ある話題である。また逆に、任意に与えられた部分商の列をもつような
実数の closed form (exlicit form) を見出すことも大変興味があるところである。

二次無理数 $\alpha$ と周期的連分数

$\alpha=[a_{0;}a_{1}, \ldots, a_{m}, \overline{a_{m+1},\ldots,a_{m+s}}]$

$=[a_{0;}a_{1}, \ldots, a_{m}, a_{m+1}, \ldots, a_{m+s}, a_{m+1}, \ldots, a_{m+s}, a_{m+1}, \ldots, a_{m+s}, \ldots]$

との関係はよく知られている。

定理 A. $\alpha$が周期的単純連分数展開を持つことの必要十分条件は、 $\alpha$が二次無理数, すなわち

係数が整数で判別式が平方数でない正数であるような二次方程式をみたす無理数であることで
ある。

必要条件は Euler (1737)、十分条件は Lagrange (1770) によって証明されている。もつともこ
れは大雑把な関係であり、より具体的なパターンについては今でも多くの研究がなされて 1 る。

次の Hurwitz の連分数 (擬似周期的連分数)もよく知られている。

$[c_{0;}c_{1}, \ldots, c_{n},\overline{Q_{1}(k),\ldots,Q_{p}(k)}]_{k=1}^{\infty}$

$=$ [$c_{0;}c_{1},$ $\ldots$ ,ら, $Q_{1}(1),$
$\ldots,$

$Q_{p}(1),$ $Q_{1}(2),$
$\ldots,$

$Q_{p}(2),$ $Q_{1}(3),$
$\ldots,$

$Q_{p}(3),$ $\ldots$ ]
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ここで $c0$ は整数、 $\ovalbox{\tt\small REJECT},$ $\ldots$ , らは正整数であり、 $Q_{1}(\mathrm{A})$ , . . . , $Q_{p}(k)$ は $k\ovalbox{\tt\small REJECT} 1,2,$
$\ldots$ に対し

て正整数値を取る有理係数多項式で、多項式のうち少なくてもーっは定数ではない。

$e=[2.\cdot, 1,2,1,1,4,1,1,6,1, \ldots]=[\underline{9};\overline{1,2k,1}]_{k=1}^{\infty}$

$\tanh 1=\frac{e^{2}-1}{e^{2}+1}=[0;1,3,5,7, \ldots]=[0;\overline{2k-1}]_{k=1}^{\infty}$

$\tan 1=[1;1,1,3,1,5,1, \ldots]=[1;\overline{2k-1,1}]_{k=1}^{\infty}$

なとはこのタイプの連分数のよく知られた例である。 しかし、Hurwitzの連分数の一般的
な closed formは知られていないばかりか、多項式が二次以上になるような具体的例は未だに
何一つ知られていない。

一般的に、与えられた実数に対して、その連分数展開の部分商列が規則性・法則性を持っがとう
か、持つとすればとういうタイプになるのかという問題はかなり難しく、例えば2 $*\log 2$ な

と多くの超幾何関数の具体的値の連分数展開についてはその規則性がほとんと知られてぃない
(多くの実験結果はあるが)。また、部分商列を人工的に与えたもの、例えば

$[$ 1; 1, 2, 3, 5, 8, $\ldots]=[F_{0;}F_{1}, F_{2}, F_{3}, F_{4}, F_{5}\ldots]$ $(F_{n}1\mathrm{h}n\mathfrak{F}\mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{c}\mathrm{i}\text{数})$ ,
$[a;b, a, b, b, a, b, a, b, b, a, b, b, \ldots]$ (Fibonacci word)

のような連分数展開の closed formを求めることも甚だ困難である。

2. TASOEVの連分数

上述した二種類のタイプ以外の規則性を保つ連分数展開の実例はほとんと知られていながった 1
$\text{。}$ これに対して、Tasoev [7], [8] は今までにない新しいパターンをもっ連分数展開

を考え、その数論的諸性質を示した。Tasoevの連分数は、Hurwitzの連分数で多項式のところ
が指数関数の形になったものとも言えるが、全く新しいタイプのものであった。そればかりか、
Tasoevはこの連分数展開を与える実数の closed formをも与えた ( $m=1$の場合のみ。 しか

し残念ながらこれは間違っていた)。

実は、筆者によって証明されたように Tasoevの連分数は次の closed formで与えられる。

定理 $\mathrm{B}$ (Komatsu, [3]). $a$ を 2以上の整数とする。 $m=1$のとき、

$[0; a, a^{2}, a^{3}, a^{4}, \ldots]=\frac{\sum_{s_{-}^{-0}}^{\infty}a^{-(s+1)^{2}}\prod_{i-1}^{s}-(a^{2i}-1)^{-1}}{\sum_{s=0}^{\infty}a^{-s^{2}}\prod_{i=1}^{s}(a^{2i}-1)^{-1}}$ ,

$m=2$のとき、

$[0; a, a, a^{2}, a^{2}, a^{3}, a^{3}, \ldots]=$

1少しはあった。例えば、 [1], [6]
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$m\geq 3$のとき、

$= \frac{\sum_{s=0}^{\infty}T_{1,s}a^{-2s-2}\prod i_{-}^{-1}(sa^{2i}-1)^{-1}}{\sum_{s=0}^{\infty}R_{0,s}a^{-2s}\prod_{=1}^{s}(a^{2i}-1)^{-1}}\dot{.}$

が成り立つ。ここで、

$T_{1,s}=\{$
$aR_{1,s}$ $(0\leq s\leq m-1)$ ;
$R_{1,s}’$ (s\geq m入

であり、 $l=0,1$ gこ対して、 $R\iota,0=1,$ $R_{l,1}=(m-l-1)a^{2}+a+\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$R_{l,2}= \frac{(m-l-3)(m-l-2)}{2}a^{6}+(m-l-2)a^{5}+\frac{m^{2}+m-(l+1)(l+2)-2}{2}a^{4}$

$+(m-1)a^{3}+(lm- \frac{(l+2)(l+3)}{2}+4)a^{2}+\cdot(l+1)a+\frac{l(l+3)}{2}$ ,

$R_{0,3}= \frac{(m-5)(m-4)(m-3)}{6}a^{12}+\frac{(m-4)(m-3)}{2}a^{11}+\frac{(m-3)(m^{2}-7)}{3}a^{10}$

$+(m^{2}-3m+1)a^{9}+ \frac{m^{3}-3m^{2}-4m+15}{3}a^{8}+m(m-2)a^{7}$

$+ \frac{m^{3}+6m^{2}+5m-48}{6}a^{6}+\frac{m^{2}+3m-8}{2}a^{5}+ma^{4}+(m-1)a^{3}+2a^{2}+2a$ ,

. . . なとが成り立つ。

注. $R_{l,s}$ と $R_{l,s}’$ は次の漸化式を溝たす。

$R_{0,s}’=R_{1,s-1}+a^{2}R_{0,s-1}’+ \sum_{t=1}^{s-2}a^{2(t+1)}R_{m-t,s-1}’+a^{2s-1}\sum_{l=2}^{m-s+1}R_{l,s-1}$ ,

$=a^{2}R_{m-1,s}’-(a^{2s}-1)R_{1,s-1}$ ,

$R_{l,s}=R_{l-1,s}-(a^{2s}-1)R_{l+1,s-1}$ $(l=1,2, \ldots,m-s)$ ,

$R_{m-s\dagger 1,s}’=aR_{m-s,s}-(a^{2s}-1)R_{m-s+2,s-1}’$ ,

$R_{m-t,s}’=a^{2}R_{m-t-1,s}’-(a^{2s}-1)R_{m-t+1,s-1}’$ $(t=2,3, \ldots, s-2)$ ,

$R_{m-1,s}’=a^{2}R_{m-2,s}’-(a^{-s}’-1)R_{0,s-1}’$ .

$m\geq 3$の場合、Tasoevの連分数は厳密な意味では explicit な形を持たないことになる。

$m=1$ と $m=2$の場合、Tasoevの連分数には様々な拡張形が存在する。

定理 1. $a(>1)$ を整数、 $u$ を $ua$が正整数となる有理数とする。このとき、

$[$0; $\overline{ua^{k}}]_{k=1}^{\infty}=\frac{\sum_{s=0}^{\infty}u^{-2s-1}a^{-(s+1)^{2}}\prod_{=1}^{s}(a^{2i}-1)^{-1}}{\sum_{s=0}^{\infty}u^{-9_{S}}\sim a^{-s^{2}}\prod_{i=1}^{s}(a\underline’-1)^{-1}}..\cdot$ .
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例 1. $ua$ を $a_{\text{、}}a$ を $r$ とおき、分子と分母をひっくり返すと次を得る。

[幾何級数列]

$[a;ar, ar^{2}, ar^{3}, \ldots, ar^{n}, \ldots]=\frac{\sum_{s=0}\infty a^{-\underline{9}_{S}}r^{-s^{2}+}\prod_{i=1}^{s}\underline{9}_{S}(r^{2i}-1)^{-1}}{\sum_{s=0}^{\infty}a^{-2s-1}r^{-s^{2}}\prod_{i=1}^{s}(r^{\underline{\supset}_{i}}-1)^{-1}}.$.

D. H. Lehmer [4] や Elianu [2] によって得られた次の結果と比較してみると面白い。

[算 $\mathrm{i}|\mathrm{f}\mathrm{J}$級数’$|\rfloor$ ] [$a$ ;a+d, 。+2d, 。$+3d,$
$\ldots,$ $a+nd,$ $\ldots$ ] $= \frac{I_{(a/d)-1}(\frac{2}{d})}{I_{a/d}(\frac{2}{d})}$

ここで、

$I_{\lambda}(z)= \sum_{\nu=0}^{\infty}\frac{(z/2)^{\lambda+2\nu}}{\nu!\Gamma(\lambda+\nu+1)}$

は第一種変形 Bessel関数である。

定理 2. $a(>1)$ を整数、 $u$ を $ua$が正整数となる有理数とする。 このとき、

$[0; ua-1) \overline{1,ua^{k+1}-2}]_{k=1}^{\infty}=\frac{\sum_{s}^{\infty}--0(-1)^{s}u^{-2s-1}a^{-(s+1)^{2}}\prod_{i-1}^{s}-(a^{2i}-1)^{-1}}{\sum_{s=0}^{\infty}(-1)^{s}u^{-2s}a^{-s^{2}}\prod_{i=1}^{s}(a^{2i}-1)^{-1}}$ .

Theorem 3. $a(>1)$ を整数、 $u_{f}v$ を $ua$ , vaが正整数となる有理数とすると、

$[$0; $\overline{ua^{k},va^{k}}]_{k=1}^{\infty}=\frac{\sum_{s-0}^{\infty}-u^{-s-1}v^{-s}a^{-(s+1)(s\dagger 2)/2}\prod_{i-1}^{s}-(a^{i}-1)^{-1}}{\sum_{s=0}^{\infty}u^{-s}v^{-s}a^{-s(s+1)/2}\prod_{i=1}^{s}(a^{i}-1)^{-1}}$ .

例 2. $v=1$ とおくと、 $[$0; $\overline{ua^{k},a^{k}}]_{k=1}^{\infty}=R(a^{-1} ; u^{-1})-1$を i号る。 ここで、 $R(z;x)$ は-
般 Rogers-Ramanuj an連分数であり、

$R(z;x)=1+$ $zxz^{2}x$ $= \frac{\sum_{s=0}^{\infty}x^{s}z^{s^{2}}\prod_{i-1}^{s}-(1-z^{i})^{-1}}{\sum_{s=0}^{\infty}x^{s}z^{s(s+1)}\prod_{i=1}^{s}(1-z^{i})^{-1}}$

$1+$

$1+ \frac{z^{3}x}{1+}\ldots$

によって定義される。

定理 4. $a(>1)$ を整数、 $u_{f}v$ を $ua(>1),$ va(>2) が正整数となる有理数とすると、

$[0; ua-l, 1, va-2, 1, ua^{k+1}-2,1, va^{k+1}-2]_{k=1}^{\infty}$

$= \frac{\sum_{s-0}^{\infty}-(-1)^{s}u^{-s-1}v^{-s}a^{-(s+1)(s+2)/2}\prod_{i_{-}1}^{s}-(a^{i}-1)^{-1}}{\sum_{s=0}^{\infty}(-1)^{s}u^{-s}v^{-s}a^{-s(s+1)/2}\prod_{i=1}^{s}(a^{i}-1)^{-1}}$ .

$a=2$ かつ $v=1$ ならば、

$[0; 2u-1,2,2^{k+1}u-2,1,2^{k+1}-2,1]_{k=1}^{\infty}$

$= \frac{\sum_{s-}^{\infty}-0(-1)^{s}u^{-s-1}2^{-(s+1)(s+2)/2}\prod_{i_{-}^{-}1}^{s}(2^{i}-1)^{-1}}{\sum_{s=0}^{\infty}(-1)^{s}u^{-s}2^{-s(s+1)/2}\prod_{i=1}^{s}(2^{i}-1)^{-1}}$ .

以 Tで、 $a$ は 2以上の整数、 また $u$及ひ $v$は各部分商が正整数となるように取るものとする。

103



$s\ovalbox{\tt\small REJECT} s+\sim)^{2}$

$\sum\ovalbox{\tt\small REJECT}_{0}u^{-s-1}v^{-}a$ $\prod-_{\ovalbox{\tt\small REJECT} 1(a^{2\ovalbox{\tt\small REJECT}}\dashv-1\ovalbox{\tt\small REJECT})^{-1}}$

$[0 \ovalbox{\tt\small REJECT} ua"-1-1,1_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}va"-1]\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\ovalbox{\tt\small REJECT}\sim}\ovalbox{\tt\small REJECT}\sum\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{(-\mathfrak{h}^{s,-s}v^{-s}a^{-s^{2}}\mathrm{I}\mathrm{I}\ovalbox{\tt\small REJECT} 7_{\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}(a^{2i}-(-1)^{i})^{-\sim}}}\circ$

$[0; ua, va^{2k}-1,1, ua^{2k+1}-1]_{k=1}^{\infty}$

$= \frac{\sum_{s=0}^{\infty}(-1)^{s}u^{-s-1}v^{-s}a^{-(s+1)^{2}}\prod_{=1}^{s}(a^{2}-(-1))^{-1}}{\sum_{s=0}^{\infty}u^{-s}v^{-s}a^{-s^{2}}\prod_{=1}^{s}(a^{2}-(-1))^{-1}}\dot{.}.\cdot.\cdot\dot{.}.\cdot\dot{.}$ .

[0; $\overline{ua^{k}-1,1,va^{k}-1}1_{k=1}\infty\sum_{\sum_{s=0}^{\infty}}s=0u^{-s-1}v^{-s}a\mathrm{i}^{-(s+1)(s\dagger 2)/2}=-s-s-s(s+1)/2(-1)suva.\cdot-\prod_{\prod_{=1}^{s}}\infty s1-(a.\cdot-(-1)\dot{.})^{-1}(a-(-1)\dot{\cdot})^{-1}$ .

$[0; ua, \overline{va^{k}-1,1,ua^{k+1}-1}]_{k=1}^{\infty}$

$= \frac{\sum_{s=0}^{\infty}(-1)^{s}u^{-s-1}v^{-s}a^{-(s+1)(s\dagger 2)/2}\prod s(=1a-(-1))^{-1}}{\sum_{s=0}^{\infty}u^{-s}v^{-s}a^{-s(s+1)/2}\prod_{=1}^{s}(a-(-1)\cdot)^{-1}}\dot{.}.\cdot\dot{.}\dot{.}.\dot{\cdot}$.

3. 証明の概要

定理 1 の証明. べき級数

fn(z)=r、,0+r,,lz+r、,2z2+ $\cdot$ . .

が、 $n=0,1,2,$ $\ldots$ に対して関係式

$f_{n}(z)=ua^{n+1}f_{n+1}(z)+zf_{n+2}(z)$

を満たすものとする。すると、

$\frac{f_{\tau\iota}(z)}{f_{n+1}(z)}=ua^{n+1}+\frac{z}{f_{n+1}(z)}$

$\overline{f_{n+2}(z)}$

より、

$\frac{f_{1}(1)}{f_{0}(1)}=[0;ua, ua^{2}, ua^{3}, \ldots]$ .

が求める連分数となる。 $z^{s}$の係数を両辺比較することにより、漸化式

$r_{n,0}=ua^{n+1}r_{n+1,0}$
フ

$r_{n,s}=ua^{n+1}r_{n\dagger 1,s}+r_{n+2,s-1}$ .

を得る。最初の関係式より $r_{0,0}=u^{n}a^{nn+\lrcorner 1}r_{n,0}\Delta_{7}$ となるが、一般性を失わず、 $r\mathit{0},0=1$ と仮

定してよい。以下でわかるように、各 r、, $s$
が $r0,0$倍され、最終的に $r0,0$ が $f1(1)/f_{0}(1)$ の所で

約分されて消えるからである。故に、

$r_{n,0}=u^{-n}a^{-[perp]\neq}nn+1$ .
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$\sim-\mathrm{E}-\sigma 2\ovalbox{\tt\small REJECT} l,\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\backslash }\mathrm{R}$A $\mathfrak{v}\backslash$

r0,s=una\Delta n2土垣 r、,s+k\Sigma$=1nu^{k-1}a^{\frac{k-1)k}{2}}r_{k+1,s-1}$

を得る。 $s=1$のとき、

$r_{0,1}=u^{n}a^{\frac{nn+1}{2}}r_{n,1}$

=una二—n2+1 $r_{n,1}+u^{-2} \sum_{k=1}^{n}a^{-2k-1}$

$=u^{n}a^{\Delta nn}\#^{1}+r_{n,1}+u^{-2}a^{-1}(1-a^{-2n})(a^{2}-1)^{-1}$

より
$r_{n,1}=u^{-n-s-1}a^{-[perp] nn\frac{+1}{2}-2n-1}.(a^{2}-1)^{-1}$

を得る。 $s$の帰納法により、

rn,s=u-へ-2sa-\perp n$n_{\overline{2}}+ \Delta^{1}-2Sn-s^{2}\prod_{i=1}^{s}(a^{2i}-1)^{-1}$

が証明される。

定理 3 の証明. べき級数 $f_{n}(z)=r_{n,0}+r_{n}$ ,lz+r、,2\parallel + $\cdot$ . . , を考え、

$f_{2n}(z)=ua^{n+1}f_{2n+1}(z)+zf_{2n+2}(z)$ ,

f2。+1(z) $=va^{n+1}f_{\sim},n+2(z)+zf2n+3(z)$

を溝たすものとすると、 $f_{1}(1)/f_{0}(1)=[0;\overline{ua^{k},va^{k}}]_{k=1}^{\infty}$ である。 $z^{s}$ の係数を両辺比較する
ことにより、

$r_{2n,0}=ua^{n+1}r_{2n+1,0}$
フ

$r_{2n+1,0}=va^{n+1}r_{2n+2,0}$

また $s\geq 1$ に対して

$r_{2n,s}=ua^{n+1}r_{2n+1,s}+r_{2n+2,s-1}$ ,
$r_{2n+1,s}=va^{n+1}r_{2n+2,s}+r_{2n+3,s-1}$

を得る。

定理 2 の証明. べき級数

$f_{n}(z)=r_{n,0}.+r_{n,1}z+r_{n,2}z^{2}+\cdots$
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が、定理 1 の
$f_{n}(z)=ua^{n+1}f_{n+1}(z)+zf_{n+2}(z)$

の代わりに
$f_{n}(z)=ua^{n+1}f_{n+1}(z)-zf_{n+2}(z)$

という関係式を溝たすものとする。すると $r_{n},\iota$ は漸化式

$r_{n,0}=ua^{n\dagger 1}r_{n+1,0}$
フ

$r_{n,s}=ua^{n+1}r_{n+1,s}-r_{n+2,s-1}$

を満たす。よって定理 1 の証明と同様にして、一般に

$r_{n,s}=(-1)^{s-n-2\neq-2sn-s^{2}}ua^{-\lrcorner nn} \prod_{i=1}^{s}S(a^{2}.-1)^{-1}+1\cdot$ .

を得る。

定理 4 の証明. 単純連分数展開の代わりに負の連分数展開を用いれば、定理 2 と同様にして証明
される。

[0; $a_{1},$ $a_{2},$ $a_{3},$ $a_{4},$ $a_{5},$ $a_{6}$ , a7, . ..]

$=-[0;a_{1}+1,2,\ldots,2, a_{3}+2,2,\ldots,2, a_{5}+2,2,\ldots,2, a_{7}+2, \ldots]\tilde{a_{2}-1}\tilde{a_{4}-1}\tilde{a_{6}-1}$

という関係を使う。ここで

1
$-[0;a_{1}’, a_{2}’, \ldots]=$

1
$a_{1}’-$

$a_{2}’-’\underline{1}$

$a_{3}$ –. . .

は負の連分数展開を表す。

定理 5 の証明. 第一式では、 $z$のぺき級数

fn(z)=r、,o+r、, 1 $\ldots$ $(n=0,1,2, \ldots)$

が漸化式
$f_{n}(z)=w_{n}a^{n+1}f_{n+1}(z)+(-1)^{n+1}f_{\tau\iota+2}(z)$

を満たすものとする。ここで、

$w_{n}=\{$
$u$ (nが偶数)
$v$ $(nh^{(}\Leftrightarrow \mathrm{a})$ .

すると、

$\frac{f_{0}(z)}{f_{1}(z)}=ua-\frac{z}{f_{1}(z)}=ua-va^{2}+$

$z$

$z$

$\overline{f_{2}(z)}$ $ua^{3}- \frac{z}{z}$

$va^{4}+-$
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$[perp]$

$=[0;a_{19}’-1,1, a_{\sim}’-1, a_{3}’-1,1, a_{4}’-1, \ldots]$ .1
$a_{1}’-$

1
$a_{\underline{9}}’$ 十

$a_{3}’- \frac{1}{a_{4}’+}\ldots$

という関係より

$\frac{f_{1}(1)}{f_{0}(1)}=$ [$0$ ;ua–l, 1, $va^{2}-1,$ $ua^{3}-1,1,$ $va^{4}-1\ldots$ ]

を得る。 さて、 $f_{n}(z)$の漸化式において、 $z^{s}$ の係数を両辺比較し

$r_{n,0}=w_{n}a^{n+1}r_{n+1,0}$ ,
$r_{n,s}=w_{n}a^{n+1}r_{n+1,s}+(-1)^{n+1}r_{n+2,s-1}$ $(s=1,2,$ $\ldots)$

を得る。一般に

$r_{n,s}=\{$
$(-1)^{s}u^{-}$ 号 $-Sv^{-\frac{n}{2}-s}a^{-^{\underline{n}}\frac{n+1}{2}-2sn-s^{2}} \prod_{i=1}^{s}(a^{2i}-(-1)^{i})^{-1}$ (nが (馬数)

$u^{-^{\underline{n}_{2}}\pm}-sv- \frac{n-1}{2}-s^{nn_{2}}a^{-\Delta\pm\Delta_{-2sn-s^{2}}^{1}}\prod_{i=1}^{s}1(a^{2i}-(-1)^{i})^{-1}$ (nが奇数)

が帰納法により証明される。

第二式を得るためには、
1

$=[0;a_{1}’, a_{2}’-1,1, a_{3}’-1, a_{4}’-1,1, a_{5}’-1, \ldots]$
1

$a_{1}’+$

1
$a_{\underline{9}}’-$

$a_{3}’+’\underline{1}$

$a_{4}-\ldots$

という関係を用い、それぞれ

$f_{n}(z)=w_{n}a^{n+1}f_{n+1}(z)+(-1)^{n}f_{n+2}(z)$

そして
$r\text{。},s=w_{n}a^{n+1}r_{n+1,s}+(-1)^{n}r_{n+2,s-1}$ $(s=1,2, \ldots)$

という漸化式を代わりに考えればよい。

定理 5の第三式は、第一式と同様に証明されるが
1

$=$ [$0$ ;ua–l, 1, va–l, $ua\underline’-1,1,$ $va^{2}-1,$
$\ldots$ ].1

$ua-$ 1
$va+$

$ua^{\underline{9}}- \frac{1}{va^{2}+}$

. . .
という関係に注意する。

1
$=$ [$0;ua$ , va–l, 1, ua–l, $va^{2}-1,1,$ $ua^{2}-1,$

$\ldots$ ].1
$ua+$ 1

va-
$ua^{2}+ \frac{1}{9}$

va— $\ldots$

という関係を用いれば第四式が得られる。

107



REFERENCES

[1] J. L. Davison, A series and its associated continued ffaction, Proc. Amer. Math. Soc. 63 (1977),
29-32.

[2] J. Elianu, Sur le nombre $[\alpha, \alpha+\beta, \alpha+2\beta, \ldots, \alpha+n\beta, \ldots]$ , Rev. Roumaine Math. Pures Appl. 20
(1975), 1061-1071.

[3] T. Komatsu, Tasoev’s continued fractions, Math. Proc. Camb. Phil. Soc. 133 (2002) (to appear).

[4] D. H. Lehmer, Continued ffactions containing $al\dot{?}thmetic$ ptogoessims, Scripta Math. 29 (1973),

17-24.
[5] O. Perron, Die Lehre von den $Kettenb\ddot{m}che[]\iota$ Chelsea, 1929.

[6] J. $\mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{r}*A$ class of transcendental numbers ha\mbox{\boldmath $\tau$}ring explicit $g$ -adic and Jacobi-Perron expansions
of arbitrary dimension, Acta Arith. 61 (1995), 301-329.

[7] B. G. Tasoev, $Ce\hslash a\dot{\cdot}n$ problems in the theory of continued fractions, nudy Tbiliss. Univ. Mat.
Mekh. Astronom. 16/17(1984), $5\succ 83$ . (Russian)

[8] B. G. Tasoev, Rational $appmximat:ons$ to certain numbers, Mat. Zametki 67 (2000), 931-937;
English transl. in Math. Notes 67 (2000), 786-791.

[9] H. S. Wall, Analytic theory of continued fractions, D. van Nostrand Company, Toronto, 1948.

108


