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0 はじめに

Don Zagier の論文 「Vassiliev invariants and a strange identity rerated to the Dedekind
eta-function \rfloor ([7] (2001)) の紹介をする.

この紹介論文の主人公は次の ‘関数’ である. 右辺の $n=0$ の項は 1 と定める.

$F(q)= \sum_{n=0}^{\infty}(1-q)(1-q^{2})\cdots(1-q^{n})$

この関数は 199710 の M.Kontsevich にょる ${\rm Max}$-Planck での講義の中に現ゎれ, そこで述べ
られた $q$ が 1 の巾根のときの $F(q)$ の満たすある漸近公式 (後述の式 (18)) の予想がこの研究
の出発点であることが紹介論文の introduction に述べてある. ます $F(q)$ につぃて考えよう.
‘関数》と言っても $q$ を複素変数と見た場合, 右辺の級数は複素平面の如何なる開集合上も収束
しない. 実際, 級数が収束するためには, 第 $n$ 項の $(1-q)(1-q^{2})\cdots(1-q^{n})$ が n\rightarrow 。のと
き 0 に収束することが必要だが, 無限積 $\prod_{n=1}^{\infty}(1-q^{n})$ は $|q|<1$ では, 0 でない値に収束し,
$|q|>1$ では収束しないからである. しかし $q$ が 1 の巾根のときは級数は有限和になり値を定
める. 例えば $F(1)=1,$ $F(-1)=3$, F(e午) $=5$ -e午, $F(i)=8-3i$. 一般の F(e午) の公
式は後述される; 式 (15). また $F(q)$ は $1-q$ を不定元とした形式的巾級数と見なすこともで
きる:

$F(q)= \sum_{n=0}^{\infty}$ a、(l-q)7 $=1+(1-q)+2(1-q)^{2}+5(1-q)^{3}+\cdots\in \mathrm{Z}[[1-q]]$ . (1)

ー般に $\zeta$ を 1 の巾根として $\zeta-q$ を不定元としてもよい.
論文ではこの $F(q)$ に関する以下の話題を議論している;

i) 上記の数列 $\{a_{n}\}$ と AStoimenowによるある種のコード図の個$\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}^{\dot{\mathrm{a}}}$–致すること, Vassiliev
不変量の次元の上限の漸近挙動について.

$\mathrm{i}\mathrm{i})F(q)$ [こまつわる, ある $q$-series identity について.
$\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})1$ の巾根の近傍での $F(q)$ の巾展開の係数について.
$\mathrm{i}\mathrm{v})F(q)$ の保型性と周期との関係, およひ FG午) の $karrow\infty$ での漸近挙動につぃて.

研究集会では F(e午), $k\in \mathrm{N}$, が trifoil knot $3_{1}$ の $k$ を color とした量子ダイログ不変量
$\langle 3_{1}\rangle$ (colored Jones 多項式を適当に正規化したもの) に一致することから体積予想に関連した
FG午), $k\in \mathrm{N}$ の $karrow\infty$ での挙動の部分を中心に述べた. この原稿では述べられながった
Vassiliev 不変量に関連する部分も合わせて書きたいと思う.
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1Regular chord diagrams

式 (1) の数列 $\{a_{n}\}$ の最初の数値を表で表わす.

この数が A. Stoimenow による ‘regular コード図’の個数と一致することが最初の主張である.

集合 $\{1, 2, \ldots, 2D-1,2D\}$ 上の固定点なしの involution $\tau(\tau^{2}=id)$ を, ‘次数 $D$ のコー

ド図》という. ( $i$ と $\tau(i)$ を上半平面内の破線 (コード) で繋いだ図で表わす) 例えば, 次は次

数 4 のコード図である.

次数 $D$ のコード図は $(2D-1)!!$ 個ある. Vassiliev 不変量の研究によると, コード図全体の

$\mathbb{R}$ 上張る線形空間は “4 項関係式”を法とすると, 自然な連結積に関して可換代数になる. そし

てその代数が, 枠つき結ひ目の 1値 Vassiliev 不変量全体のなすフイルター代数の次数代数と

標準的に同型になる. したがって $(2D-1)!!$ は既約な $D$ 次の Vassiliev 不変量の空間の次元

$V(D)$ の自明な上限である. Stirling の公式 $D!\sim D^{D}e^{-D}\sqrt{2\pi D}$ に注意すると,

$(2D-1)!! \sim\frac{2^{D}D!}{\sqrt{\pi D}}$ (2)

後の第 4 節に於いて, より良い上限が与えられる.

コード図 $\tau$ が regular であるとは, $\tau(i+1)<\tau(i)$ なる任意の $i$ に対し, $[i, i+1]\subseteq[\tau(i+$

$1),$ $\tau(i)]$ が成り立つときをいう. つまり次の 2種類のコードの配置をどこにも持たな $\mathrm{A}\mathrm{a}$コード

図のことである.

$\prime\prime\prime’\sim-..$
$\backslash \backslash$ $\prime\prime\prime’arrow\sim--\backslash \backslash \backslash 1$

$\underline{|r’,\cdot.‘ \mathfrak{l}\prime\prime-\backslash \prime\prime\prime\backslash \mathrm{a}_{1}\backslash \backslash \backslash ,}$

$\frac{\iota\prime\prime.-\iota_{1}\prime^{\prime^{\prime^{\prime\backslash }}\backslash }\backslash |\prime||}{\backslash }$.
$\backslash$

‘ $\dot{|}*|$ $\mathrm{T}1\mathrm{i}*\downarrow$) $\iota \mathrm{c}\iota$ ) $T1:*\iota$ ) $T1i$ ) $\iota\grave{\iota}*1$

先に例示した 4 次のコード図は regular である.

定理 1(Stoimenow[6]) $i)4$ 項関係式を法とするコード図が張る線形空間は regular コー

ド図で張られる.
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$ii)*\Re D\sigma)\mathrm{r}\mathrm{e}g\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}x\supset-\mathrm{t}\backslash \cdot \mathrm{H}\emptyset \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\ovalbox{\tt\small REJECT}\xi_{D}|\mathrm{g}nrightarrow \mathrm{C}5\dot{\mathrm{x}}\mathrm{b}t\iota$.
\mbox{\boldmath $\xi$}D講 $:=\mathrm{j}${ $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{r}$ コー}$\backslash \cdot$ 図 $\tau|\tau(1)=k+1\}$ , $\xi_{D}=\sum_{k=1}^{D}\xi D,k$ .

$\xi_{1,1}=1$ , $\xi_{D,k}=\sum_{\iota=k-1}^{D-1}\sum_{p=1}^{l}.D-1,\iota_{\mathrm{P}},\eta_{l,k-1,p}$ , $(D\geq 2, k\geq 1.)$

$\hat{\xi}_{D,l,p}=\sum_{\mathrm{j}=1}^{p}(-1)^{p-j}(\begin{array}{l}p-1j-1\end{array})\xi_{D+j-l,j}$,

$\sum_{k,l,p\geq 0}\eta_{l,k,p}x^{k}y^{l}z^{p}=\frac{1-x}{1-x-z(\overline{1}-y-\mathrm{L}\tilde{1-xy})\Leftrightarrow 2}$
.

紹介論文ではこの定理を整理して数列 $\xi_{D,k}$ の母関数を巧みに計算して次の定理を導いてぃる.
regular コード図の定義から $D<k$ のとき $\xi_{D,k}=0$ である. 数列 {果} の初数項が Sloane,
N.J.A.-Plouffe, S. の「 $\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{y}\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}$ of Integer sequence 」 の on line version で $\xi_{n}$ と一致し
ているのを見つけてきたそうである. 証明は長めの計算であるので論文を見て頂きたい.

定理 2 $\xi_{0,0}=1$ , その他の $Dk=0$ の場合は $\xi_{D,k}=0$ と定める.

$\sum_{D,k\geq 0}\xi_{D,k}X^{D}\mathrm{Y}^{k}=\sum_{\mathfrak{n}=0}^{\infty}(1-a)(1-qa)\cdots(1-q^{\mathfrak{n}-1}a)\in \mathrm{Z}[\mathrm{Y}][[X]]$

が成り立つ. 但し, $q=1-X,$ $a=1-X\mathrm{Y}$. ここで $\mathrm{Y}=1$ とすると $\sum_{D=0}^{\infty}\xi_{D}X^{D}=F(q)$ で

あり特に $\xi_{D}=a_{D}$ である.

2 $q$-series identity
後述の q-series identity, 式 (6), に登場する関数達を 1 っづつ定義してぃく. $F(q)$ は $1-q$
を不定元とする単なる形式的巾級数であった. それに対し単位円板 $|q|<1$ 内の本当の関数
$F_{1}(q)$ で, その関数の $qarrow 1$ としたときの漸近展開を与える形式的巾級数が $F(q)$ に一致する
ものを構成する. 次の標準的な記号を使う:

$(a)_{0}=1$ , $(a)_{n}=(1-a)(1-qa)\cdots(1-q^{n-1}a)$ .

従って $F(q)= \sum_{n\geq 0}(q)_{n}$ である.

任意の $m\geq 1$ に対し $(q)_{m+1}-(q)_{m}=(q)_{m-1}q^{m}$ だが, この両辺に和 $\sum_{n=0}^{N-1}\sum_{m=n+1}^{N}=\sum_{m=1}^{N}\sum_{n=0}^{m-1}$

を施すと ,

$\sum_{\mathfrak{n}=0}^{N-1}[(q)_{n}-(q)_{N}]=\sum_{m=1}^{N}m(q)_{m-1}q^{m}$, $(N\geq 1)$ (3)
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が成り立つ. そこで,

$F_{1}(q):= \sum_{m\geq 1}m(q)_{m-1}q^{m}$
(4)

とする. $F_{1}(q)$ は式 (3) の右辺で $Narrow\infty$ としたものである. $F_{1}(q)$ は $|q|<1$ で収束していて

$\ovalbox{\tt\small REJECT}(q)$ $\in \mathbb{Z}[[1-q]],$ $\in \mathbb{Z}[[q]]$ であることは直ぐわかる. さら [こ $F(q)=F_{1}(q)\in \mathbb{Z}[[1-q]]$ であ

る. なぜなら式 (3) より, 任意の $N$ に対して

$F(q) \equiv\sum_{n=0}^{N-1}[(q)_{n}-(q)_{N}]=\sum_{m=1}^{N}m(q)_{m-1}q^{m}\equiv F_{1}(q)$ , $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} (1-q)^{N}$

が成り立つからである. 一方,

$F_{2}(q):= \sum_{n\geq 0}[(q)_{n}-(q)_{\infty}]$
(5)

とする. ここで $(q)_{\infty}:= \prod_{n=1}^{\infty}(1-q)^{n}$ である. $F_{2}(q)\in \mathbb{Z}[[1-q]],$ $\in \mathbb{Z}[[q]]$ であることは直ぐ

わかる. $F_{2}(q)$ が $|q|<1$ で収束していることをみよう;

$\frac{F_{2}(q)}{(q)_{\infty}}=\sum_{n\geq 0}[\frac{(q)_{n}}{(q)_{\infty}}-1]$

が $|q|<1$ で収束することを示せばいい. $\Pi_{\infty}^{-}q1=\sum_{l=0}^{\infty}p(l)q^{l}$ , 但し $p(l)$ は $l$ の分割数, が

$|q|<1$ で絶対収束することを使う. $p^{(n)}(l)$ で各成分が $n$ より大きい分割の数とすれば,

$\frac{(q)_{n}}{(q)_{\infty}}=\sum_{l\geq 0}p^{(n)}(l)q^{l}=1+\sum_{l>n}p^{(n)}(l)q^{l}$

なので,

$\sum_{n\geq 0}|\frac{(q)_{n}}{(q)_{\infty}}-1|\leq\sum_{n\geq 0}\sum_{l>n}p^{(n)}(l)|q|^{l}\leq\sum_{n\geq 0}\sum_{l>n}p(l)|q|^{l}$

$= \sum_{l\geq 1}\sum_{n=0}^{l-1}p(l)|q|^{\mathrm{t}}=\sum_{l\geq 1}lp(l)|q|^{l}$ .

となり, 最後の級数の収束半径は 1 であるので示せた. 式 (3) の左辺で $Narrow\infty$ とすると $F_{2}(q)$

になることが類似の計算でわかる. 従って $|q|<1$ の関数として $F_{1}(q)=F_{2}(q)$ である.

次に Euler の 5 角数定理より (e.g. [1]),

$(q)_{\infty}= \sum(-1)^{k}q^{k(3k+1)/2}=\sum\chi(n)q^{(n^{2}-1)/24}$ .
$k\in \mathrm{Z}$ $n\geq 1$

但し, $\chi$ は $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 12$ の原始指標 $(\exists!)$ である. 具体的には

$\chi$ : $(\mathbb{Z}/12\mathbb{Z})^{*}=\{1,5, -5, -1\}arrow\{1, -1, -1,1\}$ .
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である. Dedekind $\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{a}$-関数は $q^{1/24}(q)_{\infty}$ と表わせる. 次に,

$H(q):= \sum_{\mathfrak{n}\geq 1}n\chi(n)q^{(n^{2}-1)/24}$
,

$E(q):=- \frac{d}{dx}\beta \mathrm{o}\mathrm{g}(qx)_{\infty}]|_{x=1}=\sum_{n\geq 1}\frac{q^{n}}{1-q^{n}}=\sum_{n\geq 1}d(n)q^{n}$.

ここで $d(n)= \sum_{d|n}1$ である. これらは全て $|q|<1$ で収束していて次の等式で関係してぃる:

定理 3 $|q|<1$ での関数, あるいは $\mathbb{Z}[[q]]$ の元として次の等式が成り立っ.

$F_{1}(q)=- \frac{1}{2}H(q)+(\frac{1}{2}-E(q))(q)_{\infty}$ . (6)

(ptoof.) $a\in \mathbb{C},$ $|q|<1,$ $|x|<1$ に対して, $S(a,x):= \sum_{n\geq 0}(a)_{n}x^{n}$ は収束している. そして次
の関係式を満たしていることがすぐわかる:

$\{$

$(1-x)S(a,x)=1-axS(a, qx)$ ,
$S(a,x)=1+(1-a)xS(qa,x)$.

これを用いて,

$S(x)$ $:=(1-x)S(qx,x)=1-qx^{2}S(qx, qx)$

$=1-qx^{2}[1+(1-qx)qxS(q^{2}x,qx)]=1-qx^{2}-q^{2}x^{3}S(qx)$ .

この式から帰納的に

$S(x)= \sum_{\mathfrak{n}\geq 1}\chi(n)x^{(n-1)/2}q^{(n^{2}-1)/24}$ (7)

が得られる. 一方 $S(x)$ の定義から

$S(x)=(qx)_{\infty}+(1-x) \sum_{\mathfrak{n}\geq 0}[(qx)_{n}-(qx)_{\infty}]x^{\mathfrak{n}}$ (8)

なので $\frac{d}{dx}S(x)$ , の $xarrow 1$ での極限を式 (7) から求めると,

$\sum_{n\geq 1}\chi(n)\frac{n-1}{2}q^{(n^{2}-1)/24}=\frac{1}{2}H(q)-\frac{1}{2}(q)_{\infty}$ .

式 (8) から求めると,

$\frac{d}{dx}(qx)_{\infty}|_{x=1}-F_{2}(q)=-E(q)(q)_{\infty}-F_{2}(q)$.

両者を比べて $F_{1}=F_{2}$ を用いると結論を得る. I
この恒等式が紹介論文の柱になっている. 例えばこの恒等式で $q$ を 1 の巾根へ近づけると,

右辺第 2項は因子 (q)。が急速に 0 に収束するため $F_{1}(q)$ と $- \frac{1}{2}H(q)$ の漸近展開は等しいこ
とが次節で使われる. また Dedekind $\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{a}$-関数と $H(q)$ の関係が第 5 節で述べられる.
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3Expansions near root of unity

先の整数列 $\{a_{n}\}$ も含め, 整数列 $\{b_{n}\}\{c_{n}\}$ を次の形式的巾級数で定義する:

$F(1-x)= \sum_{n\geq 0}a_{n}x^{n}$
, $F(e^{-t})= \sum_{n\geq 0}\frac{b_{n}}{n!}t^{n}$ , $e^{-t/24}F(e^{-t})= \sum_{n\geq 0}\frac{c_{n}}{24^{n}\cdot n!}t^{n}$

. (9)

数列 $\{b_{n}\},$ $\{c_{n}\}$ の最初の数値を表で表わす.

定理 4 数列 $\{c_{n}\}$ は “Glaisher数”と呼ばれ, 具体的に次で得られる.

$c_{n}= \frac{(-1)^{n-1}}{2}L(-2n-1, \chi)=\frac{(2n+1)!}{2\sqrt{3}}\frac{L(2n+2,\chi)}{(\pi/6)^{\mathit{2}n+\mathit{2}}}$

$=6 \frac{(-144)^{n}}{n+1}[B_{\mathit{2}n+2}(\frac{1}{12})-B_{\mathit{2}n+\mathit{2}}(\frac{5}{12})]=(\frac{d}{dt})^{2n+1}(\frac{\sin 2t}{2\cos 3t})|_{t=0}$ .

但し, $L(s, \chi)=\sum_{n\geq 1}n$ .$-x\Omega^{n}$ は指標 $\chi$ に付随する Dirichlet $L$ -関数であり, $B_{n}(x)$ は $n$ 次の

Bernoulli 多項式である.

(proof.) 方針: $t>0$ の関数 $e^{-t/24}H(e^{-t})$ の $t[searrow] \mathrm{O}$ での漸近展開を 2通りの方法で求め比較

する.

まず式 (6) において $|q|<1$ で $qarrow 1$ とするときの, 関数列 $\{(1-q)^{n}\}_{n\geq 0}$ による漸近展開

を考える. $(q)_{\infty}\sim 0+0(1-q)+0(1-q)^{\mathit{2}}+\cdots$ で $|E(q)| \leq\sum n|q|^{n}=\Gamma 1-\mathrm{T}^{1}q\mathrm{I}\mathrm{J}^{\tau}$ なので, 式

(6) 右辺の第 2 項は, $0+0(1-q)+0(1-q)^{2}+\cdots$ を漸近展開としてもつ. よって $F_{1}(q)$ と

$- \frac{1}{\mathit{2}}H(q)$ は同じ漸近展開をもつので, $- \frac{1}{2}H(q)\sim F(q),$ $(qarrow 1)$ である. 従って 1 つ目の漸近

$\text{展開}$

$e^{-t/24}H(e^{-t}) \sim-2e^{-t/\mathit{2}4}F(e^{-t})=-2\sum_{n\geq 0}\frac{c_{n}}{24^{n}\cdot n!}t^{n}$
, (as $t[searrow] 0$) (10)

を得る. 次に 2つ目の漸近展開

$e^{-t/24}H(e^{-t}) \sim\sum_{n\geq 0}\gamma_{n}t^{n}$
(11)

の係数 $\{\gamma_{n}\}$ を $e^{-t/\mathit{2}4}H(e^{-t})$ を Mellin 変換することで求める: 勝手な正整数 $N$ [こ対して,

$\int_{0}^{+\infty}e^{-t/24}H(e^{-t})t^{s-1}dt=\int_{0}^{+\infty}(\sum_{n=0}^{N-1}\gamma_{n}t^{n}+O(t^{N}))t^{\epsilon-1}dt$

$= \sum_{n=0}^{N-1}\frac{\gamma_{n}}{n+s}+R_{N}(s)$ . (12)
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但し $R_{N}(s)$ は $\Re(s)>-N$ で正則な関数である. 一方

$\int_{0}^{+\infty}e^{-t/24}H(e^{-t})t^{\ell-1}dt=\int_{0}^{+\infty}\sum_{m\geq 1}m\chi(m)e^{-m^{2}t/24}t^{s-1}dt$

$= \sum_{m\geq 1}m\chi(m)\int_{0}^{+\infty}e^{-m^{2}t/24}t^{\iota-1}dt$

$= \sum_{m\geq 1}m\chi(m)_{m}^{24}\mathrm{i}_{2e}\int_{0}^{+\infty}e^{-T\cdot-1}TdT$

$=L(2s-1,\chi)24^{*}\Gamma(s)$ (13)

である. 式 (12) と式 (13) の $s=-n,$ ($n\geq 0$ ,整数) での留数を比較すると

$\gamma_{n}=L(-2n-1,\chi)\frac{(-1)^{n}}{24^{\mathfrak{n}}\cdot n!}$ .

結局, 2通りの漸近展開式 (10) と式 (11) を比較して第 1 の等式を得る:

ら $= \frac{(-1)^{\mathfrak{n}-1}}{2}L(-2n-1,\chi)$ (14)

第 2 の等式は L関数の関数等式,

$( \frac{12}{\pi})$

$
$\Gamma(\frac{s}{2})L(s,\chi)=(\frac{12}{\pi})\overline{\dot{\tau}}^{-}\Gamma\underline{1}(\frac{1-s}{2})L(1-s,\chi)$

から導かれ, 第 3 の等式は L関数の負整数点での値のよく知られた公式

$L(1-m, \chi)=-\frac{12^{m-1}}{m}\sum_{a=0}^{12}\chi(a)B_{m}(\frac{a}{12})$ , ($m\geq 1$ ,整数)

からでる (e各 [2]). 最後の等式は $\frac{\epsilon \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{h}2t}{\cosh 3t}=\sum_{m\geq 1}\chi(m)e^{-my}$ に注意して, これに Mellin 変換
を使うと, $\int_{0}^{\infty}\sum_{m\geq 1}\chi(m)e-mvt\cdot-1dt=L(s,\chi)\Gamma(s)$ なので, 先と同様の考察で,

$\frac{\sin 2t}{2\cos 3t}=\sum_{n\geq 0}\frac{(-1)^{n-1}}{2}L(-2n-1, \chi)\frac{t^{2n+1}}{(2n+1)!}$

となり, 式 (14) から結論される.

続けて, 一般に 1 の巾根 $\xi=e^{2\pi}:\alpha,$ $(\alpha\in \mathbb{Q})$ に対して,

$F( \xi(1-X))=\sum_{n\geq 0}a_{n}(\xi)X^{n}$
, $F( \xi e^{-t})=\sum_{n\geq 0}\frac{b_{n}(\xi)}{n!}t^{n}$ , $e^{-t/24}F( \xi e^{-t})=\sum_{n\geq 0}\frac{c_{\mathfrak{n}}(\xi)}{24^{n}\cdot n!}t^{n}$,

で数列 $a_{n}(\xi),$ $b_{n}(\xi)$ , ら $(\xi)\in \mathrm{Z}[\xi]$ を定める. $\xi=1$ が先の場合である. $\xi$ に対し $\xi^{N/12}=1$ を
満たす勝手な 12 の $\mathrm{E}$

.
の倍数を $N$ とすると, $\chi_{\xi}(m):=\chi(m)\xi^{(m^{2}-1)/24}$ は $\xi=1$ でなければ

指標ではないが N-周期ではある: $\chi_{\xi}(m+N)=\chi_{\xi}(m)$ . 従って ‘twisted L–関数”を

$L(s, \chi_{\xi}):=\sum_{m\geq 1}\frac{\chi_{\xi}(m)}{m}.$ , $(\Re(s)>1)$
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$\mathrm{x}_{\xi}\mathrm{G}+mN)$

$L(s, \chi_{\xi})\ovalbox{\tt\small REJECT}\sum\sum\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT})$,
$a^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}1m\ovalbox{\tt\small REJECT} 0$

$=N^{-s} \sum_{a=1}^{N}\chi_{\xi}(a)\sum_{m\geq 0}\frac{1}{(m+\frac{a}{N})^{\epsilon}}$

$=N^{-s} \sum_{a=1}^{N}\chi_{\xi}(a)\zeta(s, \frac{a}{N})$ .

但し, $0<x\leq 1$ {こ対し, $\zeta(s, x)$ $:= \sum_{m\geq 0\frac{m+x1}{}}$. は Hurwitz $\zeta$ 関数である. Hurwitz $\zeta$ 関数

が全平面に有理型関数に解析接続されることから ($s=1$ で 1位の極, 留数 1), $L(s, \chi_{\xi})$ が有理

型に解析接続できることがわかる. また Hurwitz $\zeta$ 関数の負整数点の公式

$\zeta(1-m, x)=-\frac{B_{m}(x)}{m}$ , ($m\geq 1$ ,整数)

を用いると, $L(s, \chi_{\xi})$ の負整数点での公式

$L(1-m, \chi_{\xi})=-\frac{N^{m-1}}{m}\sum_{a=1}^{N}\chi_{\xi}(a)B_{m}(\frac{a}{N})$ , ($m\geq 1$ ,瞥数)

が得られる (e.g. [2]). 定理 4 と同じ証明方法で, $t>0$ に対し $e^{-t/24}H(\xi e^{-t})$ の $t[searrow] \mathrm{O}$ での漸

近展開を 2通り求めると,

$e^{-t/24}H( \xi e^{-t})\sim-2\sum_{n\geq 0}\frac{c_{n}(\xi)}{24^{n}\cdot n!}t^{n}$ , $(t[searrow] 0)$

$e^{-t/24}H( \xi e^{-t})\sim\sum_{n\geq 0}\frac{(-1)^{n}}{24^{n}\cdot n!}L(-2n-1, \chi_{\xi})t^{n}$, $(t[searrow] 0)$

従って, これを比べて定理 4 の一般化, ら $(\xi)$ の具体表示を得る:

$c_{n}( \xi)=\frac{(-1)^{n-1}}{2}L(-2n-1, \chi_{\xi})$

$= \frac{(-1)^{n}N^{2n+1}}{2n+2}\sum_{a=1}^{N/\mathit{2}}\chi_{\xi}(a)B_{2n+\mathit{2}}(\frac{a}{N})$ .

とくに $n=0$ とし, へ $(\xi)=F(\xi),$ $B_{2}(x)=x^{2}-x+ \frac{1}{6}$ に注意して少しの計算後,

$F( \xi)=\frac{1}{4N}\sum_{m=1}^{N}m^{2}\chi_{\xi}(m)$ (15)

を得る. これが冒頭で述べた $F(\xi)$ の具体公式である.

4Asymptotic formula for $\xi_{D}$

Stoimenow は数列 $\xi_{D}$ が既約な $D$ 次の Vassffiev 不変量の空間の次元 $V(D)$ の上限を与え,

任意の正の数 $M>0$ に対し $\xi_{D}=O(D!/D^{M})$ を示している. ($V(D)$ の自明な上限, 式 (2) と

比べよ) 紹介論文では $\xi_{D}(=a_{D})$ が実際はより強い上限を与えることを巧みに計算して $\mathrm{A}\mathrm{a}$ る.
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定理 5 具体的に計算可能な定数 $C_{0},$ $C_{1},$
$\ldots$ に対し,

$\xi_{D}\sim\frac{D!\sqrt{D}}{(\pi^{2}/6)^{D}}(C_{0}+\frac{C_{1}}{D}+\frac{C_{2}}{D^{2}}+\cdots.)$ (16)

例えば, $C_{0}= \ovalbox{\tt\small REJECT} 12\pi^{2}/e12\pi’ C_{1}=C_{0}(\frac{8}{3}-\frac{17\pi^{2}}{144}+\frac{\pi^{4}}{432})$. 従ってとくに $\xi_{D}=O(D!\sqrt{D}/(\pi^{2}/6)^{D})$ .

まず式 (9) で定義した 3つの数列 $\{a_{n}\},$ $\{b_{n}\},$ $\{c_{\mathfrak{n}}\}$ の互いの関係は,

$b_{n}= \frac{1}{24^{n}}\sum_{k=0}^{n}(\begin{array}{l}nk\end{array})c_{k}$ , $a_{n}= \frac{1}{n!}\sum_{k=0}^{n-1}S_{n,n-k}b_{n-k}$ , $(n\geq 1.)$ (17)

である. 1 つ目の式は簡単. 2つ目の式の整数列 $\{S_{n,m}\}_{n,m\geq 0}$ は第 1 種 Stirling 数で, それは
次の母関数で定義される (e.g. [2]):

$x(x+1) \cdots(x+n-1)=\sum_{m=0}^{n}S_{n,m}x^{m}$

あるいは, 漸化式 $S_{n,n}=1,$ $S_{n+1,m}=S_{n,m-1}+nS_{n,m}$ でも特徴づけられる. 第 1 種 Stirlng
数の満たす等式

$\frac{t^{m}}{m!}=\sum_{n=m}^{\infty}S_{n,m^{\frac{(1-e^{-t})^{\mathfrak{n}}}{n!}}}$

を使うと上の関係がでる. ら $arrow b_{n}arrow a$、の順に漸近挙動を見ていく:

(proof.) $L(2n+2, \chi)=1+O(5^{-2n})$ だから定理 4 より,

ら $= \frac{(2n+1)!}{2\sqrt{3}(\pi/6)^{2n+2}}(1+O(5^{-2\mathfrak{n}}))$.

これを用いて, 式 (17) より,

$b_{n}= \frac{1}{24^{n}}[c_{n}+nc_{n-1}+\frac{n(n-1)}{2!}c_{n-2}+\cdots]$

$\sim\frac{1}{2\sqrt{3}\cdot 24^{n}}[\frac{(2n+1)!}{(\pi/6)^{2*+2}1}+n\frac{(2n-1)!}{(\pi/6)^{2n}}+\frac{n(n-1)}{2!}\frac{(2n-3)!}{(\pi/6)^{2n-2}}+\cdots]$

$=4 \sqrt{3}\frac{(2n+1)!}{(2\pi^{2}/3)^{n+1}}[1+\frac{\pi^{2}/72}{2n+1}+\frac{(\pi^{2}/72)^{2}/2!}{(2n+1)(2n-1)}+\frac{(\pi^{2}/72)^{3}/3!}{(2n+1)(2n-1)(2n-3)}+\cdots]$

ここで Stirling の公式

$n! \sim n^{n}e^{-n}\sqrt{2\pi n}[1+\frac{1}{12n}+\frac{1}{288n^{2}}-\frac{139}{51840n^{3}}-\frac{571}{2488320n^{4}}+\cdots]$

を使って, $(2n+1)!$ の部分を $n!^{2}$ の式に書き改めると,

$b_{n} \sim\frac{12\sqrt{3n}\cdot n!^{2}}{\pi^{5/2}(\pi^{2}/6)^{n}}[1+\frac{\beta_{1}}{n}+\frac{\beta_{2}}{n^{2}}+\cdots]$
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ここで $\beta_{1}=\frac{\pi^{2}}{144}+\frac{3}{8},$ $\beta_{2}=\frac{\pi^{4}}{41472}-\frac{\pi^{2}}{1152}-\frac{7}{128},$
$\ldots$ さらに, Stirling 数の漸化式力 1 ら

$S_{n,n-k}= \frac{n^{2k}}{2^{k}k!}.[1-\frac{c_{1}(k)}{n}+\frac{c_{\mathit{2}}(k)}{n^{2}}-\cdots]$

がわかる. ここで $c_{1}(k)= \frac{1}{3}(2k^{\mathit{2}}+k),$ $c_{\mathit{2}}(k)= \frac{1}{18}(4k^{4}-k^{2}-3k),$ $\ldots$ . 従って式 (17) 力 1も,

$a_{n} \sim\frac{b_{n}}{n!}\sum_{k\geq 0}\frac{(\pi^{2}/12)^{k}}{k!}[1+\frac{2k^{2}-11k}{6n}+\cdots]$

$\sim\frac{n!\sqrt{n}}{(\pi^{2}/6)^{n}}[C_{0}+\frac{C_{1}}{n}+\cdots]$

となる.

5 $F(e^{\frac{2\pi i}{k}})$ の漸近挙動と保型関数の周期
$\mathrm{S}0$ で述べた Kontsevichが予想した漸近公式とは,

F(e午)\sim exp(---\pi 12i $(k-3+ \frac{1}{k})$ ) $k^{3/2}+ \sum_{n\geq 0}\frac{b_{n}}{n!}(-\frac{2\pi i}{k})^{n}$ , $(karrow\infty.)$ (18)

で $b_{0}=1,$ $b_{1}=1,$ $b_{2}=3,$ $b_{3}=19,$ $b_{4}=207,$ $\ldots$ が数値実験的に与えられて $\mathrm{A}$ ‘た. 論文で [まこ

の漸近公式が半整数ウエイトの保型形式の周期の理論を背景に示せること力 $\mathrm{i}$アナウンスされ,

係数の $\{b_{n}\}$ は $\mathrm{S}3$ で定義された数列 $\{b_{n}\}$ と一致することが述べられている.

まず式 (18) を書き直す. 両辺に $\exp(\frac{\pi i}{12k})$ を掛けると,

exp $( \frac{\pi i}{12k})F(e\not\simeq)\sim\exp(-\frac{\pi i}{12}(k-3))k^{3/2\#\sum_{n\geq 0}\frac{b_{n}}{n!}(-\frac{2\pi i}{k})^{n}}+e.F$

$m\in \mathbb{Z}$ に対し, $\zeta_{m}:=\exp(\frac{2\pi i}{m})$ と書くことにする. 式 (9) を使うと,

$\zeta_{24k}F(\zeta_{k})\sim\zeta_{24}^{-k+3}k^{3/2}+\sum_{n\geq 0}\frac{c_{n}}{n!}(-\frac{\pi i}{12k})^{n}$ . (19)

今, $\varphi$ : $\mathbb{Q}arrow \mathbb{C}$ を $\varphi(\alpha)$ :=e晋 $F(e^{2\pi i\alpha})$ と定める. すぐ分かるように

$\varphi(\alpha+1)=\zeta_{24}\varphi(\alpha)$ (20)

なので, $\varphi(0)=1$ [こ注意すると $k\in \mathbb{Z}$ に対し $\varphi(k)=\zeta_{24}^{k}$ である. そして $\varphi(1/k)=$

e偕 $F\mathrm{G}\text{午}$ ) $=\zeta_{24k}F(\zeta_{k})$ であるので, 式 (19) は, (またその複素共役は)

$\varphi(\pm 1/k)\sim\zeta_{8}^{\pm 1}\varphi(\mp k)k^{3/2}+\sum_{n\geq 0}\frac{c_{n}}{n!}(\mp\frac{\pi i}{12k})^{n}$
(21)

となる.

式 (20), 式 (21) はそれぞれ $SL_{2}(\mathbb{Z})$ の生成元である $T=(_{01}^{11})$ と $S=(\begin{array}{ll}0 -11 0\end{array})$ &こ関する $\varphi(\alpha)$

のある種の保型性を表わしている:
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定理 6 関数 $\varphi(\alpha)$ は保型性を表わす式 (20) と

$\varphi(\alpha)+(\mathrm{i}\alpha)^{-3/2}\varphi(-\frac{1}{\alpha})=g(\alpha)$ , $(\alpha\in \mathbb{Q}, \alpha\neq 0.)$ (22)

を満たす. 但し $\pm\alpha>0$ に対して $(i\alpha)^{-3/2}=\zeta_{8}^{\mp 3}|\alpha|^{-3/2}$ と主枝をとる. また $g:\mathrm{R}arrow \mathbb{C}$ は
C\mbox{\boldmath $\omega$}-関数で $x=0$ 以外では解析的, さらに $g^{(n)}.(0)=(- \frac{\pi\dot{\iota}}{12})^{n}c_{n}(n\geq 0)$ を満たす. さらに一
般に

$\varphi(\alpha)-v(\gamma)(c\alpha+d)^{-3/2}\varphi(\gamma(\alpha))=g_{\gamma}(\alpha)$ , $(\alpha\in \mathbb{Q}, \gamma(\alpha)\neq i\infty.)$ (23)

但し $\gamma=(_{\mathrm{c}d}^{ab})\in SL_{2}(\mathrm{Z})$ で $v(\gamma)$ は Dedehnd $\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{a}$-関数の mmltiplier に関する 1 の 24 乗根で
あり, $g_{\gamma}$ は $\mathrm{R}$ 上の $c\infty$ -関数で $\gamma^{-1}(i\infty)$ 以外で実解析的な関数である.

この定理から式 (22) で $\alpha=\pm\frac{1}{k}$ とおけば, 式 (21) が導かれる. 論文中に書かれてぃる定理
の背景を中心に保型形式の周期多項式について述べよう. 詳細は文献 [3], [4] も参照ください.

$\gamma=(\begin{array}{ll}a b\mathrm{c} d\end{array})\in\Gamma:=PSL_{2}(\mathrm{Z}),$ $z\in \mathbb{H}$ : 上半平面に対し, $\Gamma$ の $\mathrm{H}$ への作用を $\gamma(z)=\frac{a}{e}zA_{\frac{b}{d}}z+$ とす
る. そして $\mathrm{S}_{k}$ を $\Gamma$ に関する weight $k$ , ( $\in Z,$ $>2$ , 偶数) の尖点形式の空間とする. っまり尖
点形式 $f$ : $\mathbb{H}arrow \mathbb{C}$ は $\gamma\in\Gamma$ に対し, 次の変換を受ける:

$f(\gamma(z))=(cz+d)^{k}f(z)$ ,

さらに, $f$ の Fourier展開は

$f(z)= \sum_{n\geq 1}a(n)q^{\mathfrak{n}}$
, $(q=e^{2\pi}):z$ .

となる. 今 $f$ に対し , $f$ の Eichler積分 $\overline{f}(z)$ を $f$ の $k-1$ 回積分 $\mathrm{x}(2\pi:)^{k-1}$ とする. $\frac{1}{2\pi}.\cdot\frac{d}{dz}=q\frac{d}{dq}$

に注意すると,

$\overline{f}(z)=\sum_{n\geq 1}\frac{a(n)}{n^{k-1}}q^{n}$ , $(q=e^{2\pi}):z$ (24)

である.

$( \frac{1}{2\pi\dot{l}}\frac{d}{dz})^{k-1}[(cz+d)^{k-2}\overline{f}(\frac{az+b}{cz+d})-\tilde{f}(z)]=(cz+d)^{-k}f(\frac{az+b}{cz+d})-f(z)=0$

なので $g_{\gamma}(z):=(cz+d)^{k-2} \tilde{f}(_{z+}^{z}\frac{a}{c}=\frac{b}{d})-\tilde{f}(z)$ は高々 $k-2$ 次の多項式であり, $f(z)$ の変換性を
受け継いで, $\tilde{f}(z)$ については,

$g_{\gamma}(z)=(cz+d)^{k-2} \tilde{f}(\frac{az+b}{cz+d})-\tilde{f}(z)$ (25)

という変換則が成り立っ. 特に $S=(\begin{array}{ll}0 -11 0\end{array})$ に対する $g(z):=g.s(z)$ を周期多項式という. 別
の表示として,

$g_{\gamma}(z)= \frac{(2\pi\dot{\iota})^{k-1}}{(k-2)!}\int_{\gamma^{-1}(1\infty)}^{\infty}.f(w)(z-w)^{k-2}dw$ (26)
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がある. なぜなら先す $\ovalbox{\tt\small REJECT}(z)\ovalbox{\tt\small REJECT}$

(
$\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{i}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{1}fzi^{oo}f(w)(w-z)^{k-2}dw$ である. それは $(_{2}\mathrm{i}_{\mathrm{i}}\mathrm{d}\mathrm{Z})^{k-1}$

$-\cong\ell$
を施すともとの $f\Leftarrow$ ) に戻ることが計算でわかるからであり, $c_{l}$. $\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ と略記すると,

$(k-2)\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$g_{\gamma}(z)=(cz+d)^{k-2} \tilde{f}(\frac{az+b}{cz+d})-\tilde{f}(z)$

$=c_{k}(cz+d)^{k-2} \int_{\gamma(z)}^{1\infty}.f(w)(w-\gamma(z))^{k-2}dw-\tilde{f}(z)$

$=c_{k} \int_{\gamma(z)}^{i\infty}f(w)[(cz+d)w-(az+b)]^{k-2}dw-\tilde{f}(z)$

$=c_{k} \int_{\gamma(z)}^{\infty}\dot{.}f(w)[(dw-b)-(-cw+a)z]^{k-2}dw-\tilde{f}(z)$

$=c_{k} \int_{\gamma(z)}^{1\infty}.(-\alpha v+a)^{k}f(w)[\frac{dw-b}{cw-a}-z]^{k-2}\frac{dw}{(-\alpha v+a)^{2}}-\tilde{f}(z)$

$=c_{k} \int_{\gamma(z)}^{1\infty}.f(\gamma^{-1}(w))[\gamma^{-1}(w)-z]^{k-2}\frac{d\gamma^{-1}(w)}{dw}dw-\tilde{f}(z)$

ここで変数変換 $u=\gamma^{-1}(w)$ をすると

$=c_{k} \int_{z}^{\gamma^{-1}(:\infty)}f(u)(u-z)^{k-2}du-c_{k}\int_{z}^{:\infty}f(u)(u-z)^{k-2}du$

$=-c_{k} \int_{\gamma^{-1}(:\infty)}^{\dot{l}\infty}f(u)(z-u)^{k-2}du$

$= \frac{(2\pi i)^{k-1}}{(k-2)!}7^{-1}|.\infty$

(i\sim 、
$f(w)(z-w)^{k-2}dw$

となることから分かる.
$\mathrm{v}_{k}$ を次数が $k-2$ 以下の多項式の空間とし, $\Gamma$ の $\mathrm{v}_{k}$ への作用を

$( \gamma P)(X):=(cX+d)^{k-2}P(\frac{aX+b}{cX+d})$

で定めるとき, parabolic 1-cocycle の空間 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$Z^{1}(\Gamma,\mathrm{V}_{k})=\{f:\Gammaarrow \mathrm{V}_{k}|f(T)=0, f(\gamma_{1}\gamma_{2})=\gamma_{2}(f(\gamma_{1}))+f(\gamma_{2}), (\gamma_{1},\gamma_{2}\in\Gamma)\}$

は対応 $f\vdash*f(S)$ により, 空間

$\mathrm{W}_{k}=\{P\in \mathrm{V}_{k}|(1+S)P(X)=(1+U+U^{2})P(X)=0\}$

と 1 対 1 に対応する. ここで $U=(\begin{array}{ll}1 -11 0\end{array}),$ $(T=SU)$ であり $\Gamma$ の作用を群環 $\mathbb{Z}[\Gamma]$ へ延ばした.

周期の理論の重要な結果, Eichler-Shimura-Manin の定理によると, $\mathrm{W}_{k}$ の部分空間 $\mathrm{W}_{k}^{0}:=$

$\langle X^{k-\mathit{2}}-1\rangle$ (coboundary に相当) による商は尖点形式の空間 $\mathrm{S}_{k}$ の直和と同型である:

$\mathrm{S}_{k}\oplus \mathrm{S}_{k}\underline{\simeq}\mathrm{w}_{k}/\mathrm{W}_{k}^{0}$ .

この同型射は周期多項式の偶数次部分, 奇数次部分を対応させる射で与えられる.
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また, 尖点形式 $f$ に付随する L関数を $L(f, s) \ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}\sum\ovalbox{\tt\small REJECT}_{1}\ovalbox{\tt\small REJECT}\neq$ とおくと, 周期多項式は L関
数の正の整数点での特殊値で記述される $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$g_{\gamma}(z)=- \sum_{j=0}^{k-2}\frac{(2\pi i)^{j}}{j!}L(f, k-1-j)z^{j}$ (27)

実際,

$g(z)=-c_{k} \int_{0}.\cdot\infty f(w)(z-w)^{k-2}dw$

$=-c_{k} \int_{0}^{+\infty}f(\dot{l}X)(z-ix)^{k-2}idx$

$=c_{k} \sum_{j=0}^{k-2}(k -2j)(-i)^{k-1-j} \int_{0}^{+\infty}f(:x)x^{k-2-j}dxz^{\mathrm{j}}$ .

だが, これに

$\int_{0}^{+\infty}f(:x)x^{k-2-\mathrm{j}}dxz^{j}=\int_{0}^{+\infty}\sum_{n\geq 1}a(n)e^{-2\pi\cdot nx}.x^{k-2-\mathrm{j}}dx$

$= \sum_{n\geq 1}\frac{a(n)}{(2\pi n)^{k-1-\mathrm{j}}}\int_{0}^{+\infty}e^{-x}x^{k-2-j}dx$

$= \sum_{n\geq 1}\frac{a(n)}{(2\pi n)^{k-1-\mathrm{j}}}(k-2-j)!$

$= \frac{(k-2-j)!}{(2\pi)^{k-1-j}}L$($f$,k-l-j)

を代入するとよい.

さて定理の状況の場合, 整数 weight の尖点形式 $f$ を Dedekind eta-関数

$\eta(z)=q^{1/24}\prod_{n\geq 1}(1-q^{n})=\sum_{n\geq 1}\chi(n)q^{n^{2}/24}$
, $(q=e^{2\pi}):z$

に置き換える. これは $\Gamma$ に関する weight が 1/2 の保型関数である:

$\eta(z+1)=\zeta_{24}\eta(z)$ , $\eta(-1/z)=(z/:)^{1/2}\eta(z)$ , $\eta(\gamma(z))=v_{\eta}(\gamma)\eta(z)$

ここで $v_{\eta}(\gamma)$ は $\gamma$ に依る 1 の 24 乗根で uDedekin$\mathrm{d}$ 和 $n$を用いた具体記述が知られてぃる.
半整数 weight の保型形式についての周期の理論が存在するかは知られてぃないと思うが, こ
の Dede加 $\mathrm{n}\mathrm{d}$

$\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{a}$ の Eichler積分 $\tilde{\eta}$ とは何か ? 式 (24) に於いて, 形式的に $k=1/2$ とおくと
$\ovalbox{\tt\small REJECT}(z)=\sum_{n\geq 1}n\chi(n)q^{n^{2}/24}$ となる. また周期多項式を整数 weight のときの積分表示, 式 (26),
にならって $g_{\gamma}(x)=c \int_{\gamma^{-1}}^{\dot{*}\infty}$

。o) $\eta(w)(w-x)^{-3/2}dw$ とする. だがこの積分は $x$ が上半平面にあ
るとき, 被積分関数 $(w-x)^{-3/2}$ が $w=x$ に特異点をもっので積分路の取り方に依存して意
味がつかない. しかし $x\in \mathrm{R}$ に限れば積分路に依らす $g(x)$ は実関数を定め, 定理中の性質を
持つことがわかる (cf. [5]). 論文では上半平面全体では成り立たないが , $zarrow\alpha\in \mathbb{Q}$ の極限値,
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$g,(\alpha),$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}(\alpha)$ の間に整数 weight の場合の式 (25) と同じ式が成立することが示唆されて $\iota\backslash$ る.

式 (6) の両辺に $\ovalbox{\tt\small REJECT}/24$ を乗じると,

$q^{1/24}F_{1}(q)=- \frac{1}{2}\tilde{\eta}(z)+(\frac{1}{2}-E(q))\eta(z)$

となり $zarrow\alpha\in \mathbb{Q}$ とすると $-2\varphi(\alpha)=\tilde{\eta}(\alpha)$ となるので定理が示される.

最後になりましたが , 論文紹介の機会を下さった村上斉先生, 研究集会でお世話になりました

参加者の皆様に深くお礼申しあげます. また色々な質問に答えて下さった金子昌信先生, Zagier

先生, 二宮浩人さんにも深く感謝致します.
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