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1. はじめに

ハミルトンカ学系の研究は長い歴史をもつものが多く, 周期解の存在や解の安定性といっ
た問題は, オイラー, ラグランジュ, ラプラスらによる天体力学の票明期から今田こ到る
まで綿々とその研究が続いている。 とくに, 今日の力学系理論の創始者といえるポアンカ
レは, 可積分系の摂動 (近可積分系) と呼ばれる系の研究を「力学の基本問題」 と捉え, そ

の研究を推進した。 しばしば, ポアンカレは 3体問題が求積できないことを明らかにした
と言われるが, それは近可積分系が一般に摂動パラメータに関して解析的な第一積分をも
たないことを主張する結果であり, それが制限 3体問題に適用できることから, そのよう

に言われているものである。ポアンカレは制限 3体問題の研究を通じて, このほかにも不

動点定理やホモクリニック軌道の発見など, 今日の力学系理論やシンプレクテイツク幾何
の研究の基礎を成すアイデアを得たと言っても過言ではない。
大陽系の惑星の運動は, 大陽が他の惑星に比べてきわめて質量力状きく (大陽の次は大

陽の約千分のーの質量の木星), 大陽以外の惑星からの引力を無視すればケプラー問題にな
ることから, 近可積分系の研究の原型ともいうべきものである。たとえば, ラグランジュと
ラプラスは定数変化法によって土星の運動を調べているが, それは大陽からの引力によっ
てケプラー運動をする土星に対して, 木星からの引力という 「摂動」 が加わった方程式で

ある。 これは木星の質量 (大陽の質量との比で考える) をパラメータとする方程式と考え

られ, パラメータ値を 0 とするとケプラー問題, つまり可積分系になる。 ここで, 木星と

土星の公転周期の比は 2 対 5 にきわめて近いので, 周期的に引力の大きさが変化する。そ
のような周期的に変動する力の存在は, われわれの身近な経験である 「共鳴現象」 に照ら

し合わせると, 木星と土星はどんどん接近してついには衝突してしまう, あるいは無限遠

方に遠ざかるのでは ? といった恐れを抱かせるものである。 このような問題意識は『大陽
系の安定性』という大問題につながるものであり, ラグランジュとラプラスは上記の方程
式の解 (土星の運動) をパラメータに関するベキ級数として表すとき, その係数に永年項
と呼ばれる $t^{k}$ や $t^{k}\cos\omega t$ のような項が現われないよう {こできることを示し, それをもっ

て, 大陽系は安定であると主張している ([Ar5] 参照)。かりに木星と土星の公転周期は無

理数比であると仮定すると, 展開式の係数は $t$ の三角級数になるが, 彼らはこの三角級数
の収束性を示したわけではないので, 議論はあくまで形式的である。木星と土星の平均運
動 (=2\pi /公転周期) を $\omega_{1},$ $\omega_{2}$ とすると, この三角級数は

$\sum_{(k_{1\prime}k_{2})\in \mathrm{Z}^{2}}c_{k_{1}k_{2}}e^{\sqrt{-1}(k_{1}\omega_{1}+k_{2}\omega_{2})t}$
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なる形で表されるが, 係数 $c_{k_{1}k_{2}}$ の分母には $k_{1}\omega_{1}+k_{2}\omega_{2}$ が現われ, $k_{1},$ $k_{2}$ が整数全体を動
くとき, この値は 0 に集積してしまうため, この三角級数の収束性を示すことはきわめて
困難になるのである。 この問題は, 上に述べた共鳴現象に対応する数理現象として捉える
と, きわめて興味深い。そして, その取り扱いの難しさから『小分母の困難』と呼ばれ, 今
日までさまざまな研究を生んできた。
とくに, 摂動問題に対するこのような解の形式的級数表示は準周期運動の存在を予想させ

るものであり, 準周期解の存在をめぐって多くの研究がその後行われている。とくに, 永年
項が現われないためのさまざまな工夫が 19 世紀後半に行われたが, その中でも Lindstedt
の研究が有名であり, 今日までその名は 「 $\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{t}$ 級数」 として残っている。ポアンカレ
はその級数は発散すると考えたようであるが ([Poi, \S 149]), じっさいは収束することが,
20 世紀半ば過ぎに現われた KAM (Kolmogorov-Arnol’ $\mathrm{d}$-Moser) 理論によって明らかに
なった。 KAM 理論は可積分系の摂動に対して, 摂動の大きさが十分小さい限り, 準周期
解を乗せた不変トーラスの (正の測度をもつ) 族が存在することを主張する。 $n$ 体問題に
対する準周期解の存在もアーノルド ([Ar2]) によって示された。

KAM 理論は準周期解の存在だけでなく, 自由度 2 の時間によらないハミルトン系の平
衡解や周期解の安定性の問題に応用することができる。 この背後には, 自由度 $n$ の系に対
する KAM 理論で保証される $n$ 次元不変トーラスは, $2n-1$ 次元のエネルギー曲面上に
存在し, $n=2$ ではその余次元は 1 であることから, 不変トーラスの隙間から発した解は
その隙間に永遠に留まるという事実がある。一方, $n\geq 3$ ではその余次元が 2 以上のため,
「不変トーラスの隙間」なるものが意味をもたず, 解はエネルギー曲面の上を動き回ること
が論理的に可能になる。 この隙間を通って移動する解が存在し, 不安定性を引き起こすこ
とがあることを, アーノルドは例によって示したが, それは「アーノルド拡散」と呼ばれ,
その一般的 (generic な) 存在を示すことは今日の近可積分系の研究の中心的な課題にも
なっている $([\mathrm{M}\mathrm{a}])_{\text{。}}$ 一方, 1970 年代後半に Nekhoroshev は, 任意の初期データに対し
て, 摂動パラメータに関して指数的に長い間の時間, 解は作用変数の初期値の定めるトー
ラスの近傍に留まることを証明した ([Nel], [Ne2])。 これはアーノルド拡散は (起るとし
ても) 摂動パラメータに関して指数的に長い時間を要して起こることを意味し, アーノル
ド拡散の存在証明の難しさを示唆している。Nekhoroshev の定理をめぐっては, 1980 年代
半ば以降, イタリアのグノ–yの研究 ([BGGI]) に端を発した更なる進展があり, 新たな
証明法の開発や応用も含めて, その理論は著しく深化している。
本稿の目的は, KAM 理論と Nekhoroshev 理論をめぐる最近の発展について論じること
にあり, とくに平衡解の安定性を中心として上述の内容をよりくわしく述べたい。以下で
は, まず第 2 節で, $n$ 体問題の運動方程式をどのように可積分系の摂動と捉えるかという
基本的問題から始めて, 可積分系の定義について復習する。第 3 節では, 平衡解 (あるい
は周期解) の安定性についての定義と古典的結果を復習する。 第 4節では, 任意のハミル
トン系は, 平衡解や周期解の近傍ではバーコフ標準形を通じて可積分系の摂動と捉えられ
ることを示す。 さらにその際に現われるバーコフ標準化の収束性をめぐって筆者の結果を
紹介する。そして第 5 節と第 6 節において, それぞれ KAM 理論と Nekhoroshev 理論を
めぐる最近の発展について論じる。
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2. $\mathrm{n}$ 体問題と摂動論

$n$ 体問題, すなわち, $n$ 個の質点からなる系が万有引力の法則に従うときの運動を考え
よう。 この運動方程式は, 時間の単位を万有引力定数が 1 になるようにとれば,

,
質点 $P_{k}$ の

質量を $m_{k}$ , その座標を $q_{k}=(x_{3k-2}, x_{3k-1}, x_{3k})\in \mathrm{R}^{3}$ とするとき

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{k}=-\sum_{\dot{j}\neq k}\frac{m_{j}(q_{k}-q_{j})}{|q_{k}-q_{j}^{\mathit{1}}|^{3}}$ $(k=1, \ldots, n)$ (1)

と表される。 ここで, $\ddot{q}_{k}=d^{2}q_{k}/dt^{2}$ (本稿を通じてドットによって時間微分 $d/dt$ を表す) ,

$|q_{k}-q_{j}|$ は 2 点 $q_{k},$
$q_{j}\in \mathrm{R}^{3}$ の距離,

$\sum_{j\neq k}$

は $k$ と異なるすべての月こついて加えることを

意味する.
たとえば大陽系ならば, 大陽 ( $=P_{1}$ とする) の質量が他の惑星に比べて非常に大きいか

ら, 近似的に大陽以外の惑星からの影響を無視して $m_{2}=\cdots=m\text{、}=0$ とおくと, (1) は

$\ddot{q}_{1}=0$ , $\ddot{q}_{k}=-\frac{m_{1}(q_{k}-q_{1})}{|q_{k}-q_{1}|^{3}}$ $(k=2, \ldots, n)$

となる。 ここで大陽 $P_{1}$ はある時刻で静止していた (速度 0) とすると, その位置を $\mathrm{R}^{3}\text{の}$

‘

原点にとれば, $\ddot{q}_{1}=0$ より $q_{1}(t)\equiv 0$ となり, 上の方程式は

$\ddot{q}_{k}=-\frac{m_{1}q_{k}}{|q_{k}|^{3}}$ $(k=2, \ldots, n)$ (2)

に帰着する. これは $n-1$ 個の分離したケプラー問題であり, 可積分系である。各ケプラー
問題の有界な解は楕円軌道をなす周期解であり, それらの重ね合わせとして, $n-1$ 連立

の系 (2) の有界な解が得られる。 これはシステムで考えると, 周期的あるいは準周期的な
解になる。以上のことから, 大陽系の運動方程式 (1) は質量 $m_{2},$ $\ldots$ , m、が十分小さいな
らば近可積分系といえ, その準周期解の存在を考えることの自然さが理解できよう。
とくに $n=3$ の場合を考え, 今度は $m_{2},$ $m_{3}$ の両方を 0 とはせずに, $m_{3}=0$ とだけお

いてみよう。すると (1) は

$\{$

$..1= \frac{m_{2}(q_{2}-q_{1})}{|q_{2}-q_{1}|^{3}}$ , $\cdot.2=\frac{m_{1}(q_{1}-q_{2})}{|q_{2}-q_{1}|^{3}}$ ,

$..3= \frac{m_{1}(q_{1}-q_{3})}{|q_{1}-q_{3}|^{3}}+\frac{m_{2}(q_{2}-q_{3})}{|q_{2}-q_{3}|^{3}}$

(3)

となる。 この第 1 行は 2 体問題の方程式であり, ケプラー問題に帰着できて, 解 $q_{1}=$

$q_{1}(t),$ $q_{2}=q_{2}(t)$ が具体的に求まる。その解を第 2行の右辺に代人して $q_{3}$ の運動を考え

る問題を制限 3体問題と呼ぶ。たとえば, 小惑星の運動を考えるときがその典型例であり,
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ を大陽, $P_{2}$ を木星, $P_{3}$ を小惑星とするのである。 これは $p_{3}=\dot{q}_{3}$ とおけば,

$H= \frac{1}{2}|p_{3}|^{2}-\frac{m_{1}}{|q_{1}(t)-q_{3}|}-\frac{m_{2}}{|q_{2}(t)-q_{3}|}$

をハミルトニアンとする自由度 2 のハミルトン系であり, $m_{2}=0$ とすれば大陽と小惑星
の 2体問題になり可積分であることから, これは木星の質量を摂動パラメータとして近可
積分系とみなせる。以下では質量を正規化して $m_{1}=1-\mu,$ $m_{2}=\mu(0\leq\mu\leq 1)$ とおく。
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この解 $q_{1}(t),$ $q_{2}(t)$ としてどのような解を考えるがにょって異なるタイプの制限 3体問題
が考えられるが, 最もポピュラーなのは質点 $P_{1},$ $P_{2}$ がともに円軌道を描き, がっそれらの
質量中心が原点に静止しているときに, その 2体の定める平面上を運動する $q_{3}$ を求める
問題 (平面-円周制限 3体問題。図 1) である。 このとき円軌道の角速度は一定だがら, そ
れを $\alpha$ とすると, $a>0$ を $\alpha^{2}a^{3}=1$ となる定数として, $P_{1},$ $P_{2}$ の動径 (原点からの距離)
はそれぞれ $\mu a,$ $(1-\mu)a$ となることが示される。そこで, 角速度 $\alpha$ の回転座標系を導入
し, そこでの $q_{3}$ の座標を $(x_{1},x_{2})$ とする。 この座標変換を相空間における正準変換を通じ
て行えば, 質点 $P_{3}$ の満たす微分方程式は, 次の関数 $H$ をハミルトニアンとする自由度 2
の時間 $t$ によらないハミルトン系になる ([It4, pp.224-225] 参照) :

$\{$

$H(x,y)= \frac{1}{2}(y_{1}^{2}+y_{2}^{2})+\alpha(x_{2}y_{1}-x_{1}y_{2})-V(x)$;

$V(x)= \frac{1-\mu}{\sqrt{(\mu a+x_{1})^{2}+x_{2}^{2}}}+\frac{\mu}{\sqrt{((1-\mu)a-x_{1})^{2}+x_{2}^{2}}}$ . (4)

この平面-円周型と異なる有名な制限 3体問題の例として, 平面上を同一質量の 2体がそれ
ぞれ楕円運動をし, かっこれらの質量中心が静止してぃるときに, その質量中心を通りそ
の平面に垂直な直線に沿った質量 0 の質点の運動を問題にする Sitnikov の問題 (図 2) を
挙げておこう。具体的な天体力学の問題でホモクリニックヵオスの存在が示されたのはこ
の問題が最初であった ([Mo3])。

1鴛 1

さて, ここであらためて可積分系の定義を述べておこう。以下では, ハミルトンベクト
ル場は $\mathrm{R}^{2n}$ の領域で定義されたものとするが, 一般に $2n$ 次元シンプレクティック多様体
上でハミルトンベクトル場を定義することができて, 以下の定義 1 や定理 1 は自然と拡張
できることを注意しておく。

定義 1 $\mathrm{R}^{2n}$ の領域 $D$ で定義されたハミルトニアン $H(x, y)$ をもっハミルトンベクトル
場 $X_{H}$ は, $n$ 個の関数的に独立かっ包合的な第 1 積分をもっとき, $D$ 上で可積分であると
いう。
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ここで, 時間によらないハミルトニアン $H$ は $X_{H}$ の第 1 積分であるから, $n$ 個の第 1
積分のうちの一つは $H$ であると仮定してよい。また, $D$ 上の関数 $G_{1},$

$\ldots,$
$G_{n}$ が関数的に

独立であるとは, 勾配ベクトル $\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}G_{1},$

$\ldots,$
$\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}G_{n}$ が $D$ の稠密な開部分集合上で 1 次独

立なことを意味する。 さらに, それらが包合的であるとは, それらの任意のポアソン括弧

式が恒等的に 0 になること, つまり

$\{G_{i}, G_{j}\}:=(\mathrm{g}\mathrm{a}\mathrm{d}$ $G_{i}$ , Jgrad $G_{j}\rangle$ $=0$ $(i,j=1, \ldots,n)$ , $J=(\begin{array}{ll}O I-I O\end{array})$

を意味する (このことを $G_{i}$ と $G_{j}$ はポアソン可換であるともいう)。 ここで, $\langle\cdot, \cdot\rangle$ はユー

クリッド内積, $O,$ $I$ はそれぞれ $n$ 次の零行列, 単位行列である。恒等式 $\{G_{i}, H\}=0$ は

$G_{i}$ がハミルトンベクトル場 $X_{H}$ の第 1 積分であることを意味している。
たとえば, 自由度 2 のハミ)レトン系 (4) で $\mu=0$ とした系では, $G_{2}=x_{1}y_{2}-x_{2}y_{1}$ は系

の角運動量であり, これは $H$ と関数的に独立な第 1 積分である。
可積分系の解は, 関数的に独立な $n$ 個の第 1 積分 $G_{i}(i=1, \ldots, n, G_{1}=H)$ によって

定義される $\mathrm{R}^{n}$ 値関数
$G=(G_{1}, \ldots, G_{n}):Darrow \mathrm{R}^{n}$

のレベル集合 $G^{-1}(c)$ ( $c=(c_{1},$
$\ldots,$

$c_{n})\in \mathrm{R}^{n}$ は定数ベクトル) の上に拘束される。 $c$ が $G$

の正則値ならば, $G^{-1}(c)$ は $n$ 次元多様体であるが, この上のハミルトンベクトル場の流

れについて次がいえる。

定理 1(Liouvile-Arnol’d) 領域 $D\subset \mathrm{R}^{2n}$ 上のハミルトンベクトル場 $X_{H}$ が可積分と

し, $G_{1}=H,$ $G_{2},$
$\ldots,$

$G_{n}$ をその関数的に独立かつ包合的な第 1 積分で, $c\in \mathrm{R}^{n}$ を写像 $G$ の

正則値, $\Sigma_{c}$ をレベル集合 $G^{-1}(c)$ のコンパクトな連結成分とする。 このとき, $\Sigma_{c}$ は $n$ 次元

トーラス $\mathrm{T}^{n}(\cong \mathrm{R}^{n}/2\pi \mathrm{Z}^{n})$ に同相であり, $\mathrm{R}^{n}$ の原点の近傍 $U$ と \Sigma 。の近傍 $V$ および正準

写像 (シンプレクティック微分同相写像) $\varphi:\mathrm{T}^{n}\cross Uarrow V$ が存在して, $\varphi(\mathrm{T}^{n}\cross\{0\})=\Sigma_{c}$

であり, $(\theta, I)\in \mathrm{T}^{n}\cross U$ に対して, $G_{i^{\text{。}}}\varphi(\theta, I)(i=1, \ldots, n)$ が $I$ だけの関数となるよう
にできる。

ここで, 座標 $\theta$ は角変数, $I$ は作用変数と呼ばれる。 $G_{i}\circ\varphi=g_{i}$ とおくと, ハミルトン

ベクトル場 $Xc\dot{.}$ はこの作用-角変数では

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{k}=\frac{\partial g_{i}}{\partial I_{k}}$ , $j_{k}=- \frac{\partial g_{i}}{\partial\theta_{k}}=0$ $(k=1, \ldots, n)$

と表されるから, 解に沿って $I_{k}=$ 定数であり, その結果, 任意の解は

$\theta_{k}(t)=\theta_{k}(0)+\omega_{k}t$ , $\omega_{k}=\frac{\partial g_{i}}{\partial I_{k}}(I(0))$ $(k=1, \ldots, n)$

と求積できる。
これが可積分系は求積できることを示す定理であり, ハミルトンベクトル場の可積分性

の定義の自然さを表している。 $G_{1},$
$\ldots,$

$G_{n}$ はポアソン可換だからハミルトンベクトル場
$X_{G_{1}},$

$\ldots,$
$X_{G_{n}}$ は (Lie 括弧式に関して) 可換であり, それらの生成する流れは可換である。

とくに $G_{1},$
$\ldots,$

$G_{n}$ はこれらのベクトル場の第 1 積分であることから, これらの流れはレベ
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ル集合 $G^{-1}(c)$ の上に自然に制限できて, その上に $\mathrm{R}^{n}$ の作用を定義する。 定理 1 の証明
はこの事実を用いることによって行われる ([Ar4], [It4] 参照) 。

(4) で $\mu=0$ として得られる回転座標系におけるケプラー問題では,

$H=- \frac{1}{2I_{1}^{2}}-\alpha I_{2}$

となるような作用 - 角変数が存在し, Delauney 変数あるいは Kepler 変数と呼ばれる。 こ

のとき, $I_{1}^{2}$ の値は楕円軌道の長半径の値に等しく, $I_{2}$ は角運動量に等しい。

3. 平衡解の安定性

ハミルトン系の解の安定性は, 第 1 節で述べた大陽系の安定性に代表されるように, 古
くから研究の対象になってきた。 [大陽系の安定性』とは, 大陽系を形成する惑星が無限遠
方に遠ざかったり, あるいは衝突を起こしたりせず, 現在と同じょうな軌道を描くという
ことを意味すると考えられるが,「現在の軌道」が厳密にはわからない以上は, じっは数学
的な取り扱いはそう簡単ではない。数学的にはまず, よくゎがった特殊解の安定性を調べ
ることが最初に問題になる。
この意味での厳密な安定性の取り扱いは, リアプノフに始まるといえよう。彼は, 最も

簡単な特殊解である平衡解の安定性をベクトル場の特性指数 (線形化ベクトル場の固有値)
によって判定する結果を得た。 しかし, その際現われる漸近安定性の概念は, ハミルトン
系では流れが体積を保つ (Liouville の定理) ことから意味をもたない。 じっは, ハミルト
ン系の平衡解のまわりでの線形化ベクトル場の固有値は $\pm\lambda_{1},$

$\ldots,$
$\pm\lambda_{n}$ という正負の組で

現われ, 周期軌道の近傍でポアンカレ写像を考えれば, その不動点のまゎりでの線形化ポ
アンカレ写像の固有値は $\lambda_{1},$

$\ldots,$
$\lambda_{n},$ $\lambda_{1}^{-1},$

$\ldots,$
$\lambda_{n}^{-1}$ という逆数の組で現ゎれる。 これらの事

実はもちろん, ハミルトン系の流れのシンプレクティック性と関係してぃる。
これらの事実をふまえて, 平衡解の安定性の定義を次のように与えておこう。以下, $t=0$

で $x=\xi$ となる解を x(も $\xi$) と書く。

定義 2 ベクトル場 $\dot{x}=f(x)(x\in \mathrm{R}^{n})$ が平衡解 $x(t)\equiv x_{0}$ をもっとする。 この平衡解
(平衡点) が安定であるとは, 点 $x_{0}$ の任意の近傍 $U$ に対して, $x_{0}$ のもうーっの近傍 $V$ が
存在して, $t=0$ で $x=\xi\in V$ となる解 $x(t, \xi)$ はすべての時刻 $t\in \mathrm{R}$ において $x(t, \xi)\in U$

となることをいう。

この定義では, 時間について正負両方向に関する安定性を考えてぃる。 この意味での安
定性が起り得るのは, 楕円型平衡点, つまり, 特性指数がすべて純虚数の平衡点において
である。その場合の古典的結果は Dirichlet にょる次の定理である ( $[\mathrm{S}\mathrm{M},$ \S 29] 参照)

。

定理 2(Dirichlet) $\dot{x}=f(x)$ を $\mathrm{R}^{m}$ の原点の近傍で定義されたベクトル場で, 原点
$x=0$ が楕円型平衡点であるとする。 もしこのベクトル場に対して, 原点において極大値
(あるいは極小値) をもつ第 1 積分が存在するならば, 原点はこの系の安定な平衡点である。

ここでベクトル場 $f$ の第 1 積分を $G$ とすると, 原点 $x=0$ が平衡点であることから,
$\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}G(0)=0$ がわかるので, 定理の仮定は $\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}G(0)$ が定符号のときに成り立っ。
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ところで, 簡単な考察によって, 天体力学では ( $n$ 体問題) には平衡解は存在しないこと
がわかる。 これは, すべての天体が静止しているという 「平衡状態」 は起こり得ないこと

を意味している。 ところが, 平面 3体問題に対して, つぎに簡単な解として 3体が質量中
心のまわりを一定の角速度でまわるような周期解が考えられるのである。 これはオイラー
とラグランジュが導いたものであり, オイラーの解は 3体がつねに直線上にあり, 一方ラ

グランジュの解は 3体がつねに正三角形の頂点になるようなものである。 これらはそれぞ
れ直線解, 正三角形解と呼ばれる (図 3)

。

そこで, これらの角速度で回転する座標系を導入すると, これらの周期解は静止した解,

つまり平衡解になる。 しかも角速度が一定であることから, 時間に依存した変数変換を行っ
ていながら, 変換後のハミルトニアンは再び時間 $t$ を含まない形になる $([\mathrm{S}\mathrm{M}, \S 14])$ 。こ

れは平面 3体問題だから, 自由度が $3\cross 2=6$ の系であり, 質量中心 (運動量) と角運動

量のそれぞれ 2 つの成分, さらには質量中心が静止していると仮定すると, .合計 6 つの第
1 積分が存在するので, それらを用いて自由度を削減し自由度 3 の系に帰着することがで
きる。 このとき, 平衡解の特性指数は, オイラーの直線解では 2 つの純虚固有値の組 (–

組は $\pm\sqrt{-1}$) と実数の正負の組であり, 一方ラグランジュの正三角形解では, すべて純虚

固有値の組 (一組は $\pm\sqrt{-1}$) になる $([\mathrm{S}\mathrm{M}$ \S 18] $)$ 。したがって, 直線解は安定ではあり得
ないが, 正三角形解は安定になる可能性がある。 しかし, ハミルトニアンの平衡点 (正三

角形解) のまわりのテーラー展開の 2次の項は定符号ではなく, 今日までのところ, その

安定性を数学的に判定する手段は知られていない。
なお, オイラーの直線解, ラグランジュの正三角形解は前節で考察した平面-円周の制限

3体問題に対しても存在する。それは, 回転座標系を用いて書いた方程式系 (4) の平衡点で
あり, 図 4 の $L_{1}\sim L_{5}$ がそれらに相当する。ラグランジュは, 全く数学的に見つかったこ
れらの解が実在するとは思わなかったようであるが, じつは 20 世紀初頭になって $L_{4},$ $L_{5}$ に

対応する点の近くに小惑星群が見つかったのである (それらはトロヤ群と呼ばれる。 [Ar5]
参照)。これらの小惑星が安定的に存在し得るかどうかは, 平衡点 $L_{4},$ $L_{5}$ の安定性という

数学的な問題になる。 これについては以下の第 5, 6 節で議論することにしよう。

$L_{\zeta}$

$\llcorner\epsilon$韓 $\hslash\dagger$ 正 $\equiv$ 角 l稍 q
図 3 図 $+$
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4. バーコフ標準形とその収束・発散

$\mathrm{R}^{2n}=\mathrm{R}^{n}\cross \mathrm{R}^{n}$ の原点 $z=(x, y)=(0,0)$ を平衡点にもつ, 解析的なハミルトン系の原
点の近傍における解の挙動を考えよう。そのため, ハミルトン系を標準形と呼ばれる形に
変換することを考える。 とくに標準形の見易さから, ここでは楕円型平衡点の場合を考え
ることにする。その他の一般の平衡点に対しても, 標準形を複素の範躊で考えればその形
は統一的に扱えるが, ここでは実の標準形で考えることにする。
まず, 楕円型平衡点における線形化ベクトル場が固有値を $\pm i\alpha_{1},$

$\ldots,$
$\pm i\alpha_{n}$ として対角化

可能とすると, 適当な線形正準変換を行うことによって, 対応するハミルトニアンは次の
形に書ける :

$H(x, y)= \sum_{k=1}^{n}\frac{\alpha_{k}}{2}(x_{k}^{2}+y_{k}^{2})+O(|x|^{3}+|y|^{3})$ . (5)

ただし, $O(|x|^{3}+|y|^{3})$ は $X:,$ $y_{j}(i,j=1, \ldots,n)$ について 3次以上の項がら成る実係数の収
束ベキ級数を表す。また, $\alpha_{1},$

$\ldots,$
$\alpha_{n}$ は同符号とは限らない 0 と異なる実数である。

このハミルトン系を正準変換によって標準化することを考えよう。ベクトル場の標準化
の手法はポアンカレによって導入され, 彼と Dulac の研究にょって発展した。最も簡単な
ベクトル場は線形系であるから, ハミルトン系を線形化できないか ? と考えたくなるが,
楕円型でない一般の平衡点の場合を考えても, ハミルトン系では平衡点の特性指数が正負
の組で現れることから, 線形化は望めない ([AKN] 参照)。ハミルトン系の標準化はハミ
ルトニアンの正準変換による標準化に帰着され, それはバーコフ ( $\mathrm{G}.\mathrm{D}$ . Birkhoff) にょっ
て研究された。

定理 3(5) の形のハミルトニアン $H$ において, $\alpha_{1},$
$\ldots,$

$\alpha_{n}$ は自然数 $N$ に対して, 条件

$0< \sum_{j=1}^{n}|k_{j}|\leq N$ を満たすすべての整数 $k_{1},$
$\ldots,$

$k_{n}$ に対して $\sum_{j=1}^{n}k_{j}\alpha_{j}\neq 0$

を満たすとする。 このとき, 原点の近傍で実解析的な正準変換 $z=\varphi(\zeta)=\zeta+O(|\zeta|^{2})$

$((=(\xi, \eta))$ によって $H$ を次の形に変換できる :

$\{$

$H\circ\varphi(\zeta)=h(\tau)+O(|\zeta|^{N+1})$ ;

$h( \tau)=\sum_{j=1}^{[N/2]}h_{2j}(\tau)$ , $h_{2}( \tau)=\sum_{j=1}^{n}\alpha_{j}\tau_{j}$ , $\tau=(\tau_{1}, \ldots, \tau_{n})$ , $\tau_{k}=\frac{1}{2}(\xi_{k}^{2}+\eta_{k}^{2})$ . (6)

ただし, $h_{2j}(\tau)$ は $\tau_{1},$
$\ldots,$

$\tau_{n}$ についての $j$ 次同次式, $[N/2]$ は $N/2$ を越えない最大の整数
である。

この定理のハミルトニアン $H_{\text{。}}\varphi$ の右辺の形を $N$ 次のバーコフ標準形と呼び, 変換 $\varphi$

をバーコフ変換と呼ぶ。バーコフ変換は一意的には定まらないが, 関数 $h(\tau)$ は一意的に
決まる ([Itl] 参照)。換言すると, $h(\tau)$ の係数は正準不変量である。 なお, 標準形を複素
の範躊で考える場合は, 関数 $h(\tau)$ は $\tau_{k}=\xi_{k}\eta_{k}(k=1, \ldots,n)$ の複素係数の多項式にな
る (このとき線形化ベクトル場は対角型になる) 。ベクトル場の線形化の場合には, 標準
形 (線形ベクトル場) は特性指数だけによって決まるものであるが, ハミルトン系の標準
化では標準形そのものがハミルトニアンに依存することが重要である。
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さて, (6) の関数 $h(\tau)$ をハミルトニアンとするハミルトンベクトル場 $X_{h}$ は可積分であ
る。 じっさい, $X_{h}$ は

$\dot{\xi}_{k}=\frac{\partial h}{\partial\eta_{k}}=\frac{\partial h}{\partial\tau_{k}}\eta_{k}$ , $\dot{\eta}_{k}=-\frac{\partial h}{\partial\xi_{k}}=-\frac{\partial h}{\partial\tau_{k}}\xi_{k}$ $(k=1, \ldots, n)$

と書けるから, 解に沿って
$\frac{d}{dt}\tau_{k}=\xi_{k}\dot{\xi}_{k}+\eta_{k}\dot{\eta}_{k}=0$

となり, $\tau_{k}$ は $X_{h}$ の第 1 積分である。 したがって, ベクトル場 $X_{h}$ の解 $\zeta(t)=(\xi(t), \eta(t))$

は不変トーラス

$\Sigma_{c}:=$ { $(\xi,$ $\eta)\in \mathrm{R}^{2n}|\tau_{k}=c_{k}$ (定数), $k=1,$ $\ldots,$
$n$ } (7)

の上に拘束され, その上で方程式は線形になる。
この意味で, 平衡点の近くのハミルトン系は可積分系によって近似できる。 とくに, もし

$\alpha_{1},$
$\ldots,$

$\alpha_{n}$ が有理数体上 1 次独立ならば (このとき, 平衡点は非共鳴であると言い, そう
でない場合を共鳴であるという), ハミルトニアン $H$ は任意の次数 $N$ のバーコフ標準形
に変換できるから, ハミルトン系はいくらでも可積分系で近似できることになり, さらに

形式的変換 $\varphi$ で, $H_{\text{。}}\varphi$ が $\tau_{1},$
$\ldots,$

$\tau_{n}$ だけの形式的ベキ級数になるようなものが存在する。
この変換 $\varphi$ を収束するように選ぶことができるならば, バーコフ標準形 $H_{\text{。}}\varphi$ の定めるベ

クトル場は可積分であり, 解は不変トーラス上の周期的あるいは準周期的な軌道になる。
定理 1 におけるバーコフ変換 $\varphi$ は, $N$ 次多項式の母関数によって ( $[\mathrm{S}\mathrm{M}$ \S 30] 参照), あ

るいは, 多項式ハミルトニアンをもつハミルトン系の時間 1 写像による正準変換を逐次 $<\iota\supset$

.

成することによって定義される (Lie 級数の方法) 。この母関数あるいは多項式ハミルト
$n$

ニアンの係数を逐次決定していく際には $\langle k, \alpha\rangle=\Sigma k_{j}\alpha_{j}$ で割り算を実行する必要があり,
$j=1$

係数の分母に $\langle k, \alpha\rangle$ が現われる。非共鳴平衡点の場合には $N=\infty$ とできるが, $|k|arrow\infty$

のとき $\langle k, \alpha\rangle$ は 0 に集積してしまうため, この形式的バーコフ変換 (あるいはその母関数

のべき級数表示) の収束性を示すのはきわめて困難になる。 これは第 1 節で述べた [小分

母の問題』と同じ問題である。そして, 残念ながら一般に収束するバーコフ変換は存在し
ないことが Siegel ([Sie]) によって明らかにされている。 ただし, Siegel は, バーコフ変
換が収束しない場合でも非共鳴な楕円型平衡点の近くでは系はいくらでも可積分系で近似
できることから, 非共鳴平衡点 (=原点) の安定性は成り立つのではないかと述べている
( $[\mathrm{S}\mathrm{M},$ \S 30] 参照) 。 この問題については, 第 6 節の最後に再度とり上げる。
では, いつ収束するバーコフ変換が存在するのであろうか ?そのような変換が存在すれ
ば系は可積分なことは今見たとおりだが, じつはその逆も成り立つのである。

定理 4[Itl] 実解析的なハミルトニアン $H$ に対して, ハミルトンベクトル場 $X_{H}$ は原

点を非共鳴な楕円型平衡点にもつとする。もし, ベクトル場 $X_{H}$ が $n$ 個の関数的に独立で
解析的な第 1 積分 $G_{1}=H,$ $G_{2},$

$\ldots,$
$G_{n}$ をもつならば, 収束するバーコフ変換 $\varphi$ が存在す

る。 このとき, $n$ 個の関数 $G_{k^{\text{。}}}\varphi(\zeta)(k=1, \ldots, n)$ は $\tau_{1},$
$\ldots,$

$\tau_{n}$ だけの関数になる。

$G_{1^{\text{。}}}\varphi,$

$\ldots,$
$G_{n^{\text{。}}}\varphi$ は $\zeta=(\xi, \eta)$ -変数についてポアソン可換, つまり $\{G_{i^{\text{。}}}\varphi, G_{j}\circ\varphi\}\equiv 0$ で

あるから, ポアソン括弧の正準変換による不変性より, 変換前の $G_{1},$
$\ldots,$

$G_{n}$ もポアソン可
換である。 これは, ベクトル場 $X_{H}$ が可積分であることを意味している。
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定理 4 におけるバーコフ変換 $\varphi$ は定理 3 に現われるものと同一であり, それを形式的に
定める際には, 小分母 $\langle k, \alpha\rangle$ が現われる。 ところが, n.個の関数 $G_{1}\circ\varphi,$

$\ldots,$
$G_{n}\circ\varphi$ が同時

にバーコフ標準形になることから, ある意味で $\varphi$ (のノルム) に大きな制限が加わること
になり, その収束性を示すことができるのである。
なお, バーコフ標準形は平衡点の近くのハミルトン系だけでなく, 不動点のまわりの正準

写像に対しても定義することができて, 定理 4 と同様の結果が成り立っ ([Itl])。さらに, 定
理 1 と定理 4 をつなぐ次のような結果にも一般化される。すなわち, 領域 $D\subset \mathrm{R}^{2n}$ における
可積分系の解の挙動は, $n$ 個の関数 (第 1 積分) の定める写像 $G=(G_{1}, \ldots, G_{n}):Darrow \mathrm{R}^{n}$

のレベル集合とその近傍での $X_{G_{1}},$
$\ldots,$

$X_{G_{n}}$ の不変集合の構造によって決まると考えられ
る。 このように考えると, 定理 1 は写像 $G$ の正則点の近傍を問題にしたものであり, 一方
定理 4では勾配ベクトル $\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}G_{1},$ $\ldots,\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}$ G、は原点 0 ですべて消えることから, 写像 $G$

の階数 0 の特異点の近傍を問題にしたものとみなせる。そこで, より一般に写像 $G$ の階
数 $k(<n)$ の特異点の近傍を考えると, 階数 $k$ の特異点の全体は適当な非退化条件のもと
で $k$ 次元不変トーラスの $k$-パラメータ族をつくり, その近傍は適当な非共鳴条件のもとで
$k+1$ 次元以上 $n$ 次元以下の不変トーラスで埋め尽くされることが, $k$ 次元不変トーラス
を 1 点とみなしてバーコフ標準化を行うことによって証明できる ([It2] 参照)

。

最後に共鳴平衡点の場合と一般のベクトル場の標準化について少し言及しておこう。 共
鳴平衡点の場合にも, (5) の形の任意のハミルトニアン $H$ と任意の次数 $N\geq 2$ に対して,
関係式

$H\circ\varphi(\zeta)=h(\zeta)+O(|\zeta|^{N+1})$ , $\{h, h_{2}\}=0$ , $h_{2}= \sum_{k=1}^{n}\alpha_{k}\tau_{k}$

が成り立つような正準変換 (バーコフ変換) $z=\varphi(()=\zeta+O(|(|^{2})$ をみっけることができ
る。 このとき $H\circ\varphi$ の右辺を $N$ 次のバーコフ標準形であるという (Birkhoff-Gustavson の

標準形ともいう)。非共鳴平衡点の場合には, この条件は $h(\zeta)$ が $\tau_{1},$
$\ldots,$

$\tau_{n}$ だけの関数に
なることと同値である。 しかし, 共鳴の場合には, $h(()$ は一般に他の変数にも依存する形
になり, しかも一意的には定まらない。つまり, 別のバーコフ変換をとると, バーコフ標
準形が異なるのである。定理 4 は共鳴が 2 つの特性指数の間で起こる場合に拡張されてお
り ([It3], [KKN]), その場合には収束するバーコフ変換の存在は可積分性と同値である。
しかし, その同値性は一般の共鳴の場合には成り立たない。 この場合には『よい標準形\sim
が存在するように期待されるが, まだ何も結果は知られていない。
ハミルトン系でない一般のベクトル場の場合にも, 定理 4 は以下のように拡張できる。

定理 5 $X_{1}$ を原点を非共鳴な楕円型平衡点にもつ $2n$ 次元の実解析的なベクトル場で
あり, 次の条件 [A.1], [A2] が成り立つと仮定する。

[A.1] 原点の近傍で解析的な $n-1$ 個のベクトル場 $X_{2},$
$\ldots,$

$X_{n}$ で, 次の条件 (i), (ii) を満
たすものが存在する。

(i) $[X_{1}, X.\cdot]=0$ $(i=2, \ldots, n)$ , ([, ] はベクトル場のり一括弧式),

(ii) $X_{1},$
$\ldots,$

$X_{n}$ のテーラー展開の最低次部分 (同次多項式) $X_{1}^{0},$ $\ldots,X_{n}^{0}$ はある点で 1 次
独立 Q
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[A.2] 原点の近傍で解析的な $n$個の関数的に独立な関数 $G_{1},$
$\ldots,$

$G_{n}$ で, ベクトル場 $X_{1},$
$\ldots$ , Xユ

の第 1 積分となるものが存在する。

このとき, 原点の近傍で実解析的な座標変換 $z=\varphi(\zeta),$ $\zeta=(\xi, \eta)\in \mathrm{C}^{n}\cross \mathrm{C}^{n}$ で, 各ベク
トル場 $X_{i}(i=1, \ldots, n)$ を次の形に変換するものが存在する:

$\dot{\xi}_{j}=p_{ij}(\tau)\eta_{j}$ , $\dot{\eta}_{j}=-p_{ij}(\tau)\xi_{j}$ $(j=1, \ldots, n)$ . (8)

ここで, $p_{ij}(\tau)$ &X $n$ 変数 $\tau_{j}=\frac{1}{2}(\xi_{j}^{2}+\eta_{j}^{2})(j=1, \ldots, n)$ だけに依存する解析的な関数であ

る。 このとき, $G_{k}\circ\varphi(k=1, \ldots, n)$ も $\tau_{1},$
$\ldots,$

$\tau_{n}$ だけの関数{こなる。

この定理は定理 4 のベクトル場への一般化であり, 標準形 (8) のベクトル場に対して,

$\tau_{1},$
$\ldots,$

$\tau_{n}$ は第 1 積分になり, その解はバーコフ標準形に対するハミルトンベクトル場のと
きと同様に求積できる。定理の条件としては仮定されていないが, (8) の形より任意の $i,j$

に対して $[X_{i}, X_{j}]=0$ が成り立っている。そして座標変換 $\varphi$ の収束性は, $\varphi$ によって $n$

個のベクトル場 $X_{1},$
$\ldots,$

$X_{n}$ と $n$ 個の第 1 積分 $G_{1},$
$\ldots,$

$G_{n}$ が同時に標準化されることか
ら得られる ([It5])。また, Stolovitch の定理 ([St2]) に帰着させて証明することもできる
([Stl] も参照) 。
この定理の条件のうち, [A. 1](ii) を

$(\mathrm{i}\mathrm{i})’$ ベクトル場 $X_{1},$
$\ldots,$

$X_{n}$ はある点で 1 次独立

と修正すれば, 条件 [A.1] と [A.2] を合わせた条件はベクトル場 $X_{1}$ の可積分性の定義と呼
ぶにふさわしいものであり, 明らかにハミルトンベクトル場の可積分性の定義 (定義 1) は,

$X_{G}.\cdot=X_{i}$ として条件 [A. 1] と [A.2] を満たす。 そして, [A. 1] と [A.2] のもとで Liouville-
Arnol’d の定理に対応する結果も成り立つ {[Bo] 参照。そこではさらに一般的な可積分性
の定義が導入されている) 。したがって, 定理 5 は条件 [A.1] (ii) を $(\mathrm{i}\mathrm{i})’$ に置き換えて成

り立つように予想されるが, 現時点では証明の技術的理由からまだ成功していない。なお,
条件 (ii), (ii)’ ではベクトル場のある 1 点における 1 次独立性しか仮定していないが, ベ

クトル場の解析性から必然的に稠密な開部分集合上での 1 次独立性が導かれる。

5. KAM 理論

KAM 理論は, ポアンカレが「力学の基本問題」 と呼んだ可積分系の摂動

$\{$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{k}=\frac{\partial H}{\partial I_{k}}$ , $j_{k}=- \frac{\partial H}{\partial\theta_{k}}$ $(k=1, \ldots,n)$ ;

$H=h(I)+\epsilon f(\theta, I, \epsilon)$

(9)

に対する準周期解の存在を保証する理論であることは周知のとおりである。ここで, $\theta=$

$(\theta_{1}, \ldots, \theta_{n})\in \mathrm{R}^{n},$ $I=(I_{1}, \ldots, I_{n})\in D$ ( $D$ は $\mathrm{R}^{n}$ の領域) , $\epsilon\in \mathrm{A}:=(-\epsilon_{0}, \epsilon)(\epsilon_{0}>0$ は

定数) は 0 に十分近いパラメータであり, $h,$ $f$ はそれぞれ $I,$ $(\theta, I, \epsilon)$ の実解析関数, $f$ は
$\theta_{1},$

$\ldots,$
$\theta_{n}$

. について周期 $2\pi$ の周期関数である。 したがって $H$ は $\mathrm{T}^{n}\cross D\cross\Lambda$ 上の実解析
関数である。
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KAM 理論は, 1954 年に Kolmogorov が発表した定理 ([Ko]) を Arnol’ $\mathrm{d}$ ([Arl]) が
1960 年代初頭にその証明を完成し, 同時に Moser ([MO1]) が平面上の可積分に近いねじれ
写像 (Twist map) に対して同様の結果, つまり準周期軌道を乗せた不変円周の存在 (Twist

map theorem) を証明したことに端を発しているが, その後もさまざまな本質的な一般化
や改良が行われ今日に至っている。すでに 50 年近い歳月が流れているにも関わらず, い

まだにその研究が続いているのは, KAM 理論に付随する問題の豊かさ, ひいては「可積
分系の摂動」 という問題の豊かさの証ともいえよう。

Kolmogorov と Arnol’ $\mathrm{d}$ は実解析的なハミルトン系を考えたが, Moser は可微分な範噴
で Twist map を考察した点が KAM 理論誕生時での大きな違いである。その後, それら
の結果はさらに発展し, 一連の成果として KAM 理論と呼ばれている。 この理論の最大の
特徴は, 第 1 節で触れた「小分母の困難」 を克服したことにある。そのための基本的なア
イデアは, 非線形方程式を線形近似し, それを逐次解くことによって近似解の列を構成し,
その収束をニュートン法と同様の「速い収束」 メカニズムによって示す点にあり, その手
法は “rapidly convergent iteration method” と呼ばれる。 この手法は強力で, 1980 年代後
半からは, $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$ 方程式など可積分な非線 $\text{形}\nearrow$偏 a分方程式の摂動論が無限次元ハミルトン系
という枠組みで行われるようになり, この手法を発展させることによって準周期解の存在
など, 数多くの新しい結果が得られている ([Kul], [Ku2] 参照)。

さて, 有限自由度の近可積分ハミルトン系 (9) を考えよう。KAM 理論の主結果である
準周期解をのせた不変トーラスの存在は, 有限回微分可能な関数の範躊で述べることがで
きるが ([SZ] を参照) , ここでは簡単のため, 実解析的な範躊で考えることにする。まず,
$\epsilon=0$ のとき, ハミルトン系 (9) は可積分であり, その解は

$\theta(t)=\theta(0)+t\omega(I_{0})$ , $I(t)=I_{0}$ ( $=$ 定数), $\omega(I_{0})=\frac{\partial h}{\partial I}(I_{0})$

で与えられる。 $n$ 次元トーラス $I=I_{0}$ は微分方程式系 (9) の流れで不変である。 ここで
$n$ 次元ベクトル $\omega(I_{0})=(\omega_{1}, \ldots,\omega_{n})$ に対して, $\omega_{1},$ $\ldots,\omega_{n}$ が有理数体上 1 次独立ならば,
この解は不変トーラス $I=I_{0}$ を稠密に埋める準周期軌道になる。KAM 理論はこのような
準周期軌道が $\epsilon\neq 0$ としたときにも存在しつづけるかどうかを問題にする。その基本的結
果を簡単に述べると次のようになる :

定理 6(KAM) $|\epsilon|$ が十分小さい近可積分系 (9) において, $D$ 上で $\det(\partial^{2}h/\partial I^{2})\neq 0$ と
仮定する。 このとき, $D$ の部分集合 $D_{\epsilon}$ と連続な埋め込み $\varphi_{\epsilon}:\mathrm{T}^{n}\cross D_{\epsilon}arrow \mathrm{T}^{n}\mathrm{x}D$ が存在
して次が成り立つ :
(i) $D_{\epsilon}$ の補集合 $D\backslash D_{\epsilon}$ のルベーグ測度は, $\epsilonarrow 0$ のとき 0 に収束する。
(ii) 写像 $\varphi_{\epsilon}$ は恒等写像に近く, 角変数 $\theta_{1},$

$\ldots,$
$\theta_{n}$ については実解析的である。

(iii) 任意の $I_{0}\in D_{\epsilon}$ に対して, $\varphi_{\epsilon}(\mathrm{T}^{n}\cross\{I=I_{0}\})$ は系 (9) の流れのもとで不変な $n$ 次元
不変トーラスであり, その上の任意の解は

$\varphi_{\epsilon}(\theta+t\omega_{\epsilon}(I_{0}), I_{0})$ $(\theta\in \mathrm{T}^{n}, I_{0}\in D_{\epsilon})$

の形で与えられる準周期軌道である。 ここで, $\omega_{\epsilon}(I_{0})\in \mathrm{R}^{n}$ は非摂動系の振動数ベクトル
$\omega(I_{0})$ に近い。
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この定理は, $|\epsilon|>0$ が十分小さいならば, 非摂動系の準周期軌道をのせた不変トーラス
のほとんどは摂動後も生き残ることを意味している。 また, 摂動系の準周期解の振動数ベ
クトル $\omega=\omega_{6}(I_{0})$ はディオファントス条件

$|\langle k,\omega\rangle|\geq\gamma|k|^{-\tau}$ $(k\in \mathrm{Z}^{n}\backslash \{0\})$ (10)

を満たす。 ここで, $\gamma,$ $\tau$ は (一般に不変トーラスごとに異なる) 正定数である。ルベーグ

測度の意味でほとんどすべてのベクトル $\omega\in \mathrm{R}^{n}$ はデイオファントス条件を満たすことが
定理 6 の主張 (i) に対応しており, 集合 $D_{\epsilon}$ は複雑な構造をもつカントール集合になる。

KAM 理論の主結果である準周期解をのせた不変トーラスの存在定理は, 近可積分系 (9)
に対する定理 6 だけでなく, その離散版である近可積分なシンプレクテイツク写像

$\theta’=\theta+\omega(I)+\epsilon f(\theta, I, \epsilon)$ , $I’=I+\epsilon g(\theta, I, \epsilon)$ $(\theta\in \mathrm{T}^{n}, I\in D\subset \mathrm{R}^{n})$ (11)

に対しても, 非退化条件 (Twist 条件)

$\det\frac{\partial\omega}{\partial I}\neq 0$ (12)

のもとで成り立つ。 この条件 (12) を満たす写像を (高次元の) Twist 写像ともいう。 ま

た, バーコフ標準形で書かれた平衡点の近傍でのハミルトン系や不動点の近傍でのシンプ
レクティック写像についても成り立つ ([Ar4], [AKN] 参照)。これらの諸結果の証明は, す

でに述べた 「速い収束」 を示す逐次近似法が基本になっているが, これについて説明を加

えておこう。

Arnol’ $\mathrm{d}$ の証明 ([Arl]) は, 準周期解の振動数は固定せずに正準変換の繰り返しによって
ハミルトニアンを変換していき, 最終的に変換されたハミルトニアンがデイオファントス条
件を満たす振動数の準周期解の乗った不変トーラスをもつようにするものである。 これは
「正準変換によってハミルトニアンをできるだけ簡単にする」 という, 古典的な摂動論の手

法 ([AKN, Chap 5] 参照) のアイデアを生かした方法であり, Twist 写像に対しても応用
できる ([AA])。 この方法は解析的な範躊だけのものであるが, 次節で述べる Nekhoroshev
理論との相性もよく, 現在では KAM 定理と Nekhoroshev 評価を合わせて証明する手法
にも発展している ([DG], [GiMo], [JV] 参照) 。

Moser は, あらかじめディオファントス条件を満たす回転数 $\omega$ を任意に固定し, 円周

上の無理数回転 $\theta\mapsto\theta+\omega$ の埋め込みを無限回の座標変換の合成によって実現すること
で, 可微分な範躊での Twist map theorem を証明した ([MO1]. 実解析的な場合について
は $[\mathrm{S}\mathrm{M},$ \S \S 32-33 $]$ も参照)。定理 6 は主張 (i) を除くと, この方法によって可微分の範躊で

も証明することが可能である ([SZ] 参照) 。また, 可微分な範躊での定理 6 の主張 (i) は

P\"oschel ([Posl]) によって示されている。
これら 2 つの方法は, ともに 「速い収束」 の逐次近似法 “rapidly convergent iteration

method” に基づいているが, この方法と根本的に異なり, 直接的に準周期解を摂動パラ
メータについてのべき級数として構成する方法がある。 このベキ級数の係数は時間 $t$ の

フーリエ級数であり, 第 1 節で述べた古典的な垣 ndstedt 級数の類似物である。その収東

証明が 1980 年代半ばに Eliasson ([E2]) によって成されている (論文は長い間プレプリン

トのままになり, 出版年が遅れたようである)。この手法は, Gallavotti らによって場の量
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子論における繰り込み群の方法とも関係づけられて発展・整備されてぃることを注意して
おこう ([BG], [Ga], $[\mathrm{G}\mathrm{M}]_{\text{。}}$ [GL] も参照)。

さて, 定理 6 の内容に話を戻そう。条件 $\det(\partial^{2}h/\partial I^{2})\neq 0$ は非退化条件あるいは Twist
条件と呼ばれ, 作用変数 $I$ の集合と振動数 $\omega=\partial h/\partial I$ の集合が対応 $I\mapsto\partial h/\partial I$ にょって
局所的に 1 対 1 であることを意味している (逆関数定理) 。近年, この条件を弱める試み
が多くの研究者によってなされ, さまざまな結果が得られてぃる。それにつぃては [Sev],
[XYQ] およびそこに含まれる文献を参照されたい。
この非退化条件のほかに, 等エネルギー的非退化条件と呼ばれるものもある。それは

$\mathrm{d}\mathrm{e}.\mathrm{t}(\begin{array}{ll}\partial^{2}h/\partial I^{2} \partial h/\partial I\partial h/\partial I O\end{array})\neq 0$ (13)

という条件であり (これら 2 っの非退化条件は互いに独立である), この条件のもとで各
エネルギー曲面 { $H=$ 定数} 上に準周期軌道をのせた不変トーラスの存在を保証すること
ができる。 この場合の定理の証明は, ハミルトン系の流れをエネルギー曲面 $H=$ 定数に
制限したポアンカレ写像を考えると (11) の形になり, Twist 条件 (12) は条件 (13) と同値
になることから, Twist 写像に対する KAM 定理に帰着される。また, 定理 6 に帰着させ
る方法 ([BH]) や直接証明を行う方法 ([DG]) もある。
等エネルギー的非退化条件が本質的に利いてくる例をあげておこう。

例ハミルトニアンが

$H= \frac{1}{2}(I_{1}^{2}-I_{2}^{2})+\epsilon\sin(\theta_{1}-\theta_{2})$

で与えられる近可積分系は

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{1}=I_{1}$ , $\dot{\theta}_{2}=-I_{2}$ , $j_{1}=-\epsilon\cos(\theta_{1}-\theta_{2})$ , $j_{2}=\epsilon\cos(\theta_{1}-\theta_{2})$

であり,

$\frac{\partial^{2}h}{\partial I^{2}}=(\begin{array}{ll}1 00 -1\end{array})$ , $(\begin{array}{ll}\partial^{2}h/\partial I^{2} \partial h/\partial I\partial h/\partial I O\end{array})=(\begin{array}{lll}1 0 I_{1}0 -1 -I_{2}I_{1} -I_{2} 0\end{array})$

である。 したがって, 非退化条件が成り立ち, ほとんどすべての初期条件に対して解は不
変トーラス上を動く準周期解になる。 ところが, 上の第 2 の行列の行列式は $I_{1}^{2}-I_{2}^{2}$ であ
り, 非摂動系のハミルトニアン $h=0$ の上では等エネルギー的非退化条件は成り立たない。
じっさい,

$\theta(t)=(-\frac{1}{2}\epsilon t^{2},$ $- \frac{1}{2}\epsilon t^{2})$ , $I(t)=(-\epsilon t, \epsilon t)$

は摂動系 $X_{H}$ の $H=0$ 上の解であるが, あきらかに

$|I(t)-I(0)|=\sqrt{2}\epsilon|t|arrow\infty$ $(tarrow\pm\infty)$

であるから, エネルギー曲面 $H=0$ 上には不変トーラスは存在しない。
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自由度 2 の系ではエネルギー曲面は 3次元であり, そのなかにあって, 2 次元不変トー
ラスで囲まれる領域から発した解は不変トーラスの外側に到達することができない。 この

ことから平衡解や周期解の安定性を証明することができる $([\mathrm{S}\mathrm{M},$ \S \S 34-35] $)$ 。これについ

て, 有名なアーノルドの定理を述べておこう。

定理 7(Arnol’ $\mathrm{d}$) $\mathrm{R}^{4}$ の原点の近傍で 4次のバーコフ標準形で書かれる実解析的なハミ
ルトニアン

$H= \sum_{k=1}^{2}\alpha_{k}\tau_{k}+\frac{1}{2}\sum_{k,\ell=1}^{2}$ \beta 屁\mbox{\boldmath $\tau$}k\mbox{\boldmath $\tau$}l+O(|z|5), $\tau_{k}=\frac{1}{2}(x_{k}^{2}+y_{k}^{2})$ , $z=(x_{1}, x_{2}, y_{1}, y_{2})$

に対して, 条件

$\det(\begin{array}{lll}\beta_{11} \beta_{12} \alpha_{1}\beta_{21} \beta_{22} \alpha_{2}\alpha_{1} \alpha_{2} 0\end{array})\neq 0$

が成り立つならば, 原点 $z=0$ はハミルトン系 $X_{H}$ の安定な平衡点である。

この定理を応用することで, 制限 3体問題のラグランジュの正三角形解 $L_{4},$ $L_{5}$ の安定性

が証明できる ( $[\mathrm{S}\mathrm{M}$ \S 35] 参照) 。ただし, 解の安定性がアーノルドの定理によって保証さ
れるような初期値の領域 (第 3 節の定義 2 の近傍 $V$ ) はきわめて小さく, 残念ながら現実

の小惑星はそこには含まれない。 したがって, 単なるアーノルドの定理の応用では現実的
な応用力はない。 これについては, 次節で Nekhoroshev 評価の応用を紹介する。

KAM }$\backslash -$ラスはデイオファントス条件を満たす回転数ベクトルの準周期解をのせた不
変トーラスの存在を保証するが, 任意に与えた初期値がそのデイオファントス条件を満た
す点に対応するかどうかは分かるはずもないことで, その意味で自由度 3 以上の系に対す
る KAM 理論の主張は応用上はそれほど強力なものではない。 さらに, KAM 定理が成り

立つためには摂動パラメータの大きさ $\epsilon$ は十分小さいことが必要である. たとえば天体力

学では $\epsilon=$ 木星の大陽に対する質量比とみなせば, $\epsilon\sim 10^{-3}$ であるが, KAM 定理の通
常の証明では $\epsilon\sim 10^{-48}$ 程度でなければならないのである ([He], [Per] 参照) 。上述した

アーノルドの定理 7 が実際の応用力に欠けることも同じ理由によるものである。 このよう

な摂動パラメータの大きさに関するさまざまな改良は, A. Celletti, L. Chierchia らによっ
てなされている ([CC], [CGL] 参照).

KAM 理論の全容については, 1990 年代半ばまでの発展については, 単行本 [AKN] お
よび [BHS] がくわしいので参照されたい。 また, 研究集会の報告集 [Sim] には 1996 年当
時の主要な研究者の報告があり, 今日でも多くの情報を提供してくれる。
以下この節では, これらの話題の中から, 低次元不変トーラスの存在をめぐる最近の進

展について取り上げよう。偏微分方程式に対する準周期解の存在が議論できるようになっ
たのは, これから述べる有限自由度での低次元不変トーラスの存在問題がきつかけであっ
た ([Kul], [Ku2], [POs2] 参照) 。
まず, 低次元不変トーラスの意味を明確にしておこう。上で述べた定理 6 は自由度 $n$ の

近可積分系に対する $n$ 次元不変トーラスの存在を問題にしている。 平衡点の近傍における
バーコフ標準形を考える場合も, KAM 定理はあくまで $n$ 次元不変トーラスの存在を保証
するものである。 しかし, たとえば $N$ 次までのバーコフ標準形 (6) を考えるとき, 不変
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トーラス \Sigma 。の定義 (7) において, 定数 $c_{k}$ のうちの $d$ 個だけが正で, 残りの $n-d$ 個は
0 となる場合を考えてみよう。 このとき, $\Sigma_{c}$ は $X_{h}$ の不変集合として, $d$ 次元の楕円型の
不変トーラスである。 この上の軌道が準周期軌道であるとき, この不変トーラスに近いハ
ミルトン系 $X_{H}$ の $d$ 次元不変トーラスの存在を問うのは自然なことであろう。 この問題
は, すでに 1960 年代に Melnikov によって近可積分系の問題として定式化されてぃるが
([Mel], [Me2]), その証明は 1980 年代後半に Eliasson [E1] $\}$こよってようやく与えられた。
あらためて次の形の自由度 $n+m$ のハミルトニアン

$H(\theta, I, z)=h(I,z)+f(\theta,I,z)$ , $\theta\in \mathrm{T}^{n}$, $I\in D\subset \mathrm{R}^{n}$ , $z=(x,y)\in \mathrm{R}^{m}\cross \mathrm{R}^{m}$

を考えよう。 ここで,

$\frac{\partial h}{\partial z}(I, 0)=0$

と仮定する。 このとき, $z=0$ はハミルトン系 $X_{h}$ の流れで不変な曲面であり, その上で
$X_{h}$ の解は $I_{0}\in \mathrm{R}^{n}$ をパラメータとして

$\theta(t)=\theta_{0}+\omega t$ , $I(t)=I_{0}$ , $\omega=\frac{\partial h}{\partial I}(I_{0},0)$

となる。 つまり, $2n$ 次元曲面 $z=0$ は $X_{h}$ の $n$ 次元不変トーラスの $n$ パラメータ族がら
成る foliation として捉えられる。
ここで, 関数 $h$ を $z=0$ の近傍で $z$ に関して Taylor 展開すると,

$h(I,z)=h(I,0)+ \frac{1}{2}\langle h_{zz}(I,0)z, z\rangle+O(|z|^{3})$

となる。 さらに

$\det(\frac{\partial^{2}h}{\partial I^{2}})(I_{0},0)\neq 0$

と仮定すれ 1工対応 $I\mapsto(\partial h/\partial I)(I, 0)$ は 1 対 1 だから, $I_{0}\in D$ のがゎりに $\omega=(\partial h/\partial I)(I_{0},0)$

をパラメータとみなすことができる。そして, $\text{ト}-$ラス $\mathrm{T}^{n}\cross\{I=I_{0}\}\cross\{z=0\}$ の近傍
で $I-I_{0}$ .をあらためて $I$ と見なすと, ハミノレトニアン $H$ は

$\{$
$H=N+P$; $N=$

.
$h(I_{0},0)+ \langle\omega,I\rangle+\frac{1}{2}(A(\omega)z,z\rangle$ ,

$P=P(\theta,I,z,\omega)=f(\theta, I+I_{0}, z)+O(|I|^{2})+O(|Iz|)+O(|z|^{3})$

と表すことができる。 ここで $A(\omega)=h_{zz}(h_{I}^{-1}(\omega), 0)$ は $2m$ 次の対称行列である。 $\{I=$
$I_{0},$ $z=0\}$ は $f=0$ なる非摂動系 $X_{h}$ の $n$ 次元不変トーラスであるが, この不変トーラ
スの近傍での解の挙動にとって重要なのは行列 $JA(\omega)$ の固有値である。ただし $J$ は次の
$2m$ 次のシンプレクティック行列である ( $I_{m}$ は $m$ 次単位行列) :

$J=($ $-I_{m}O$ $I_{m}O$ ).
この不変トーラスは, $JA(\omega)$ のすべての固有値が 0でない実数部分をもっときに双曲型,
すべての固有値が純虚数のときに楕円型と呼ばれる。双曲型の不変トーラスの摂動につぃ
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ては, 以前から Moser, Graff ([M02], [Gr]) らによって研究され, 通常の KAM 理論に

おけるディオファントス条件 (10) のもとで $n$ 次元不変トーラスが存在することが示され
ていた。 一方, 楕円型の場合は Melnikov ([Mel], [Me2]) が

$H=N+P$; $N= \sum_{k=1}^{n}\omega_{k}I_{k}+\frac{1}{2}\sum_{j=1}^{m}\Omega_{j}(\omega)(x_{j}^{2}+y_{j}^{2})$ , $P=P(\theta, I, x, y,\omega)$ (14)

なる形のハミルトニアンに対して, $(\omega, \Omega)$ に近く, 条件

$| \langle k,\hat{\omega}\rangle+\langle\ell,\hat{\Omega}\rangle|>\frac{1}{2}\gamma|k|^{-\tau}$, $|\ell|\leq 2$

を満たす振動数ベクトル $(\hat{\omega},\hat{\Omega})$ をもつ $n$ 次元不変トーラスが存在するという結果を発表
した。 その証明はすでに述べたように, Eliasson によって与えられ, P\"oschel は仮定を少

し弱めた形で同様の結果を得ている。彼らの結果の正確な定式化は論文 [E1] と [POs2] に
ゆずり, ここでは, ごく最近 J. Xu と J. You によって得られた結果を紹介しよう。

定理 8[XY] 自由度 $n+m$ の実解析的なハミルトニアン (14) において, $\omega=(\omega_{1}, \ldots, \omega_{n})$

は集合 $\mathcal{O}\subset \mathrm{R}^{n}$ 上を動くとし, 条件

任意の $k\in \mathrm{Z}^{n}\backslash \{0\}$ に対して $\langle k,\omega\rangle\not\equiv \mathrm{O}$ かつ $\langle k,\omega\rangle+\Omega_{j}(\omega)\not\equiv 0$ $(j=1, \ldots, m)$

が成り立つとする ( $\not\equiv 0$ は $\omega\in \mathcal{O}$ の関数として恒等的に 0 ではないことを意味する) 。

このとき, 摂動 $P$ が十分小さいならば, 大部分の $\omega\in \mathcal{O}$ に対して, $\omega$ に十分近い振動

数 $\omega_{*}$ をもつ準周期軌道をのせた $n$ 次元不変トーラスが存在する。 ここで, 振動数 $\omega_{*}$ は

$|\langle k,\omega_{*}\rangle|>\alpha(|k|+1)^{-n}$ ( $\alpha$ は十分小さい正数) なる形のデイオファントス条件を満たす。

この定理において, 摂動 $P$ の大きさは, 適当な重み付けをしたノルムによって測る (論

文 [XY] 参照) 。また, 非退化条件 $\det(\partial^{2}h/\partial I^{2})\neq 0$ が成り立つならば, $\omega=\partial h/\partial I$ で

あり, $\omega$ は $\mathrm{R}^{n}$ の開集合を動くから, 定理の条件のうち, 最初の $\langle k,\omega\rangle\not\equiv 0$ は必然的に成

り立つ。 なお, この定理は「パラメータを含んだ KAM 定理」であり, 通常の KAM 定理

(定理 6) と全く同じ形式に書き下すのは難しいように思われるので, ここではあえて「大

部分の \mbox{\boldmath $\omega$}\in O」 という言い方で述べた。より厳密な叙述については [XY] を参照されたい。

6. Nel市 oroshev 評価

すでに述べたように, KAM 理論は自由度 2 の系に対しては平衡解や周期解の安定性を
導くが, 自由度 3以上の系ではそのメカニズムが機能しない。逆にアーノルドは, 解の不安
定性を導くメカニズムとして, 可積分系の摂動によって低い次元の双曲型の不変トーラス
が生まれ, その不安定多様体 (ひげの生えたトーラス “whiskered tori”) の「遷移的連鎖」

と呼ばれる複雑な交叉を渉りながら解が KAM トーラスの隙間から抜け出るメカニズムを
提唱した。そして, このメカニズムを用いることで, どんなに摂動パラメータの値が小さ
くても, 有界領域に留まらない解が存在するような, 自由度 3(正確には, 時間に周期的
に依存する自由度 2) の近可積分系の例を構成した ([Ar3], [AA] 参照)。これが今日アー
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ノルド拡散と呼ばれる現象である。 これについての最近の進展については, 文献 [BCV],
[L03], [Xia], [Ma] などを参照されたい.
これから述べる Nekhoroshev 評価は, アーノルド拡散が起こるとしてもそのスピードは

きわめて遅いことを保証する結果であり, 近可積分系の任意の解が摂動パラメータに関し
て指数的に長い時間, 作用変数が初期値の近くに留まること (これを指数的安定性という)
を主張する。 これは, 近可積分系 (9) の任意の解の作用変数の値 $I(t)$ が評価式

$||I(t)-I(0)||\leq R\epsilon^{b}$ $(|t|\leq T\exp(\epsilon^{-a}))$

を満たすことを意味する。 ここで, $R,$ $T,$ $a,$ $b$ は正の定数である。指数 $a,b$ は安定指数
と呼ばれ, 大きければ大きいほどより良い安定性の評価になる。

Nekhoroshev はこの結果を可積分ハミルトニアンが “steep” という条件のもとで証明して
いる。その後おもに Benettin, Giorgilli らのイタリアのグノ–7の研究 ([BGGI], [BGG2])
がきっかけになって応用も含めて発展し, steep よりは強い (しかし十分に自然な) “quasi-
convex” という条件のもとで, 安定指数 $a,b$ の精密な評価が行われるようになった。 ここ

では, P\"oschel ([POs3]) によって得られた定理をくわしく述べよう。
$D$ を $\mathrm{R}^{n}$ の領域とし, $h(I)$ を作用変数 $I\in D$ の実解析的な関数とし, $D$ の複素近傍

$D_{r}:=\{I\in \mathrm{C}^{n}|||I-D||<r\}$

上で解析的とする。ただし, $||I-D||<r$ は点 $I\in \mathrm{C}^{n}$ がユークリッドノルムに関して $D$

から距離 Hこ含まれることを意味する。 この関数 $h$ が $\ell,$ $m$-quasiconvex であるとは, 任
意の $I\in D_{r}\cap \mathrm{R}^{n}$ を固定するとき, すべての $\xi\in \mathrm{R}^{n}$ に対して次の少なくとも一方の不等
式が成り立つことをいう:

(i) $| \langle\frac{\partial h}{\partial I}(I),\xi\rangle|>\ell||\xi||$ , (ii) $\langle\frac{\partial^{2}h}{\partial I^{2}}(I)\xi,\xi\rangle\geq m||\xi||^{2}$ .

これは $\langle\partial h/\partial I,\xi\rangle=0$ を満たす $\xi\in \mathrm{R}^{n}$ に対して (ii) が成り立っことを意味する。 した
がって $h(I)=$ 定数で定まる曲面は凸である。 さらに, このとき等エネルギー的非退化条
件 (13) が成り立つことも容易にわかる ([Lol, p.76]. [BHS, p.lll] も参照)。
さらに $\mathrm{T}^{n}=\mathrm{R}^{n}/2\pi \mathrm{Z}^{n}$ の複素近傍 $\mathrm{T}_{s}^{n}$ を

$\mathrm{T}_{s}^{n}:=\{\theta\in \mathrm{C}^{n}||{\rm Im}\theta_{k}|<s (k=1, \ldots,n)\}$

と定義し, $\mathrm{T}_{s}^{n}\cross D_{r}$ の近傍で解析的かつ $\theta_{1},$

$\ldots,$
$\theta_{n}$ について周期 $2\pi$ をもっ関数 $f(\theta, I)=$

$\sum_{k\in \mathrm{Z}^{n}}f_{k}(I)e^{i\langle k,\theta)}$
のノルム $||f||_{D,r,s}$ を次のように定義する :

$||f||_{D,r,s}:= \sup_{I\in D_{\tau}}\sum_{k\in \mathrm{Z}^{n}}|f_{k}(I)|e^{|k|s}$
$(|k|=|k_{1}|+\cdots+|k_{n}|)$

また, 正の定数 $r,$ $M,A$ を

$r \leq\frac{4\ell}{m}$ $\sup_{I\in D_{\mathrm{r}}}||\frac{\partial^{2}h}{\partial I^{2}}||\leq M<\infty$ , $A= \frac{11M}{m}$
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と定義し,
$\epsilon_{0}:=\frac{mr^{2}}{2^{10}A^{2n}}$

と定める。 ただし, $||\partial^{2}h/\partial I^{2}||$ は行列� 2 $h/\partial I^{2}$ の作用素ノル $\text{ム}$である。

このとき次の評価が成り立つ。

定理 9[POs3] $H(\theta, I)=h(I)+f(\theta, I)$ を $\mathrm{T}_{s}^{n}\cross D_{r}$ 上の実解析関数, $h$ は $D_{r}\cap \mathrm{R}^{n}$ 上で

$\ell,$ $m$-quasiconvex であり, 正数 $\epsilon.\leq\epsilon_{0}$ に対して

$||f||_{D,r,s}\leq\epsilon$

が成り立つとする。 このとき, ハミルトン系 $X_{H}$ の $(\theta(0), I(0))\in \mathrm{T}^{n}\cross D$ を満たす任意の

解 $(\theta(t), I(t))$ に対して

$||I(t)-I(0)|| \leq R_{0}(\frac{\epsilon}{\epsilon_{0}})^{a}$ $(|t| \in T_{0}\exp(\frac{s}{6}(\frac{\epsilon}{\epsilon_{0}})^{-b}))$

が成り立つ。ただし, $||( \partial h/\partial I)(I(0))||\leq\frac{mr}{8}$ のときは $||I(t)-I(\mathrm{O})||\leq r$ がすべての $t\in \mathrm{R}$

に対して成り立つ。 ここで, $a,$ $b,$ $R_{0},$ $T_{0}$ は次で与えられる正の定数である:

$a=b= \frac{1}{2n}$ $R_{0}= \frac{r}{A}$ , $T_{0}=A^{2} \frac{s}{\Omega}$ (ただし $\Omega=\sup_{||I-I(0)||\leq R_{0}}||\omega(I)||$ ).

ここで得られた安定指数 $a,$ $b$ の値は, 任意の解に対して成り立つ評価としては, $a=b$

とした場合の最良のものと考えられている ([LO1], [L02] 参照) 。

この定理の証明は, Nekhoroshev によるオリジナルの証明 ([Nel], [Ne2]) のアイデア
による方法と, 周期軌道だけを乗せた不変トーラスに着目する方法 $($Lochak [Lol], [Lo2] $)’$

の 2 通りがあり, P\"oschel は前者によって上記の定理を証明し, それと独立に Lochak と

Neishtadt は後者の方法によって同値な定理を示している $([\mathrm{L}\mathrm{o}\mathrm{N}])$
。

古典的なポアンカレによる摂動論をふりかえると, ハミルトニアン $H=h+f$ に対し
て, 正準変換 $(\theta, I)=\varphi(\theta’, I’)$ によって $H\circ\varphi$ ができるだけ簡単な形 (最も簡単なのは作
用変数 $I’$ だけの関数) になるようにすることが問題になる。 このとき, 正準変換の母?

.

数のフーリエ級数の係数の分母には $\langle k,\omega(I)\rangle$ が現われ, それが「小分母」 となる ([AKN,
pp.175-176] 参照)。そこで, かりに, ある正数 $K,$ $\alpha$ が存在して, 任意の $I\in D$ に対して

$|\langle k,\omega(I)\rangle|\geq\alpha$ $(k\in\{k\in \mathrm{Z}^{n}||k|\leq K\})$ (15)

となるとしよう。すると, 適当な正準変換 $\varphi$ によって

$H\circ\varphi=h+f_{*};$ $||f_{*}||_{D,r,s}\leq e^{-Ks/6}\epsilon$

とできて, その結果
$||I(t)-I(\mathrm{O})||\leq r$ $(|t| \leq\frac{sr}{5\epsilon}e^{Ks/6})$ (16)

となることが証明できるのである ([POs3] 参照)。このように, 剰余項 $f_{*}$ が $K$ について

指数的に小さくなるようなハミルトニアンに変換することが指数的安定性を導く鍵になる。
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もちろん, 条件 (15) は一般に成り立たないから, さまざまな工夫が必要である。 上記の
Nekhoroshev のアイデアにもとづく方法では, 領域 $D$ をさまざまな「共鳴ブロック」 と
呼ばれる領域によって覆い, 各ブロックごとに (15) と類似の評価が成り立っようにするの
である。 このとき, その評価式に現れる定数 $K$ は

$K=( \frac{\epsilon_{0}}{\epsilon})^{a}$ , $a= \frac{1}{2n}$

と取れることが示せて, その結果 (16) より定理 9 の評価式が導かれる。一方, Lochak の
方法はこれとまったく異なり, その上の軌道がすべて周期軌道になるようなトーラスに着
目する。すると, quasi-convex 性から, その近傍では指数的安定性が自然と得られるので
ある。 (その証明にあたっては, ハミルトニアンをこの周期軌道の振動数に関する共鳴部分
と非共鳴部分とに分けて, 非共鳴部分が指数的に小さくなるように変換する必要がある。)
そして, ディオファントス近似の理論を用いることによって, 相空間全体をそのような周
期トーラスの近傍で覆うことができて, 証明が完成する。
以上が 2 つの証明方法の大雑把なアイデアであるが, 後者 (Lochak の方法) の方が前者

(Nekhoroshev の方法) に比べて議論が単純で証明も短い。 しかし, 前者の方法にも, steep
という, より一般的な条件のもとでも使えることや, KAM 理論との統合的な議論ができ
るなどの利点がある。また, いずれの方法によっても, ハミルトニアンは解析的であるこ
とが必要である。
ところで, KAM 理論の節で述べたように, 平衡点の近傍におけるハミルトン系は近可

積分系とみなせる。 したがって, その場合にも定理 9 と同様な評価式が得られることが期
待されるが, じっさい以下の結果が成り立っ。

定理 10([Nie], [FGB], [POs4]) $H(x,y)$ を $\mathrm{R}^{2n}$ の原点の近傍で実解析的な関数で, $N$ 次
のバーコフ標準形

$\{$

$H(x,y)=h(\tau)+f(x,y)$ ;
$h( \tau)=\langle\alpha,\tau\rangle+\frac{1}{2}\langle A\tau, \tau\rangle+h_{6}(\tau)+\cdots+h_{N}(\tau)$, $f(x,y)=O(|x|^{N+1}+|y|^{N+1})$

で書けるものとする。. ただし,

$\alpha=(\alpha_{1}, \ldots, \alpha_{n})\in \mathrm{B}^{n}$ , $\tau=(\tau_{1}, \ldots, \tau_{n})$ , $\tau_{k}=\frac{1}{2}(x_{k}^{2}+y_{k}^{2})$

であり, $h_{j}(\tau)$ は $j$ 力埼数のときは 0, 偶 のときは $\tau_{1},$
$\ldots,$

$\tau_{n}$ の $j/2$-次同次式である。こ
のとき, もし $A=h_{\tau\tau}(0)$ が正定値であるならば, ある正数 $\delta$ が存在して, $X_{H}$ の任意の
実数解 $(x(t),y(t))$ は $|\tau(0)|<\delta^{2}$ ならば

$|\tau(t)-\tau(0)|<c\delta^{2+\lambda a}$ $(|t|< \frac{1}{|\alpha|}\exp(d\delta^{-\lambda a}))$ (17)

を満たす。 ここで, $| \tau|=\sum_{k=1}^{n}|\tau_{k}|,$ $c,$ $d$ は $A$ と $n$ に依存して決まる正の定数, $a,$
$\lambda$ は

$a= \frac{1}{2n}$ , $\lambda=N-3$
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である。

上記の評価は P\"oschel ([POs4]) が, Niedermann ([Nie]) と Fasso, Guzzo, Benettin ([FGB])
によって独立に得られた結果を, 以下に述べる “super-exponential stability” の観点から
まとめたものである。 P\"oschel と Niedermann の証明は Lochak の方法に基づくものであ
り, Fasso らによる証明は Nekhoroshev のアイデアにもとづく方法によっている。
この定理で, もし原点が非共鳴な平衡点ならば, N は任意にとれるから, 評価式 (17) に現

われる指数 $\lambda$ はいくらでも大きくできることになる。このとき, 原点は “super-exponential
stability” を示すと言い ([MG] も参照), 対応する平衡解がリアプノフの意味での安定性に
きわめて近い状況を示すことになる。これは第 4節で述べた Siegel の考察を裏付けるものに
なっている。Giorgilli と Skokos はこの定理と同様のバーコフ標準形に対する Nekhoroshev
評価をラグランジュ平衡点 $L_{4}$ において適用し, その近傍に属するいくつかの小惑星は宇
宙年齢に匹敵する時間の間, 安定的に存在することを証明している ([GiS])。
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