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1Introduction

分割表 (Contingency Tables) は統計データの分類に用いられ, 統計データの検定のため

には, 周辺和を固定した分割表の列挙やサンプリングが必須である.
. 本稿では, 第 2章で分割表が用いられる背景を簡単に説明し, 第 3章で分割表と整数計
画問題の関連について述べる. 整数計画問題は, トーリックィデアルのグレブナー基底を

用いて解ける [33] が, 整数計画問題と周辺和を固定した分割表は密接な関係があるため,
その列挙やサンプリングは, グレブナー基底を用いて実行出来る事が知られてぃるので紹
介する. 第 4章では, 周辺和を固定した分割表の counting と列挙に関する計算複雑さに
ついて示す. 第 5章で, 周辺和を固定した分割表をサンプリングするためのマルコフ連鎖
の構成法を紹介する. .第 6章では, マルコフ連鎖の構成に関する最近の結果を紹介する.

2 統計の背景

本章では, 分割表を定義し, 分割表が用いられる統計の背景を説明する.
統計データは、複数の属性で分類される. 第 $i_{1}$ の属性で分類した後, 分類した各々の

データを第 i2 の属性で分類し, 第 $i_{k}$ の属性で分類してまとめたものを $k$ 元分割表 (k-way

contingency table) とよぶ. 第 $j$ の属性によって $m_{j}$ 個の類が定義されてぃる場合, $k$ 元分

割表は $m_{1}\mathrm{x}m_{2}\mathrm{x}\cdots\cross m_{k}$分割表, $i_{1}\cross i_{2}\cross\cdots i_{k}$分割表とも呼ばれる. 分割表では, 各

属性間の相関の有無が検定される. 以下に 2元分割表を例に, 検定を説明する.

いま, $N$個のデータに対し 2っの属性 $A,$ $B$があり, 属性 $A$ は, $A_{1}$ , $A_{2},$
$\cdots,$

$A_{d}$ に, 属性
$B$ は, $B_{1}$ , $B_{2},$

$\cdots,$
$B_{n}$ に分割されているとする. データが $A_{:},$ $B_{j}$ に属する確率を各々乃., $p_{j}.$ ,

データが $A_{:},$ $B_{j}$ に共に属する確率を乃$j$ ’ $|A:|=x:.,$ $|B_{j}|=x_{j}.$ , $|A:\cap B_{j}|=x_{1j}$. とし, 総度数
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を $N$ と表す. このとき, 2つの属性 $A,$ $B$が独立であるという帰無仮説 $H:p_{\dot{\tau}j}=p_{\dot{*}}.p.j$を検

定して属性間の相関を調べる. 表 1 に 2元分割表の例を示す. ただし, $I=\{1,2, \ldots, d\},$ $J=$

$\{1, 2, \ldots, n\}$ とする.

表 1:

帰無仮説の検定方法の 1 つに $\chi^{2}$ 適合度検定がある. 実際に観測されたセルのデータ

$x=(x_{ij})$ を帰無仮説のもとで統計量

$\chi^{2}.(x)=\sum_{i=1j}^{d}\sum_{=1}^{n}\frac{x_{\dot{\iota}j}-(_{\vec{n}}^{x_{*}.x})^{2}}{(^{x\cdot.x}\vec{n})}.\cdot.\cdot$

.

-

自由度 $(d-1)(n-1)$ の $\chi^{2}$ 分布に従うことが知られている.

しかし, 総度数 $N$が十分に大きくない場合には漸近分布論の当てはまりの悪さが問題

となる. そのときは, 帰無仮説のもとでの $x$ の分布は多項超幾何分布 (multiple hypergeO-

metric distribution)H(x) [こ従うと仮定する. $H(x)$ (ま, 行 f町 タリ $\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{D}$

. (以後, 周辺和とする)

が $(x_{1}., \ldots, x_{d}.)$ , $(x.1, \ldots, x_{n}.)$ に一致するような分割表 $x$ に対してのみ用いられ, 定義は以

下のとおりである.

$H(x)=Pr(X=x)= \frac{(\Pi_{i_{-}^{-}1}^{d}x_{i}.!)(\Pi_{j_{-}^{-}1}^{n}x_{j}!)}{N!\Pi_{\dot{\iota}=1}^{d}\Pi_{j=1}^{n}x_{1j}!}.\cdot$

.
ここで, 周辺和を固定した分割表の集合を $\Omega$ , 観測された分割表を $x^{*}$ とし,

$.\mathrm{r}$.

$p= \sum_{x\in\Omega,\chi^{2}(x)\geq\chi^{2}(x^{*})}H(x)$

で定義される有意確率を $p$値と呼ぶ. $p$値と適当な有意水準 $\alpha$ とを比較することで, $\chi^{2}$

検定が行えるが, $p$値の厳密計算は $|.\Omega|$ が大 $\text{き_{}1}$いと困難となる. 例えば, $4\cross 4$分割表で,

行和, 列和が各々 (1000, 9000, 3000, 440), (2000, 4000, 200, 7240) となる分割青は $10^{23}$ 個程

度存在するので, 分割表のサイズが大きくなると列挙も容易では無い [36]. そこで, 帰
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無仮説のもとで $x\in\Omega$ をサンプリングし, $p$値を計算する方法が提案されている. これ

をマルコフ連鎖モンテカルロ法 (Markov Chain Monte Carlo $\mathrm{M}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{d};\mathrm{M}\mathrm{C}\mathrm{M}\mathrm{C}$ 法) という.

MCMC 法では, 仮定した分布を極限分布としてもつマルコフ連鎖において十分反復した

後サンプリングを行う. マルコフ連鎖は, 定常分布が仮定した分布 (多項超幾何分布, –

様分布 (uniform distribution) 等) に一致するような既約かつ非周期的なものを構或し , 任

意の初期状態から, この連鎖上で十分な回数推移を行ってサンプリングを行うものであ

る. MCMC 法は統計物理の分野で提案され, 1990年以降研究が進み現在では幅広く用い

られている.

3 分割表と整数計画問題

本章では, 分割表と整数計画問題の関係について述べる. いま $I\cross J$ 分割表について

考える. ここで $|I|=d,$ $|J|=n$ とし, 各セルを $x_{1j}.$ , 行和と列和を各々$a:,$ $b_{j}$ とすると,

$\Sigma_{j=1|j:}^{n}x\cdot=a,$ $i\in I,$ $\Sigma_{1=1}^{d}.x_{1j}.=b_{j},j\in J$ と表すことができる.

整数計画問題の一つに輸送問題 ( $\mathrm{R}anspo\hslash ation$ problem)がある. 輸送問題は, $n$ 箇所

の供給地 (工場等) $I$ , $m$箇所の需要地 (消費地等) $J$ , 供給量 $a:,$ $i\in I$ , 需要量 $b_{j},j\in J$ と

供給地と需要地間の単位当りの輸送コスト旬, $i\in I,j\in J$が与えられたときに, 輸送コ

ストを最小とするような供給地から需要地へのフロー (x-j) を求める問題 (2部グラフ上の

フロー問題) であり, 以下のように定式化できる.

輸送問題

Minimize. $\Sigma_{1=1}^{d}.\Sigma_{j=1}^{n}\mathrm{q}_{j^{X_{1}}j}.$.

Subject to. $\Sigma_{j=1|j:}^{n}x\cdot=a,$ $i=1,$ $\ldots,d$ ,
$\Sigma_{1=1}^{d}$. $x\text{り}=b_{j},$ $j=1,$ $\ldots,n$ ,

$x_{1j}.\in R_{\geq 0}$ .

輸送問題は整数最適解をもつので, 最後の制約式を $x_{1j}.\in Z_{\geq 0}$ としても良い.

定義 1([32]) 行列 $A$ の各小行列式が $\{0, \pm 1\}$ であるとき, $A$ は totally unimodularであ

るという.

与えられた $\{$-1, 0, $1\}-$行列が totally unimodularであるか否かの判定は, NP-complete

である [21]. $\text{し}$かし, 輸送問題の制約式の係数行列である $\{0, 1\}-$行列については, totally

unimodular となることが知られている [32].
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定理 1(Schrijver [32]) $.A$ を totally unimodular 行夕 $\mathrm{I}$」, $b$ を整数ベクトノレとしたとき, 多

面体 $P:=\{x|Ax\leq b\}$ は $P$ 中の整数ベクトルの凸包である.
$\square$

輸送問題の制約式の係数行列は totally unimodular行列なので, 輸送問題多面体の頂点

は整数格子点である. また, 周辺和 $a:,$ $b_{j}$ の 2 元分割表 $(x_{ij})$ と, 供給量 $a$: と需要量 $b_{j}$ の

輸送問題の実行可能 (整数)解 $x_{ij}$ が一対一対応しているので, 周辺和を固定した 2元分割
表の counting は, 輸送問題多面体中の整数格子点の countingに等しい. したがって, 周

辺和を固定した 2 元分割表の countingが出来れば, Ehrhart 多項式 [24] を用いて輸送問題

多面体の volume の計算が可能である.

特殊な 3 元分割表に関しては, 以下が成立する事が示されている.

系 1(Sturmfels [33]) $2\cross J\cross K$ 分割表の係数行タリ}ま unimodularである.
$\square$

しかし, $3\cross J\cross K$分割表の係数行列は unimodularではない [15] ので, 前出の方法に

よる輸送問題多面体の volume計算は, 一般次元には拡張出来ない.

4 分割表の countingと列挙

前章で述べたように, 分割表の列挙に関しては多面体の幾何学が深く関わっている. 本

章では, 多面体中の整数格子点の counting 問題等の計算の複雑さに関する既往の研究を

紹介しながら, 周辺和を固定した分割表の countingや列挙について述べる.

周辺和を固定した分割表の counting の計算複雑さに関しては, 次のような結果が得ら

れている.

定理 2(Dyer, Kannan &Mount [19]) 周辺和を固定した分割表の countingは, $2\cross n$

分割表の場合でさえ $\# P$-complete である. 口

証明では, 係数が正整数である線形不等式系で表された多面体の volume計算が #P-hard
である [16] 事を用いて, 輸送問題多面体の volume計算 ( $=2\cross n$分割表の couting) の計算

の複雑さを示している.

上の定理では, 分割表の counting は効率良く行えない事を示したが, 周辺和を固定し

た 2 元分割表は, 容易に求める事ができる. なぜなら輸送問題は, 問題の入カサイズの多

項式時間のオーダーで解を得ることが可能だからである.

しかし, 周辺和を固定した 3元以上の分割表の存在性に関しては, 以下の定理が証明さ
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定理 3(Irving&Jerrum [25]) 与えられた周辺和を満たす 3 元分割表の存在性の判定

は, $N\mathcal{P}$ -complete である.
$\square$

3 元分割表に関する問題の計算の複雑さに関しては, De Loera&Onn [10] が詳しい.

De Loera&Sturmfels [11] は, 多面体の volume計算は, Chamber多項式を用いて計算

できる事を示した. さらに, 代数幾何的アプローチのアルゴリズムとして, ある射影多様

体の (1) コホモロジー環の構戒アルゴリズム, と (2) $\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{d}$ クラスの積分計算アルゴリズム

を組合せたものを提案した. (1),(2) のアルゴリズムは共にグレブナー基底の計算によって

実行できることが示されている.

Sturmfels [33] は, Avis& 福田の逆探索法 [6] の枠組みを利用すれば, グレブナー基底

を用いて周辺和を固定した 2元分割表が列挙できる事を示している.

5 分割表のサンプリング

周辺和を固定した分割表のサンプリングは, 状態空間を分割表全体とし, 仮定した分布

に収束するような既約かつ非周期的なマルコフ連鎖を構築して行う. 以下に, マルコフ連

鎖に関する用語の定義を簡単にする.

任意の $n,j\in Z_{\geq 0}$ に対し, 確率過程 $\{X_{n};n=0,1,2, \ldots\}$ が条件

$\mathrm{P}\mathrm{r}\{X_{n+1}=j|X_{0}, X_{1}, \ldots,X_{n}\}=\mathrm{P}\mathrm{r}\{X_{n+1}=j|X_{n}\}$

を満たすとき, その確率過程をマルコフ連鎖 $\mathcal{M}$ という. 状態 $i$ から状態 $j$ への推移確率

を $P(i$ ,力と表し, $P(i,j)$ を的要素とする行列 $P$ を推移確率行列という. 推移確率行列

$P$ のマルコフ連鎖 $\mathcal{M}$ が時刻 $t$ に状態 $i$ にある確率を $\pi_{n}(i)$ とし, $\pi_{n}=(\pi_{n}(1), \pi_{n}(2),$ $\ldots)$

とすると, $\pi_{n}=\pi_{n-1}P(n\geq 1)$ が成り立ち, $\pi_{n}=\pi_{0}P^{n}$ が得られる. $\pi_{\mathrm{n}}$ が $narrow\infty$

で
$\pi_{1}.0$ と無関係な極限分布に近づくとき, それを $\pi$ とすると, $\pi.=\pi P$が成り立ち, この

式を平衡方程式と呼ぶ. 平衡方程式を満たす確 F.分布 $\pi$ をマルコフ連鎖 $\mathcal{M}$ の定常分布と

呼ぶ.

分割表のサンプリングにマルコフ連鎖を初めて導入したのは, Diaconis&Saloff-Coste
である [14]. 彼らは提案した (一様分布に収束する) $I\cross J$分割表をサンプリングするため

のマルコフ連鎖が, 入カサイズの擬多項式時間で収束することを証明した (ただし, 行数

と列数は定数とみなしている). 推移方法は以下のとおりである.
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Diaconis &Saloff-Coste のマルコフ連鎖の推移方法

Step 1. $I\cross J$ 分害 1表 $x$ 中の任意の相異なる 2行 $i_{1}$ , $i2\in I(i_{1}<i_{2})$ , 相異なる 2 列 $j_{1}j_{2}\in$

$J(j_{1}<j_{2})$ を選ぶ.

$(i_{1},j_{1})$ $(i_{1}, j_{2})$ $+1$ -1 -1 $+1$

Step 2. $x$の要素に もしくは を 1/2 の確率で加
(i2, $j_{1}$ ) (i2, $j_{2}$ ) -1 $+1$ $+1$ -1

えて推移する.

推移できないとき (表に負の要素を含むとき) は, 行と列の選択から再試行する.

一般の MCMC 法の収束性に関しては, 経験則は知られているが openである.

5.1 グレブナー基底を用いたマルコフ連鎖構成

定常分布が仮定された分布に従う, 既約で非周期的なマルコフ連鎖が構成できれば, 分

割表をサンプリング出来る.

Diaconis&Sturmfels [15] はマルコフ基底を用いることによって, 一様分布へ収束する

マルコフ連鎖の代数的構成法を提案した (収束までの時間は示されていない)[15]. 彼らは

マルコフ基底が, 多項式環のイデアルの生成元集合に等しい事を利用して, 適当な項順序

(grevlex順序,diagnal項順序等) を用いて被約グレブナー基底を計算してマルコフ基底を

得ている.

以下にマルコフ基底を定義する.

定義 2 要素が整数であるような $I\cross J$分割表, $f_{1},$
$\ldots,$

$f_{L}$ が

1. $f_{1},$
$\ldots,$

$f_{L}$ はすべて, 行和, 列和が 0 である.

2. 任意の $x$ , x/{こ対し,

$x’=x+\Sigma_{j=1}^{A}\epsilon_{j}f_{i_{\mathrm{j}}}$ ,

$x+ \sum_{j=1}^{A}\epsilon_{j}f_{i_{j}}\geq 0,1\leq a\leq A$

を満たす $(\epsilon_{1}, f_{\dot{\iota}}1),$

$\ldots,$
$(\epsilon_{A}, f_{\dot{\iota}_{A}}),$ $\epsilon_{\dot{*}}=\pm 1$が存在する

の 2 条件を満たすとき, $f_{1},$ $f_{2},$
$\ldots,$

$f_{L}$ をマルコフ基底と呼ぶ.

すると, 以下の定理より, マルコフ基底を用いてマルコフ連鎖を構成することができる.

99



定理 4(Hasting [22]) $f_{1},$
$\ldots,$

$f_{L}$ をマルコフ基底, マルコフ連鎖における現在の状態を

$x\in\Omega$ とし, $i\in\{1, \ldots, L\},$ $\epsilon\in\{-1,1\}$ を各々等確率で独立に選ぶ.

ここで, $x$ から $x+\epsilon f_{\dot{l}}$ への推移を

$\bullet$ $x+\epsilon f_{1}$. $\in\Omega$ ならば, 確率 $\min\{_{x)}^{H\subset\epsilon:}, 1\}$で推移する.

$\bullet$ $x+\epsilon f_{\dot{l}}\not\in\Omega$ ならば, 推移しな $\mathrm{A}\mathrm{a}$ .

と定めれば, これは $\Omega$ 上の, 既約, 可逆, 非周期的なマルコフ連鎖であり, 定常分布は多

項超幾何分布に比例する. $\square$

上の定理で示したマルコフ連鎖の構戒法は一例である. 以下の Diaconis&Sturmfels に

よる 2 元分割表の例を紹介する.

例 1 行和 (1, 1, 2), 列和 (1, 1, 2) の $3\cross 3$分割表全体. [15]

100100010010001001001

010001100001100010001

002011002101011101110

例 1 の各分割表を状態とするマルコフ連鎖では, 以下のマルコフ基底を加えて推移する.

例 2 例 1 の分割表より得られるイデアルの生成元に対応する表. $[\mathit{1}\mathit{5}J$

$+1$ -1 0 $+1$ 0 -1 0 $+1$ -1 $+1$ -1 0 $+1$ 0 -1

-1 $+1$ 0 -1 0 $+1$ 0 -1 $+1$ 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 $+1$ 0 -1 0 $+1$

0 $+1$ -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 $+1$ -1 0 $+1$ 0 -1 0 $+1$ -1

0 -1 $+1$ -1 $+1$ 0 -1 0 $+1$ 0 -1 $+1$
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例 3 推移の例. 例 1 の左端の分割表に -1 倍したマルコフ基底を加えると,

左から 3番目の分割表に推移する.

100 $+1$ -1 0 0 1 0

0 1 0 $+(-1)\cross$ -1 $+1$ 0 $arrow$ 1 0 0

0 0 2 0 0 0 0 0 2

さらに Diaconis&Sturmfels は 2 元分割表について, 以下のような結果を示している.

定理 5(Diaconis&Sturmfels [15]) 周辺和を固定した 2元分割表全体を頂点, グレブ

ナー基底で移りあえる分割表同士を辺で結んで構成されるグラフ上で, 連結なランダム

ウォークが構成できる. 口

定理 6(Diaconis&Sturmfels [15]) 2元分割表, 輸送問題に対するグレブナー基底が,

長さ 4 のサーキット全体となるようなコストベクトルが存在する. $\square$

5.2 グレブナー基底を用いないマルコフ連鎖構成

グレブナー基底を用いたマルコフ連鎖の構成は, グレブナー基底計算に費やす時間が

多く, サイズの大きな分割表をサンプリングするためのマルコフ連鎖構成には向いていな

い. 本節ではグレブナー基底を用いないマルコフ連鎖の構成法について紹介する. またマ

ルコフ連鎖は, mixing time と呼ばれる収束するまでの反復回数で, その効率性を評価す

る. マノレコフ連鎖の mixing time Iま, total variation と呼ばれる距離の概念から以下のよ

うに定義される [4].

定義 3 マルコフ連鎖 $\mathcal{M}$ の mixing timeを以下のように定義する.

$\pi$ : $\Omegaarrow[0,1]$ : $\mathcal{M}$ 上の定常分布

$\pi’$ : $\Omegaarrow[0,1]$ : $\mathcal{M}$ 上の任意の確率分布

$\mathrm{D}_{\mathrm{T}\mathrm{V}}(\pi, \pi’)=(1/2)\Sigma\{|\pi(x)-\pi’(x)| : x\in\Omega\}$ : total variation

$\mathrm{P}_{x}^{(t)}(y)$ : $\mathcal{M}$ が初期状態 $x$ から $t$ 回目の推移で $y$ に到達する確率

$\tau_{x}(\epsilon)=\min\{t:\forall s\geq t, \mathrm{D}_{\mathrm{T}\mathrm{V}}(\pi, \mathrm{P}_{x}^{(s)}\leq\epsilon)\}$

としたとき,

$\tau(\epsilon)=\max\{\tau_{x}(\epsilon) : x\in\Omega\}$

を $\mathcal{M}$ の mixing time と呼ぶ.
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mixing timeの算定の際には次のような仮定がある. マルコフ連鎖上の相異なる初期状

態 $X_{0},$ $\mathrm{Y}_{0}(X_{0}\neq \mathrm{Y}_{0})$ から出発して, 反復して 2 つの状態の推移を観察する. $t$ 回反復を繰

り返した結果, 同じ状態 $X_{t}(=\mathrm{Y}_{t})$ に到達したら, 一方の推移を他方に乗り換える. すな

わち, $X_{t}:=\mathrm{Y}_{t}$ として以後推移を行うものとする. するとマルコフ連鎖の無記憶性より,

$t+1$ 回以降の反復においては, 2つの初期状態 $X_{0},$ $\mathrm{Y}_{0}$が異なっていた事を無視できる. こ

の反復を全ての相異なる状態を初期状態として繰り返せば, いつかは一つの推移に収束

する. 収束した状態は初期状態に依存しないので, マルコフ連鎖の定常分布とみなせる.

mixing timeが分割表の行数, 列数, $\ln N,$ $\ln(\epsilon^{-1})$ の多項式でおさえられるとき, rapidly

mixingであるという. Aldous は, マルコフ連鎖の mixing time の算定に coupling法を導

入して, mixing time を算定した.

coupling法は, mixing time を算定するための道具の一つである. 2 つの異なる初期状

態から出発して, 状態が一致するまでの反復回数を計測するための (証明のためだけに用

いられる仮想的な)道具である.

定義 4 与えられたマルコフ連鎖 $\mathcal{M}$ の $coe$ pling とは以下の条件を満たすものである. こ

こで $\Omega$ を $\mathcal{M}$ の状態空間の集合とする.

1. 状態空間を $\Omega\cross\Omega$ とするマルコフ連鎖である.

2. couplingの推移確率は次を満たす.

任意の状態のペア $(x, y)\in\Omega\cross\Omega$ に対し,

$\mathrm{P}_{M}(x, x’)=\sum\{\mathrm{P}((x, y), (x’, y’))|y’\in\Omega\}$ ,

$\mathrm{P}_{M}(y, y’)=\sum\{\mathrm{P}((x, y), (x’, y’))|x’\in\Omega\}$

が成り立つ.

ただし, $\mathrm{P}((x, y),$ $(x’, y’))$ を couplingでの $(x, y)$ から $(x’, y’)$ への推移確率, $\mathrm{P}_{M}(x, x’)$

を $\mathcal{M}$ における $x$ から $x’$への推移確率とする.

coupling法は, $\Omega\cross\Omega$上で相異なる 2つの状態のペア $(X_{0}, \mathrm{Y}_{0})$ が等しい状態となるまで

の反復回数を算定する. $\Omega\cross\cdot\Omega$ 上の状態の couplingの仕方は trivialでは無いが , ここで

は省略する.

定理 7(Coupling lemma, Aldous [3]) $\mathcal{M}$ をマルコフ連鎖, $X_{0},$ $\mathrm{Y}_{0}$ を $\mathcal{M}$ 中の任意の

異なる 2つの初期状態, $X_{t},$ $\mathrm{Y}_{t}$ を $\mathcal{M}$ 中で $X_{0},$ $\mathrm{Y}_{0}$ から $t$ 回目に推移した状態, $\epsilon$ を一様分布
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(こ対する精度 $(0<\epsilon<1),$ $\mathrm{P}\mathrm{r}[X_{t}\neq \mathrm{Y}_{t}]\leq\epsilon$ とすると, mixing time $\tau(\epsilon)$ {ま $t$ でおさえら

れる.
$\square$

Bubley &Dyer[7] は, mixing time 算定のための道具として, coupling 法を拡張した

path coupling法を提案した. path coupling法は, 2つの異なる初期状態から定常分布に

到達するまでの反復を $\Omega$ を頂点とする有向グラフ上で算定する. 状態の couple は, 有向

グラフ上での頂点間の距離を頂点間の有向辺の最短本数で定義し, 反復を繰り返すたひ

に, 2 つの状態間の距離が $\beta(<1)$ 倍の割合で短くなるようにする. couple の決定方法は

場合分けが多いので, ここでは割愛するが, Dyer&Greenhi旧ま, path coupling法を用

いて, 定常分布が一様分布に収束する , $2\cross J$分割表サンプリングのためのマルコフ連鎖

の而 xing time を算定した. マルコフ連鎖の推移は以下の通りである.

Dyer &Greenhill のマルコフ連鎖の推移方法

Step 1. $2\cross J$分割表 $x$ 中の任意の相異なる 2列方, $j_{2}\in J(j_{1}<j_{2})$ を選ぶ.

$+\theta$ $-\theta$

Step 2. $x’$ を $x$ の $j_{1},j_{2}$ タリ目 [ニ
$-\theta$ $+\theta$

をカ $\mathrm{I}$えたものとする.

$x’\in Z_{\geq 0}^{2\cross J}$ を満たす整数 $\theta$ を全て求める.

Step 3. Step 2 で求めた $\theta$ を 1 つ等確率で選ひ, 分割表 $x’$ に推移する.

以下に $2\cross 5$ 分割表の推移例を示す.

例 4: $2\cross 5$ 分割表の推移例

2243122431 $+\theta$ $-\theta$

$arrow$ $+$ $(\theta=-2, -1,0,1)$
$4$ 1 5 2 0 4 1 5 2 0 $-\theta$ $+\theta$

$1/4\swarrow$ $1/4\downarrow$ $1/4\downarrow$ $[searrow] 1/4$

20451214412243123421
4 3 5 0 0 4 2 5 1 0 4 1 5 2 0 4 0 5 3 0
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左上の分割表から推移を行うために, ランダムに 2 列めと 4列目を選ぶ. 推移可能な $\theta$

は 4つあるので, 各々1/4 の確率で推移する. ここで $\theta=0$は自分に戻る推移である.

以下に, 彼らの提案したマルコフ連鎖の mixing time を示す.

定理 8(Path Coupling lemma, Dyer&Greenhi11[17]) $\epsilon$ を一様分布に対する精度

$(0<\epsilon<1)$ とすると, ある正の実数 $\beta<1$が存在して, 定常分布を一様分布とする,

周辺和を固定した $2\cross J$分割表をサンプリングするマルコフ連鎖 $\mathcal{M}^{1}$ が構築でき, mixing

time $\tau_{1}(\epsilon)$ は以下のよう {こおさえられる.

$\tau_{1}(\epsilon)\leq\ln(D\epsilon^{-1})/(1-\beta)$ ,

ただし, $D$ は path coupling法で構築する有向グラフの直径である. 口

松井 (知),松井 (泰), 小野 [28] は, Dyer&Greenhillの結果を拡張し , 定常分布が一様分

布に収束する $\underline{\{1,2\}\cross\{1,2\}\cross\cdots\cross\{1,2\}}\cross J(=\mathrm{B}^{m}\cross J)$ 分割表サンプリングのためのマ

ルコフ連鎖を構築した. 推移方法は Dyer& Greenhill のものを多次元に拡張したもので

ある. 以下に $2\cross 2\cross 5$分割表の推移例を示す.

例 5: $2\cross 2\cross 5$ 分割表の推移例

. 4 1 5 2 0$21$ $21$ $43$ $31$ $21$

$arrow\ovalbox{\tt\small REJECT}_{32542}^{22431}41520+\ovalbox{\tt\small REJECT}_{-\theta}^{+\theta}11312-\theta+\theta(\theta=-1,0,1)+\theta-\theta-\theta+\theta$

32542

2 2 4 3 1

4 1 5 2 0

1 1 3 1 2

3 2 5 4 2

$1/3\swarrow$ $1/3\downarrow$ $[searrow] 1/3$

$4231$ $2211$ $4535$ $4051$ $0221\#_{32542}^{22431}4152040\#^{421}11312105302333532322$

2 1 4 4 1

4 2 5 1 0

1 2 3 0 2

3 1 5 5 2

$2\cross 2\cross 5$分割表の 1 段目と 2段目を並べて表している. 左上の分割表力ら推移を行うた

めに, ランダムに 2列めと 4列目を選ひ, Dyer&Greenhill と同様に $\text{等}\mathrm{o}\mathrm{e}\text{率}-\mathrm{c}.\not\in \text{移}$を行う.
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提案するマルコフ連鎖の mixing time は path coupling 法を用いて算定した. 状態の

coupling は trivialでは無い.

定理 9(T.Matsui, Y.Matsui&Ono [28]) $\epsilon$ を一様分布に対する精度 $(0<\epsilon<1)$ と

すると, 定常分布を一様分布とする, 周辺和を固定した $\mathrm{B}^{m}\cross J$分割表のサンプリングの

ためのマノレコフ連鎖 $\mathcal{M}^{2}$ が構築でき , mixing time $\tau_{2}(\epsilon)$ は以下のよう [こおさえられる.

$\ovalbox{\tt\small REJECT}(\epsilon)\leq(1/2)n(n-1)\ln(dn/\epsilon)$ ,

ただし, $|J|=n,$ $d$ は頻度データ値の平均, すなわち $d=N/(2^{m}n)$ である.

また, 定常分布を多項超幾何分布としても, 同じ mixing timeのマルコフ連鎖が構築で

きる. 口

筆者らが提案したマルコフ連鎖は, mixing timeが列数 $n,$ $\ln N,$ $\ln(\epsilon^{-1})$ の多項式時間で

おさえられる rapidly mixingであり, 計算の複雑さの観点では効率が良いと見なせる.

例 6 松井 (知), 松井 (泰), 小野の提案したマルコフ連鎖による mixing time計算例

$\bullet 2\cross 2\cross 6$分割表, $N=91,$ $\epsilon=10^{-10}$ の場合

$\ovalbox{\tt\small REJECT}(\epsilon)$ $\leq$ (1/2)n(n-l) $\ln(dn/\epsilon)$

$=$ (1/2)6(6-1) $\ln((91\cross 6)/10^{-10})$

く 356

$\bullet$ $\mathrm{B}^{m}\cross J$ 分割表 $(|J|=n)$ , セル内の平均値 10程度 $(d=N/(n2^{m})=10)$ とした場合

$\ovalbox{\tt\small REJECT}(\epsilon)$ $\leq$ (1/2)n(n-l) $\ln(dn/\epsilon)$

$=$ (1/2)n(n-l) $\ln(10n/\epsilon)$

単位千回

$n$ 5 10 20 40 50 100
$\epsilon=10^{-10}$

$\epsilon=10^{-20}$

0.3 1.2 5.3 22 35 148

0.3 1.5 6.3 26 42 171

Welsh [35] により提示された, 一般の $I\cross J$分割表に対する rapidly mixing なマルコフ

連鎖の構築は openである. 例えば, $3\cross J$分割表に対し, Dyer&Greenhillのマルコフ連
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鎖を適用しても mixing timeの算定が出来ない. 推移を繰り返す毎に必ず距離が短くなる

ような coupling を構成できないからである. 別の mixing time の算定方法を提案するか,

何らかの工夫を施したマルコフ連鎖の構築すれば rapidly mixing なマルコフ連鎖が実現

できるかもしれない.

また, 多項超幾何分布に従う 2 元分割表は, マルコフ連鎖を構成せずに, $\mathrm{O}(N)$ で完全

サンプリングできる事が知られている.

6 関連する研究

青木, 竹村 [5] は, $3\cross 3\cross K$ 分割表に対して, 極小マルコフ基底を決定し, さらに極小

マルコフ基底であるための必要十分条件を一般の離散空間 (分割表を含む) で特徴付けた.

坂田, 澤江,Kr0um0v[31] は, 3元分割表の解析に必要なグレブナー基底を $4\cross 4\cross 4$ のサイ

ズまで計算し, 実際に分割表データに適用している. また彼らは分割表の条件付逐次検定

を提案し, その性質を調べている. 具体的には, 2 元分割表の場合, 超幾何偏微分方程式

における佐々木の creation作用素が, 分割表の集合の生戒関数に対して, 周辺和を 1 つあ

げる作用を持つことを利用して, サンプリングを行うごとに逐次検定を構成した. さらに

$3\cross 3\cross 3$分割表の場合は, 6変数を動かし, 青木, 竹村の提示した極小マルコフ基底を組

み込んだ MCMC 法で $p$値を推定しながら逐次検定を行っている.
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