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\S 0. はじめに

Borcherds は Generalized Kac-Moody Lie algebra の Denominator formula
の類似として IV型有界対称領域上の無限積表示を持つ保型形式でその零点と極が分
かるものの構成方法を与えた ([B2], [B3], [B4])。 この講演では、 Borcherds の保型
形式の代数幾何学への一つの応用を紹介する。一言でいえば、 レベル付きのエンリケ
ス曲面のモジュライ空間の射影モデルを保型形式を用いて構成する事である ([K] ) 。
これらは楕円曲線やアーベル多様体の場合のテータコンスタントを用いたモジュライ
空間の射影モデルの構成の類似であると考えられる。 IV型有界対称領域の場合、 $-\ovalbox{\tt\small REJECT}$

論から、 十分たくさん保型形式が存在することは知られていたが、具体的なことはよ
くわかっていなかった。 Borcherds の保型形式は零点が具体的に分かり、 このこと

から興味深いと思われる例ができるというお話である。 アイデアは、 3 次曲面のモ
ジュライの場合の Allcock, Freitag 氏 [AF] による方法から来ている。

51. Borcherds Products

$L$ を lattice とする。 すなわち $L\simeq \mathrm{Z}^{n+2}$ で非退化な 2 次形式

$(, )$ : $L\cross Larrow \mathrm{Z}$

が与えられているとする。その符号は $(2, n)$ と仮定する。 このとき

$D=\{\omega\in \mathrm{P}(L\otimes \mathrm{C}) : (\omega,\overline{\omega})>0, (\omega, \omega)=0\}$

と置くと、 $D$ は $n$ 次元 IV型有界対称領域の 2 つのコピーの disjoint union となる。
$\Gamma$ を直交群 $O(L)$ の指数有限の部分群とする。われわれの研究対象は $D/\Gamma$ である。

Borcherds は cusps で極を持つ modular form $f$ に対し、. ある IV型有界対称領域
上の保型形式 $\Psi$ で, $\Psi$ の零点や極の位置が $f$ の極の情報から分かるものを構成した。

Example (fake monster Lie algebra の分母公式に対応する保型形式)
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$L$ として
$L=U\oplus U\oplus\Lambda$

を取る。 ここで $U$ は hyperbolic lattice, すなわち行列

$(\begin{array}{ll}0 1\mathrm{l} 0\end{array})$

で定義される階数 2 の符号が $(1, 1)$ の lattice, $\Lambda$ は Leech lattice と呼ばれる階
数 24 の負定値の特別な lattice とする。 $L=U\oplus M$ , $M=U\oplus\Lambda$ と置き、
$L$ の元を $(m, n, k, l, \lambda)$ と表す。 ただし $(m, n)\in U$ で $(k, l, \lambda)\in M,$ $\lambda\in\Lambda$ ,

$(m, n)^{2}=2mn$ , $(k, l)^{2}=2kl$

でノルムが与えられているとする。 このとき

$D\subset\{(1, -(v, v)/2, v) : v\in M\otimes \mathrm{C}\}$

と考える事ができる。一方 $H^{+}=\{\tau\in \mathrm{C} : Im(\tau)>0\},$ $q=e^{2\pi\sqrt{-1}\tau}$ とおき、

$\Delta(\tau)=q\prod_{n>0}(1-q^{n})^{24}=\sum\tau(n)q^{n}$

$f=1/ \Delta(\tau)=\sum c(n)q^{n}=q^{-1}+24+324q+\cdots$

を考える。 $f$ は weight -12 で cusp で 1 位の極を持つ $SL(2, \mathrm{Z})$ に関する modular
form である。 -12 は $L$ の符号の半分であることを注意しておく。

この $f$ [こ対し、

$\Psi=e^{2\pi\sqrt{-1}(v,\rho)}\prod_{r>0}(1-e^{2\pi\sqrt{-1}(v,r)})^{c((r,r)/2)}$

$= \sum_{w\in W,n>0}det(w)\tau(n)e^{2\pi\prime-1(v,w(n\rho))}$

が、 対応する保型形式である。 ここで $W$ は lattice $M=U\oplus\Lambda$ の鏡映群で、 今
の場合、 (-2)-vectors に附随した鏡映で生成される。 また $\rho=(1,0, \mathrm{O})\in M$ は

Weyl vector である。 Lie algebra の simple roots は

$\{r\in M : r^{2}=-2, (r, \rho)=1\}$ $\cup$ $\{n\rho : n>0\}$
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で、 $\Psi$ の左辺の $r$ は positive roots を走る。 左辺の無限積表示は $(v, r)=0$ な
る $v\in D$ では意味をなさないが、 これは一 $<0$ の場合のみ起こり得る。 さらに、

この場合、 $c((r, r)/2)\neq 0$ であるのは一 $=-2$ の場合だけである事を注意してお
く。 この $\Psi$ の式で $v$ を忘れたものが Fake Monster Lie algebra の分母公式であ
る (Borcherds [Bl])。保型形式と考えた時、 $\Psi$ の右辺は cusp (1, 0, 0, 0, 0) にお
ける Fourier 展開である。 $\Psi$ (ま holomorphic automorphic form で weight は
$c(0)/2=12$ であり、 その零点集合は重複度も込めて

$H= \sum_{r}H_{r}$

である。 ただし
$H_{r}=\{\omega\in D : (\omega, r)=0\}$

で $r$ は $L$ の全ての (-2)-vector を動くとものとする。
Borcherds は [B2] で上の保型形式を構成したが、 保型性は $O(L)$ の各生成元に

対し直接証明する方法であった。その後、 Harvey-Moore が上の対応がテータ対応
(Howe correspondence) であることを指摘したが、 このアイデアをもとに [B4] で
より一\Re の構成方法の定式化を行った。 今の場合、 dual pair $(SL_{2}(\mathrm{R}), O_{2,n}(\mathrm{R}))$

を用いるもので、 lattice $L$ のテータ関数 $\theta(\tau, v)$ にたいし

$\Phi(v)=\int_{H}+/SL(2,\mathrm{Z})f(\tau)\overline{\theta}(\tau, v)dxdy/y$ , $\tau=x+\sqrt{-1}y$

とするとき、
.
$\Phi=log|\Psi|+$ elementary term

で $\Psi$ が得られる。 ただしこの $\Phi$ の定義は形式的なもので regularization 力泌要で
あり、 正確なことは [B4] を参照して下さい。
上の例は lattice $L$ が unimodular $(L^{*}=Hom(L, \mathrm{Z})-\sim L$ の時、 $L$ は

unimodular という) である。 -Rの場合、

$A_{L}=L^{*}/L$

と置き、 $f$ の代わりに、 vector-valued modular form

$f=\{f_{\alpha}\}_{\alpha\in \mathrm{C}[A_{L}]}$ : $H^{+}arrow \mathrm{C}[A_{L}]$

を考え、 それに対し保型形式が対応する。
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Remark. 上の例の場合、 $D$

れていない。 もし存在すれば、
し興味深い対象と思われる。

を周期領域にする代数多様体が存在するか否かは知ら
表現論、 保型形式論、 さらには有限単純群論とも関係

52. エンリケス曲面のモジュライの射影モデル
アーベル多様体以外で周期領域が有界対称領域となるものとして K3曲面、 エンリケ
ス曲面があげられる。エンリケス曲面の場合は堀川氏 [H] がこれを証明した。 ここで
は幾何学的なことは省略し、保型形式を用いた応用のみを紹介する。Borcherds が
彼自身の結果を用いて [B3] でエンリケス曲面のモジュライ空間が quasi-affine であ
ることを示したのが、最初の応用であることは注意しておく。

まず考える lattice は

$N=U\oplus U(2)\oplus E_{8}(2)$

である。 ここで $E_{8}$ は負定値の $E_{8}$ 型 Cartan 行列で定まる $1\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{e}_{\text{、}}U(2),$ $E_{8}(2)$

は bilinear form をその 2 倍で置き換えた lattice とする。

$D=\{\omega\in \mathrm{P}(N\otimes \mathrm{C}) : (\omega,\overline{\omega})>0, (\omega, \omega)=0\}$

と置き、 $r\in N$ で一 $=-2$ のものに対し

$\ovalbox{\tt\small REJECT}=\{\omega\in D : (\omega, r)=0\}$ , $H=\cup\ovalbox{\tt\small REJECT}$

と置く。 ただし $r\#\mathrm{h}N$ の全ての (-2)-vector を動くとする。 このとき $D\backslash H$ がエ
ンリケス曲面の周期領域で、 $(D\backslash H)/O(N)$ がエンリケス曲面のモジュライ空間で
あり、 それは 10 次元 quasi-projective variety である。

$A_{N}=N^{*}/N\simeq(\mathrm{F}_{2})^{10}$ であり、

$q_{N}$ : $A_{N}arrow \mathrm{F}_{2}$

$b_{N}$ : $A_{N}\mathrm{x}A_{N}arrow \mathrm{F}_{2}$

を $q_{N}(x)=(x, x)\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 2,$ $b_{N}(x, y)=2(x, y)\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 2$ で定義すると、 $A_{N}$ は $\mathrm{F}_{2}$

上の 2次形式空間となる。 $O(A_{N})$ をその直交群とする。

$\Gamma=Ker\{O(N)arrow O(A_{N})\}$
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とすると $(D\backslash \mathcal{H})/\mathrm{F}$ はレベル 2 構造付きエンリケス曲面のモジュライ空間と考える
事ができる。 ここでの主結果は次の通りである。

THEOREM

$O(A_{L})$-equivariant な正則写像

$\psi$ : $D/\Gammaarrow \mathrm{P}^{185}$

で、 その像の上に双有理であるものが存在する。 さらに、 像は $2^{2}\cdot 3^{3}\cdot 5^{2}\cdot 7\cdot 31$ 個

の 4次の関係式を満たす。 ここで 186 は $O(A_{N})$ のある既約表現の次数であること
を注意しておく。

以下、 この写像の構成方法と正則であることの証明を紹介する。そのためにまず、
$SL(2, \mathrm{Z})$ の群環 $\mathrm{C}[A_{N}]$ への作用を

$\rho(T)e_{\alpha}=e^{\pi\sqrt{-1}q_{N}}$(0)e。

$\rho(S)e_{\alpha}=\frac{1}{\sqrt{|A_{N}|}}\sum_{\beta\in A_{N}}e^{2\pi\sqrt{-1}b_{N}(\alpha,\beta)}e_{\beta}$

と定める。 ただし $\alpha\in A_{N}$ に対し、 対応する群環の生成元を e。と置いた。 また

$T=(\begin{array}{ll}\mathrm{l} \mathrm{l}0 1\end{array})$ , $S=(\begin{array}{ll}0 -\mathrm{l}\mathrm{l} 0\end{array})$

である。 $SL(2, \mathrm{Z})$ の作用は $SL(2, \mathrm{F}_{2})\simeq S_{3}$ の作用を経由しており、従って簡単な

計算から $SL(2, \mathrm{Z})$ 不変な部分空間は 187次元であることが分かる。 $SL(2, \mathrm{Z})$ の作

用と、 $o(A_{N})$ の $\mathrm{C}[A_{N}]$ への自然な作用は可換であり、 $O(A_{N})$ は $\mathrm{C}[A_{N}]^{SL(2,\mathrm{Z})}$

に作用するが、 この作用は 1 次元の自明なものと、 186次元の既約なものの直和で
あることが示される。

一方、 $\mathrm{C}[A_{N}]^{SL(2,\mathrm{Z})}$ は vector-valuded な weight 0 の modular form に他

ならず、 GritsenkO-Borcherds の lifting ([B4], Theorem 14.3) tこより, $D$ 上の

$\Gamma$ に関する weight $4(=(10-2)/2)$ の保型形式の空間で $O(A_{N})$ が既約に作用す
る 186次元のものが得られる。 しかもこの対応は $O(A_{N})$-equivariant でもある。
このようにして” 写像”

$\psi$ : $D/\Gammaarrow \mathrm{P}^{185}$
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が得られたが、 これが正則であることを \S 1 で述べた Borcherds の理論を用いて示
す点が、 この話のポイントである。そのために、 まず $A_{N}$ の non-isotropic な元 $\alpha$

に対し transvection
$t_{\alpha}$ ; $xarrow x+b_{N}(x, \alpha)\alpha$

を考える。 これは $r\in N$ で $r/2\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} N=\alpha$ なる (-4)-vector $r$ \iota こ附随した鏡映

$s_{r}$ : $varrow v+(v, r)r/2$

が引き起こす $A_{N}$ の変換に他ならない事に注意する。 いま、 互いに直交する 5 つ
の non-isotropic vectors で生成される $A_{N}$ の 5 次元部分空間 $V$ を一つ取る。
$V$ の maximal totally isotropic subspace $W$ は 4 次元で、 $W$ を含む $A_{N}$ の

maximal totally isotropic subspaces はちょうど 2 つ $W^{+},$ $W^{-}$ 存在する。

$f_{V}= \sum_{\alpha\in W\dagger}e_{\alpha}-\sum_{\alpha\in W^{-}}e_{\alpha}$

と置くと、 $f_{V}\in \mathrm{C}[A_{N}]^{SL(2,\mathrm{Z})}$ 、且つ

$t_{\alpha}(f_{V})=-f_{V}$ , $\alpha\in V$

が分かる。 $f_{V}$ の lifting として得られる weight 4 の保型形式を $F_{V}$ とする。 この

対応が $O(A_{N})$-equivariant であることと、 上に述べた transvection と鏡映との
関係から

$F_{V}(s_{r}(v))=-F_{V}(v)$

が従う。 ただし $r\in N$ , $r^{2}=-4$ , $r/2\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} N\in V$ である。 よって $F_{V}$ の零
因子 $(F_{V})$ は

$D(V)= \sum_{\alpha\in V,q_{N}(\alpha)=1}$
H。

を含むことが分かる。 ただし

$H_{\alpha}= \sum_{r\in N,r^{2}=-4,r/2modN=\alpha}H_{r}$
,

$H_{r}=\{v\in D : (v, r)=0\}$

であった。

一方、 \S 1 で述べた、 Borcherds の方法を次の vector-valued modular form
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$f_{\alpha}(\tau)=$

$\{8\eta(2\tau)^{8}/\eta(\tau)^{16}+\eta(\tau/2)^{8}/\eta(\tau)^{16}=q^{-1/2}+36.q^{1/2}..,+248\eta(2\tau)^{8}/\eta(\tau)^{16}=248+3968q+357\mathrm{l}2q^{2}+-8\eta(2\tau)^{8}/\eta(\tau)^{16}=-8-\mathrm{l}28q-\mathrm{l}\mathrm{l}52q^{2}-\cdots,..$
$\mathrm{i}\mathrm{f}q_{N}(\alpha).=1\mathrm{i}\mathrm{f}q_{N}(\alpha)=0\mathrm{i}\mathrm{f}\alpha=0,,.\cdot$

に適応すると weight $124=248/2$ $=2^{2}\cdot 31$ の保型形式 $\Psi$ でその零因子が

$( \Psi)=\sum_{\alpha\in A_{N},q_{N}(\alpha)=1}?\{_{\alpha}$

で与えられるものの存在が従う。 $A_{N}$ の部分空間 $V$ の個数は $3^{3}\cdot 5\cdot 17\cdot 31$ であり、 各
$V$ に含まれる non-isotropic vectors の個数は $2^{4},$ $A_{N}$ に含まれる non-isotropic
vectors の個数は $2^{4}(2^{5}-1)=2^{4}\cdot 31$ であることから、

$\prod_{V}F,/.\Phi^{3^{3}\cdot 5\cdot 17}$

は weight 0 の正則な保型形式であることが容易に分かり、 従って Koecher principle
より定数となる。 このことから

$(F_{V})=D(V)$

が従う。 あとは $A_{V}$ の有限幾何を用いて

$\cap D(V)=\emptyset$

$V$

を示す事ができ、 結局
$\psi$ : $D/\Gammaarrow \mathrm{P}^{185}$

が正則写像であることが分かる。双有理性および 4次の関係式については、本論の主
題とは直接関係はないので省略するが、 興味のある方は [K] を御覧下さい。
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