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概要. 平面分割図形を近似するポロノイ図を求める問題– すなわち 「ポロノ

イ図あてはめ問題」 一が研究されており、成果が得られている。本原稿では、
このうちの 1 つの $\mathrm{P}\mathrm{B}$ 法に着目して改良し、 この方法の性質を調べて他の方法
にない利点を見い出す。そして、 この改良 $\mathrm{P}\mathrm{B}$ 法を自然界の平面分割図形に適
用し、 ここで得られた目的関数値が具体的にいくつ程度なら 「ポロノイ図らし
い」 と結論できるのかという問題点にも、 数値実験によって答える。
さらに、 ポロノイ図あてはめ問題の拡張として「断面ポロノイ図あてはめ問

題」 を新しく提案する。 まずこの問題を定義して、 反復解法を試して、現時点

での問題点について述べる。

1 はじめに –. ボロノイ図あてはめ問題とは?–

ポロノイ図の応用の 1 つとして、 自然のものにせよ人口的なものにせよ、現実に見られ
る平面分割図形をボロノイ図だとみなしてモデル化して解析することがある。 ここで言う平

面分割図形とは、 例えば細胞の断面、 ひび割れ、 行政区画のような、平面上の領域をいくつ

かの小領域に区切ってできている図形のことである。そして、 それらの平面分割図形のポロ
ノイ図らしさを定量化することによって、 なんらかの情報を得たい。そのために、 与えられ

た平面分割図形を最も良く近似するポロノイ図を求めるが、 この問題を 「ポロノイ図あては

め問題」 と呼ぶことにする。 この問題は、 「近い」 の意味をどう解釈するかによっていくつ
かの種類が考えられ、過去に数種類の解法と応用例が得られている。

1.1 2 次元のボロノイ図の定義

2 次元ボロノイ図 [7] とは、 平面上に与えられた点集合 $\{P_{1}, P_{2}, \ldots, P_{N}\}$ に対して、 そ

の中でどの点に最も近いかによって平面を分割して作った図形で、 図 1がその例である。 な

お、 ポロノイ図を作る時に与えるこれらの点を母点と呼ぶ。

1.2 ボロノイ図あてはめ問題の定義

ポロノイ図あてはめ問題は以下のように定義される。後に実験例として示す図 4\sim 7は、

ある方法でボロノイ図あてはめを行なった例である。一点鎖線が与えられた平面分割図形、
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図 1: ボロノイ図の例

黒丸が配置された母点、 実線がそれらの母点から生成されるボロノイ図である。 この問題の
「近い」 の意味は曖昧だが、 この点は解法が与えられると同時に明確になる。

ボロノイ図あてはめ問題
平面分割図形 $\mathcal{R}$ 力 $\backslash ^{\backslash }\backslash x- y$ 平面上に与えられていて、 $N$ 個の多角形領域 $\{\mathcal{R}_{n}|n=1,2,$ $\ldots$ ,
$N\}$ からなっているとする。 この時、 それに近いボロノイ図を作る母点の座標 $P_{n}(x_{n}, y_{n})(n=$

$1,2,$ $\ldots,$
$N)$ を求めよ。

1.3 ボロノイ図あてはめの用途

例えば、 この問題は、 地理情報処理の分野で行政区画の解析に用いられている [8]。 具体
的に言うと、 学校区や選挙区などのポロノイ図に近い方が好ましいと言われる形が、 実際に
どの程度ボロノイ図に近いかを数値で表し、 区分けの公平さの指標として用いている。
また、 ボロノイ図に近いと言われる形は自然界にたくさんあり、 これらの形が実際にど

の程度ボロノイ図に近いかが数値化されている。なお、 分割図形の動きのシミュレーション
のために近似としてポロノイ図が利用される [3] [5] [9] が、 その近似の有効性を示すために
もボロノイ図らしさの定量化が行なわれる。 ここで 「近い」 と判定されれば、 母点の位置の
情報を持つだけでこうした形を近似的に表現していることになり、細胞、 なわばりなどが互
いに等しい勢力を持って隣の領域を押し退けて広がろうとする中で、 なるべく隣から遠ざか
ろうとする場合の境界の振舞いや、 1 つの細胞もしくはなわばりの主が突然死亡した場合の
境界の振舞いなどを、容易にシミュレートできる。

1.4 ボロノイ図あてはめ法の種類

既存のボロノイ図あてはめ法には、与えられた平面分割図形と生成されるポロノイ図の
食い違いの面積を、 母点を動かす最急降下法によって極小化するもの [8]、 ポロノイ辺は両
側の 2 母点を結ぶ線分の垂直 2 等分線であるという性質を用いて、 線形計画法によって与え
られた図形がポロノイ図か否かを判定するもの [1] [2] があり、 これらは [7] でも紹介されて
いる。 他にも、簡便なポロノイ図らしさの指標として $\triangle$ 値 [4] が知られている。
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2 改良 $\mathrm{P}\mathrm{B}$ 法一今回提案するボロノイ図あてはめ法一

ここでは、 [1] の方法の目的関数値を直接ボロノイ図らしさの尺度として利用できるよ
うに改良を加える。既存の $\mathrm{P}\mathrm{B}$ 法では図形の位相構造を無視した形の目的関数が作れて、 し

かも、 その最小化は単に連立 1 次方程式の最小 2 乗解を得ることに対応するという理由で、
解を求めるのが容易であるという特徴を持っていた。 具体的には、 ボロノイ図を各反復ごと

に構成する必要も、 その他の幾何的計算をする必要もなかった。 その性質は、 改良 $\mathrm{P}\mathrm{B}$ 法で

もそのまま保たれる。そして、 食い違い面積極小化の方針には見られない顕著な利点につい
て言及する。

2.1 手順

ボロノイ図あてはめ問題における 「近い」 の意味を 「元の平面分割図形 (図 2の点線) の
辺が、 その両側の領域 $\mathcal{R}_{i}$ と $\mathcal{R}_{j}$ に対応する母点 $P_{i}$ と $P_{j}$ を結んだ線分 (同実線) の垂直 2 等
分線に近くなっている」 こととする。 まず、 図 2のように、 領域 $\mathcal{R}_{i}$ と $\prime \mathcal{R}_{j}$ に対応する母点
をそれぞれ $P_{i}(x_{i}$ , y小 $P_{j}(x_{j}, yj)$ とする。 また、 領域 $\mathcal{R}_{i}$ と $\prime \mathcal{R}_{j}$ が共有する辺を $\mathcal{R}_{i}$ が左側

となるように向き付けした時の始点を $V_{ij}$、その座標を $(a_{ij}, b_{ij})$ とする。 その境界辺の長さ
は lij とする。 この定義によれば、 この辺の終点は必然的に $V_{ji}$ と名付けられ、その座標は
$(a_{ji}, b_{ji})$ となる。 また、 1 つの頂点は複数本の辺の頂点であるため、 名前も複数個持つこと
になるが、 図 2ではそのうちの 1 つだけが書かれている。 さらに、 Pi、 $P_{j}$ から直線 $V_{ij}V_{ji}$

に下ろした垂線の長さを、それぞれ $h_{ij^{\text{、}}}$ $h_{\mathrm{j}i}$ とし、 その 2 垂線の足の間の距離を $d_{ij}$ とする。

ここで、 元の平面分割図形の境界辺を与える領域番号の対の集合を

$\mathcal{E}\equiv\{(i, j)||\mathcal{R}_{i}|\cap|\mathcal{R}_{j}|\neq\emptyset, i<j\}$ (1)

と定義しておく。 そして、 平面分割図形の辺長の総和

$L \equiv\sum_{(i,j)\in \mathcal{E}}l_{ij}$

(2)

も定義して、 平面分割図形全体の面積は今までと同様に $s$ として、 非垂直性の尺度 $p$ を

$p$ $\equiv$ $\frac{\sum_{(i,j)\in \mathcal{E}}l_{ij}d_{ij}^{2}}{\sum_{(i,j)\in \mathcal{E}}l_{ij}}/\frac{S}{N}$ (3)

$=$ $\frac{N}{LS}\sum_{(i,j)\in \mathcal{E}}\frac{1}{l_{ij}}(\vec{V_{ij}V_{ji}}\cdot\vec{P_{i}P_{j}})^{2}$

$=$ $\frac{N}{LS}\sum_{(i,j)\in \mathcal{E}}\frac{1}{l_{ij}}I_{ij}^{2}$ (4)

で定義し、 非 2 等分性の尺度 $b$ を

$b$ $\equiv$ $(i,j) \in \mathcal{E}\sum_{\sum_{(i,j)\in \mathcal{E}}l_{ij}}l_{ij}(h_{ij}-h_{ji})^{2}/\frac{S}{N}$ (5)
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$=$ $\frac{N}{LS}\sum_{(i,j)\in \mathcal{E}}\frac{1}{l_{ij}}(2\triangle V_{ij}V_{ji}P_{i}-2\triangle V_{ji}V_{ij}P_{j})^{2}$

$=$ $\frac{N}{LS}\sum_{(i,j)\in \mathcal{E}}\frac{1}{l_{ij}}O_{ij}^{2}$ (6)

で定義する。 ただし、 式が煩雑になるのを防ぐために、途中で

$I_{ij}$ $\equiv$ $(a_{ji}-a_{ij})(xj-x_{i})+(bji-b_{ij})$ (yj-yi), (7)
$O_{ij}$ $\equiv$ $-(b_{ji}-b_{ij})(x_{i}+xj)+(aji-a_{ij})(y_{i}+y_{j})+2(a_{ij}b_{ji}-a_{ji}b_{ij})$ (8)

とおいた。 なお、 $\triangle ABC$ は、 折れ線 $ABC$ が左に折れる時に正となるような、 3 角形 $ABC$

の符号付き面積とする。式 (4) (6) は無次元量となっており、 ともに 1 次式の 2 乗和の形
をしていて凸である。

$\mathrm{y}_{j})$

図 2: 垂直性. 2 等分性の定義のための記号

そして、 このようにして得た非垂直性の尺度 p、 非 2 等分性の尺度 $b$ の加重和を最小化
する。 具体的には、 目的関数

$f(x_{1}, y_{1}, x_{2}, y_{2}, \ldots, x_{N}, y_{N})$

$\equiv$ $(1-k)p+kb$ (9)

$=$ $\frac{N}{LS}\{(1-k)\sum_{(i,j)\in \mathcal{E}}\frac{1}{l_{ij}}\{(a_{ji}-a_{ij})(x_{j}-x_{i})+(b_{ji}-b_{ij})(y_{j}-y_{i})\}^{2}$

$+k \sum_{(i,j)\in \mathcal{E}}\frac{1}{l_{ij}}\{(b_{ji}-b_{ij})(x_{i}+x_{j})-(aji-aij)(yi+yj)-2(a_{ij}b_{ji}-a_{ji}b_{ij})\}^{2}](10)$

を最小化することにする。 $k$ は $0\leq k\leq 1$ を満たす範囲で自由に選ぶ値とし、 2 等分性重
視度と呼ぶことにする。 なお、 $p$ も $b$ も未知数 $\{x_{n}, y_{n}|n=1,2, . . . , N\}$ に関する 1 次
式の 2 乗和なので、 この問題は簡単に解ける。
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2.2 元の $\mathrm{P}\mathrm{B}$ 法からの改良点

元の $\mathrm{P}\mathrm{B}$ 法 [1] は、 ボロノイ図か否かの判定に用いられていた。一方、 改良 $\mathrm{P}\mathrm{B}$ 法では、

目的関数値をそのままボロノイ図らしさ尺度とみなせるようにした。 具体的には、 以下の性
質を持つ (図 3参照)。

・合同な分割図形で辺の与えられ方が異なるだけの場合に $p_{\text{、}}$

$b$ は不変。 $\ldots$ (a)

・相似拡大しただけの場合に $p_{\text{、}}$

$b$ は不変。 $\ldots$ (b)

・座標系に依存しない。 $\ldots$ (c)

(b)

図 3: $p$ や $b$ の値を等しくしたい平面分割図形の組

2.3 $\mathrm{P}\mathrm{B}$ 法が食い違い面積極小化より優れている点

また、 改良 $\mathrm{P}\mathrm{B}$ 法は、 以下の点では食い違い面積極小化の方法 [8] より優れている。

・局所最適解力状域的最適解であり、 反復法で容易に解ける。

・その反復の過程で、幾何学的な処理を必要としない。

・容易に高次元に拡張できる (4 節参照)。

・微小領域を加えることによる目的関数値の変化は微小であるため、ポロノイ図らしさ
を定量化する際に、 微小領域を無視するかしないかで迷う必要がない。

3 改良 $\mathrm{P}\mathrm{B}$ 法の適用例

ここでは、 改良 $\mathrm{P}\mathrm{B}$ 法を自然界の平面分割図形に適用し、 得られた目的関数値が具体的
にいくつ程度なら 「ポロノイ図らしい」 と結論できるのかという問題点にも、数値実験 [こ

よって答える。
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3.1 サンプルの分割図形

ここでは、 改良 $\mathrm{P}\mathrm{B}$ 法を実際の自然界の平面分割図形に適用する。なお、 サンプルの平
面分割図形として、 [10] に掲載されたトウモロコシ、蜂の巣の断面、 石鹸の泡の断面、 地
面のひび割れの写真を元に、 手作業で境界の位置を測って得たものを用いた。
そして、 表 1にはその結果得られた目的関数値をまとめた。 この時の母点とそのボロノ

イ図を重ねて示したのが図 4、 図 5、 図 6、 図 7であり、 一点鎖線が与えられた平面分割図
形、 黒丸が得られた母点、実線がそれらの母点によって生成されたボロノイ図である。 見た
目でもよくあてはまっている図 5の「蜂の巣」 において、 表 1に示した目的関数値も小さく
なっている。

表 1: 平面分割図形サンプル 4 種に対する $\mathrm{P}\mathrm{B}$ 法の目的関数値 $(k=0.5)$

3.2 改良 $\mathrm{P}\mathrm{B}$ 法の目的関数値の標準値

ここでは、 実際に得られた目的関数値を評価するために、 その標準値を実験的に得る。
具体的には、 (1) ランダムな分割図形に対するポロノイ図らしさ尺度、 (2) ポロノイ図らし
くない分割図形に対するポロノイ図らしさ尺度、 (3) 境界短縮操作後の分割図形に対するボ
ロノイ図らしさ尺度を、 計算機実験で測定した。 ここでボロノイ図らしさを測定した分割図
形のサンプルの作成手順は以下の通りである (図 8参照) $\text{。}$ (1戸よ、 一様にばらまかれた 100
母点のボロノイ図の頂点をランダムウォークさせて得た。 なお、 分割図形の各領域が凸に
なるという制限を設けたものと、単に自己交差がなければ良いという制限しか設けていない
ものの、 2 種類の場合を考えた。 (2) は、 一様にばらまかれた 100 母点のポロノイ図から出
発して、 各頂点について改良 $\mathrm{P}\mathrm{B}$ 法の目的関数値が最も急速に大きくなる方向に意図的に、
微小距離だけ動かすという操作を、 目的関数値がこれ以上大きくならないところまで続けて
得た。 つまり、 この操作では、 頂点を微小距離移動させる反復毎に改良 $\mathrm{P}\mathrm{B}$ 法を適用してい
る。 (3) は、 元の分割図形の各領域の面積を変えないという制限の下で、なるべく境界の総
長を小さくするという操作で、 文献 [6] に示されている。今回は (1) の分割図形から出発し
てこの境界短縮操作を行なった。 この操作では、 分割図形の各領域は必ず凸になる。
そして、 それぞれのカテゴリーで、別個に生成した分割図形 100 個に対する改良 $\mathrm{P}\mathrm{B}$ 法

の目的関数値の第 1 四分位点と第 3 四分位点を、 表 2にまとめた。 これらの値は、 実際の平
面分割図形がボロノイ図らしいかどうかを考える時の目安となるであろう。 例えば表 1に示
された値は、 表 2に示された標準値よりも小さく、図 4、 図 5、 図 6、 図 7の平面分割図形の
サンプルはポロノイ図らしいと考えられる。

130



図 4: トウモロコシ 図 5: 蜂の巣

図 6: 石鹸 図 7: ひび割れ

表 2: $\mathrm{P}\mathrm{B}$ 法の目的関数値の標準値 (第 1 四分位点 $\sim$ 第 3 四分位点)
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$\Rightarrow$

ボロノイ図 (1) ランダムウオーク (凸 / 非凸)

$\Rightarrow$

ポロノイ図 (2) $f$ を大きく (凸 / 非凸)

$\Rightarrow$

ランダムウォーク (凸) (3) 境界短縮操作 (凸)

図 8: 分割図形の各種サンプルの作成
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4 断面ボロノイ図あてはめ問題

ここでは、 ボロノイ図あてはめ問題の拡張として「断面ボロノイ図あてはめ問題」 を新
しく提案する。 まずこの問題を定義して、反復解法を提案して、現時点での問題点について
述べる。

4.1 断面ボロノイ図あてはめ問題の定義

断面ボロノイ図あてはめ問題は以下のように定義される (図 9参照)。 なお、 断面ボロノ
イ図とは、 ここでは 3 次元のポロノイ図の 2 次元的な断面のことを指すことにする。

断面ボロノイ図あてはめ問題
A 枚の平面分割図形 $\mathcal{R}_{\lambda}(\lambda=1,2, \ldots, \Lambda)$ が 3 次元空間内に与えられていて、それぞれ $N_{\lambda}$

$(\lambda=1,2, \ldots, \Lambda)$個の多角形領域 $\{\mathcal{R}_{\lambda n}|n=1,2, \ldots, N_{\lambda}\}(\lambda=1,2, \ldots, \Lambda)$ からなって

いるとする。 それらに近い断面ポロノイ図を作る母点の 3 次元座標 $P_{n}(x_{n}, y_{n}, z_{n})(n=1$ ,
2, $\ldots,$

$N$ ) を求めよ。 ただし、 $N$ は

$\underline{N}\leq N\leq\overline{N}$ (11)

を満たす範囲で選ぶものとする。ただし、

$\underline{N}\equiv\max N_{\lambda}\lambda=1,$
$2,$

$\ldots,$

$\Lambda’\overline{N}\equiv\sum_{2\lambda=1,,\ldots\prime\Lambda}N_{\lambda}$
(12)

である。

$\mathcal{R}_{1}$ : $N_{1}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\text{の}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\text{域}$

$\mathcal{R}_{2}$ : $N_{2}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\text{の}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\text{域}$

.$\cdot$.

.$\cdot$.

$.\cdot..\cdot$.
$\mathcal{R}_{\Lambda}$ : $N_{\Lambda}\text{個の}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\text{域}$

図 9: 断面ポロノイ図あてはめ問題の例

この問題において、配置する母点数や断面間の対応関係は一般には自明でないが、現状
ではそれらが既知として扱っている。

4.2 断面ボロノイ図あてはめ問題の反復解法の適用例

今回、 詳細は略すが、断面ポロノイ図あてはめ問題の反復解法を構成した。
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計算機実験で適用してみると図 10のようになった。単位体積当たり 100 点の密度の母点
集合による 3 次元ボロノイ図に対して、 単位正方形の断面を $z=0$ と $z=0.01$ の 2 箇所で
とったものを問題例に用い、全ての断面における領域同士の対応関係が完全にわかつている
と仮定して、 断面ボロノイ図あてはめを実行した。一点鎖線は与えられた断面、 白丸は断面
を生成する元となった母点で、 この問題の解となるもの、 黒丸へ続く曲線は初期解からの解
の更新の様子、 そして黒丸は得られた母点配置、 点線は真の解と求まった解との間のずれ、
細い実線は黒丸の母点配置を仮定した時の断面ボロノイ図である。
図 10の簡単な例ではうまく解けているが、今回の解法による限り、 より一般の状況では

・層の間の幅が狭いと、 3 次元領域分割の境界面の法線ベクトルの推定に誤差が入る。

$\bullet$ 1 層にしか見えていない領域があると扱えない。

などの問題点が生じる。

図 10: 断面ポロノイ図あてはめ問題の反復解法の適用例
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5 結論

本原稿の結論をまとめると以下のようになる。

・ボロノイ図あてはめ問題の $\mathrm{P}\mathrm{B}$ 法を、 目的関数値がそのままボロノイ図らしさの尺度
とみなせるように改良した。

・計算機実験によって、 その目的関数値の標準値を得た。

・計算の容易さ (特に高次元の場合) 以外に、改良 $\mathrm{P}\mathrm{B}$ 法が食い違\iota )面積極小化の方針と
の比較で優れている点を挙げた。

・断面ボロノイ図あてはめ問題を新しく定式化し、 反復解法を試した。
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