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1. 序

$\mathrm{N}$ を自然数全体の集合とし, $\mathrm{N}_{0}=\mathrm{N}\cup\{0\}$ とおく. また, $\mathbb{R}$ は実数直線を表す. 有

界な数列 $\{s_{n}\}$ が $s$ {こ almost convergent(a c) であるとは,

$\lim_{narrow\infty}\frac{1}{n}\sum_{m=k}^{k+n-1}s_{m}=s$ uniformly in $k\in \mathrm{N}_{0}$

が成り立つことである ([5]). $C[0,1]$ 上の Bernstein(多項式) 作用素は

$B_{n}(f)(x)= \sum_{k=0}^{n}f(\frac{k}{n})(\begin{array}{l}nk\end{array})x^{k}(1-x)^{n-k}$ $(f\in C[0,1], x\in[0,1])$

によって定義される. このとき, すべての $f\in C[0,1]$ に対して $\{B_{n}(f)(x)\}$ は $[0, 1]$

上で一様に $f(x)$ に $\mathrm{a}.\mathrm{c}$ . である. 同様なことが Fej\’er 作用素

$\sigma_{n}(f)(x)=\frac{1}{2\pi}\int_{-\pi}^{\pi}F_{n}(x-t)f(t)dt$ $(f\in C_{2\pi}, x\in \mathbb{R})$

但し,

$F_{n}(u)=1+2 \sum_{j=1}^{n}(1-\frac{j}{n+1})\cos ju$,

についても成立する. 即ち, すべての $f\in C_{2\pi}$に対して $\{\sigma_{n}(f)(x)\}$ は $\mathbb{R}$ 上で一様に

$f(x)$ [こ $\mathrm{a}.\mathrm{c}$ . である.

これらの結果の鑑み, 次のような近似法を導入する ([cf. [6], [7], [8]): $(E, ||\cdot||)$ は

Banach 空間, $(X, d)$ は距離空間で, $X_{0}\subseteq X,$ $E_{0}\subseteq E$とする. Dは有向集合で, $\Lambda$を

添字集合とする. $\mathfrak{T}=\{T(x) : x\in X\}$ と $L=\{L_{\alpha,\lambda}(x) : \alpha\in D, \lambda\in\Lambda, x\in X\}$ を

共に $E_{0}$から Eへの写像の族とする. このとき, $L$ が $E_{0}$上の (同程度一様) $\mathfrak{T}-$近似法

$(\mathfrak{T}- \mathrm{A}\mathrm{P})$ であるとは,

$\forall f\in E_{0},$ $\lim_{\alpha}||L_{\alpha,\lambda}(x)(f)-T(x)(f)||=0$ uniformly in $\lambda\in\Lambda,$ $x\in X_{0}$
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$\hslash^{\grave{\grave{\rangle}}}ffi\backslash \ovalbox{\tt\small REJECT}[perp]\backslash$-t $\mathrm{c}\sim\mu-\mathrm{c}^{\backslash }\backslash h$ .
ここでは, 次のように定義される E0上の積分作用素の族 $L$ を考える: $\mathrm{Y}$を可分な

位相空間とし, $\mu$を Y上の Borel 測度とする. $\mathfrak{T}$ において, 各 $f\in E_{0}$に対して, 写像

$x\mapsto T(x)(f)$ は X上で強連続で有界とする. $\{\xi_{\alpha,\lambda} : \alpha\in D, \lambda\in\Lambda\}$ は Yから Xへ

の連続写像の族で, $\mathfrak{U}=\{\chi_{\alpha,\lambda}(x;\cdot) : \alpha\in D, \lambda\in\Lambda, x\in X\}$ を $L^{1}(\mathrm{Y}, \mu)$ に属する関

数の族とする. このとき,

$L_{\alpha,\lambda}(x)(f)= \int_{Y}\chi_{\alpha,\lambda}(x;y)T(\xi_{\alpha,\lambda}(y))(f)d\mu(y)$ $(f\in E_{0})$ (3)

と定義する. (3) の右辺の積分は, Bochner積分として常に存在している. より一般

的に,

$K_{\alpha,\lambda}(F)(x)= \int_{Y}\chi_{\alpha,\lambda}(x;y)F(\xi_{\alpha,\lambda}(y))d\mu(y)$ $(F\in BC(X, E))$ (4)

によって定義される積分作用素を考える. ここで, $BC(X, E)$ は Xから Eへの有界

な連続写像全体の成す Banach 空間を表す.

本講演の目的は, 適当な条件の下で $K_{\alpha,\lambda}(F)(x)arrow F(x)(F\in BC(X, E)$ 及び
$\mathrm{r}$

$L_{\alpha,\lambda}(x)(f)arrow T(x)(f)(f\in E_{0})$ の $\Lambda\cross X_{0}$上の一様収束性について考えることであ

る. 更に, これらの結果を補間型作用素, 合成積型作用素, 各種の総和法へ応用する.

詳細な取り扱いについては, [10] を参照 (cf. [9]).

2. 収束定理

$X_{0}$はコンパクト集合で, Xのある開集合 Ox。とコンパクト集合 $Z_{X_{0}}$が存在して,
$X_{0}\subseteq O_{X_{0}}\subseteq Z_{X_{0}}$ とする. 当然, Xが局所コンパクトならば, これは常に満たさ

れる.

$\mathfrak{U}=\{\chi\alpha,\lambda(x;\cdot) : \alpha\in D, \lambda\in\Lambda,x\in X\}$ は $L^{1}(\mathrm{Y}, \mu)$ に属する関数の族とする. $\mathfrak{U}$

が (同程度一様) 近似単位 (核) であるとは, それが次の条件 (5), (6), (7) を満たすこ

とである:

$\lim_{\alpha}\sup(\sup_{\lambda\in\Lambda,x\in X_{0}}||\chi\alpha,\lambda(x;\cdot)||_{1})<\infty$ , (5)

$\lim_{\alpha}\int_{Y}\chi\alpha,\lambda(x;y)d\mu(y)=1$ uniformly in A6 $\Lambda,$ $x\in X_{0}$ , (6)

$\forall\delta>0,$ $\lim_{\alpha}\int_{d(x,\xi_{\alpha,\lambda}(y))\geq\delta}|\chi_{\alpha,\lambda}(x;y)|d\mu(y)=0$ uniformly in $\lambda\in\Lambda,$ $x\in X_{0}$ .
(7)
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$\mathfrak{U}$ が正であると {ま, すべての $\alpha\in D$ , $\lambda\in\Lambda,$ $x\in X$ (こ対して $\chi_{\alpha,\lambda}(x; y)\geq 0$ $(\mu- \mathrm{a}.\mathrm{e}$ .
$y\in \mathrm{Y})$ となることである. また, $\mathfrak{U}$ が正規であると (ま, すべての $\alpha\in D$ , $\lambda\in\Lambda,$ $x\in X$

に対して

$\int_{Y}\chi_{\alpha,\lambda}(x;y)d\mu(y)=1$

となることである.

(4) で定義された積分作用素の族且 $=\{K_{\alpha,\lambda} : \alpha\in D, \lambda\in\Lambda\}$ が $BC(X, E)$ 上の $($

同程度一様) 近似法 (AP) であるとは,

$\forall F\in BC(X, E),$ $\lim_{\alpha}||K_{\alpha,\lambda}(F)(x)-F(x)||=0$ uniformly in $\lambda\in\Lambda,$ $x\in X_{0}$

が成立することである. 以下において, $L=\{L_{\alpha,\lambda}(x) : x\in X\}$ は (3) によって定義

された積分作用素の族とする.

定理 1 $\mathfrak{U}$ が近似単位ならば, 且は $BC(X.’ E)$ 上の $\mathrm{A}\mathrm{P}$ である, 従って $L$ は E0上の
$\mathfrak{T}- \mathrm{A}\mathrm{P}$ である. 特に, $\mathfrak{U}$ が正で, 且つ (6) と (7) を満たせば且は $BC(X, E)$ 上の AP

であり, 従って $L$ は E0上の $\mathfrak{T}- \mathrm{A}\mathrm{P}$ である.

関数 $\Phi:X_{0}\cross Xarrow[0, \infty)$ は, $\chi_{\alpha,\lambda}(x;\cdot)\Phi(x, \xi_{\alpha,\lambda}(\cdot))\in L^{1}(\mathrm{Y}, \mu)$ 及び

$\forall\delta>0,$ $\inf\{\Phi(x,t) : (x,t)\in X_{0}\cross X, d(x,t)\geq\delta\}>0$ (8)

を満たすとする. また, $\tau_{\alpha,\lambda}(x;\Phi)=||\chi_{\alpha,\lambda}(x;\cdot)\Phi(x, \xi_{\alpha,\lambda}(\cdot))||_{1}$ とおく. 特 [ニ, $p>$

$0,$ $x\in X,$ $\chi\alpha,\lambda(x;\cdot)d^{p}(x, \xi\alpha,\lambda(\cdot))$ $\in L^{1}(\mathrm{Y}, \mu)$ のとき, $\mu_{\alpha,\lambda}(x;p)=\tau_{\alpha,\lambda}(x$ ;dりを\chi \mbox{\boldmath $\alpha$},\lambda

の $x$ における $p$ 次絶対モーメントという.

定理 2(5) と (6) が成り立ち, 且つ

$\lim_{\alpha}\tau_{\alpha,\lambda}(x;\Phi)=0$ uniformly in $\lambda\in\Lambda,x\in X_{0}$ (9)

ならば, 且は $BC(X, E)$ 上の $\mathrm{A}\mathrm{P}$ である, 従って $L$ は E0上の $\mathfrak{T}-\mathrm{A}\mathrm{P}$ である.

系 1 $\mathfrak{U}$ が正で, 且つ (6) と (9) を満たせば且は $BC(X, E)$ 上の $\mathrm{A}\mathrm{P}$ であり, 従っ

て $L$ は E0上の $\mathfrak{T}-\mathrm{A}\mathrm{P}$ である.

定理 3(5) と (6) が成り立ち, 且つある $p>0$ に対して

$\lim_{\alpha}\mu\alpha,\lambda(x;p)=0$ uniformly in $\lambda\in\Lambda,x\in X_{0}$ (10)

ならば, fl は $BC(X, E)$ 上の $\mathrm{A}\mathrm{P}$ である, 従って $L$ は E0上の $\mathfrak{T}-\mathrm{A}\mathrm{P}$ である.

系 2 $\mathfrak{U}$ が正で, 且つ (6) とある $p>0$ に対して (10) を満たせば, 且は $BC(X, E)$

上の $\mathrm{A}\mathrm{P}$ であり, 従って ,$\mathrm{C}$ は E0上の $\mathfrak{T}-\mathrm{A}\mathrm{P}$ である.
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関数 \Phi は次の形で定義されるものとする:

$\Phi(x, t)=\sum_{i=1}^{r}u_{i}(x)w_{i}(t)\geq 0$ $(x, t)\in X^{2})$ , $\Phi(x, x)=0$ $(x\in X_{0})$ .

但し, 各関数 $u_{i}$は $X_{0}$で有界で, 各関数 $w_{i}$は Xで連続であり $\chi_{\alpha,\lambda}(x;\cdot)w_{i}(\xi_{\alpha,\lambda}(\cdot))\in$

$L^{1}(\mathrm{Y}, \mu)$ とする.

wは X上の実数値連続関数で, $\chi_{\alpha,\lambda}(x;\cdot)w(\xi_{\alpha,\lambda}(\cdot))\in L^{1}(\mathrm{Y}, \mu)$ のとき,

$lJ_{\alpha,\lambda}(w)(x)= \int_{Y}\chi_{\alpha,\lambda}(x;y)w(\xi_{\alpha,\lambda}(y))d\mu(y)$

と定義する. また, $1x$は X上で恒等的に値 1 を取る定数関数を表す. このとき, 次

の Korovkin 型の定理を得る (Korovkin 型近似理論とその応用については, [1] を参

照 (cf. [4]) $)$ :
定理 4 $W=\{1_{X}, w_{1}, w_{2}, \ldots, w_{r}\}$ とおく. (8) が満たされ, 且つ $\mathfrak{U}$ は正とする. こ

のとき,

$\forall w\in W,$ $\lim_{\alpha}\nu_{\alpha,\lambda}(w)(x)=w(x)$ uniformly in $\lambda\in\Lambda,x\in X_{0}$

ならば, 且は $BC(X, E)$ 上の $\mathrm{A}\mathrm{P}$ である, 従って $L$ は E0上の $\mathfrak{T}- \mathrm{A}\mathrm{P}$ である.

次に, $s$ を正の偶数とし, $h_{1},$ $h_{2},$
$\ldots,$

$h_{r}$は X上の実数値連続関数で $H_{s}=\{h_{i}^{j}$ : $1\leq$

$i\leq r,$ $1\leq j\leq s\}$ とおく. 各 $h\in H_{\theta}$ [こ対して $\chi_{\alpha,\lambda}(x;\cdot)h(\xi_{\alpha,\lambda}$ (.) $)$ $\in L^{1}(\mathrm{Y}, \mu)$ とする.

更 [ニ, $W_{s}=\{1x, h_{1}^{s}+h_{2}^{\theta}+\cdots+h_{r}^{\epsilon}\}\cup H_{\epsilon-1}$ とおき, 関数

$\Phi(x,t)=\sum_{i=1}^{r}(h_{1}.(x)-h_{1}.(t))^{\epsilon}$ $((x,t)\in X^{2})$

は (8) を満たすとする.

定理 5 $\mathfrak{U}$ は正で, すべての h\in W,に対して

$\lim_{\alpha}\nu_{\alpha,\lambda}(h)(x)=h(x)$ uniformly in $\lambda\in\Lambda,$ $x\in X_{0}$ (11)

ならば, 且は $BC(X, E)$ 上の $\mathrm{A}\mathrm{P}$ である, 従って $L$ は E0上の $\mathfrak{T}- \mathrm{A}\mathrm{P}$ である.

定理 6 $\mathfrak{U}$ は正で, $\{h_{1}, h_{2}, \ldots, h_{r}\}\subseteq BC(X, \mathbb{R})$ のとき, 次の各命題は互いに同値

である:

(i) 且は $BC(X, E)$ 上の $\mathrm{A}\mathrm{P}$ である.

(ii) すべての $\mathfrak{T}$ に対して, $L$ は E0上の $\mathfrak{T}$-AP である.

(iii) $\{\nu_{\alpha,\lambda} : \alpha\in D, \lambda\in\Lambda\}$ は $BC(X, \mathbb{R})$ 上の $\mathrm{A}\mathrm{P}$ である.
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(iv) すべての $h\in\{1x\}\cup H_{s}$に対して, (11) が成立する.

(v) すべての $h\in W_{s}$に対して, (垣) が成立する.

特に, $p=2,$ $s=2$ の場合は, 系 2, 定理 5 及び定理 6 は正の正規核からつくられる

各種の積分作用素の近似法へ応用される. また, $\mathrm{Y}$が有限集合の場合は, 積分作用素

$K_{\alpha,\lambda}$ , L。,\lambda (まそれぞれ

$K_{\alpha,\lambda}(F)(x)= \sum_{y\in Y}\chi_{\alpha,\lambda}(x;y)F(\xi_{\alpha,\lambda}(y))$
$(F\in BC(X, E),$ $x\in X)$ ,

$L_{\alpha,\lambda}(x)(f)= \sum_{y\in Y}\chi_{\alpha,\lambda}(x;y)T(\xi_{\alpha,\lambda}(y))(f)$
$(f\in E_{0}, x\in X)$

となる. これらは補間型作用素と呼ばれる.

3. A-総和法

$A=\{a_{\alpha,m}^{(\lambda)} : \alpha\in D,m\in \mathrm{N}_{0}, \lambda\in\Lambda\}$ $\subseteq \mathbb{R},$ $\{\chi_{m}(x;\cdot) : m\in \mathrm{N}_{0}, x\in X\}$ $\subseteq$

$L^{1}(X, \mu)$ ,

$\sum_{m=0}^{\infty}\int_{Y}|a_{\alpha,m}^{(\lambda)}\chi_{m}(x;y)|d\mu(y)<\infty$,

$\chi_{\alpha,\lambda}(x;\cdot):=\sum_{m=0}^{\infty}a_{\alpha,m}^{(\lambda)}\chi_{m}(x;\cdot)\in L^{1}(\mathrm{Y}, \mu)$

とする. このとき,

$K_{\alpha,\lambda}(F)(x)= \sum_{m=0}^{\infty}a_{\alpha,m}^{(\lambda)}\int_{Y}\chi_{m}(x;y)F(\xi_{\alpha,\lambda}(y))d\mu(y)$ $(F\in BC(X, E),$ $x\in X)$ ,

$L_{\alpha,\lambda}(f)(x)= \sum_{m=0}^{\infty}a_{\alpha,m}^{(\lambda)}\int_{Y}\chi_{m}(x;y)T(\xi_{\alpha,\lambda}(y))(f)d\mu(y)$ $(f\in E_{0}, x\in X)$

が成り立つ.

以下{こおいて{ま, $\mathrm{Y}=X,$ $\xi_{\alpha,\lambda}(y):=y(\forall y\in \mathrm{Y}, \alpha\in D, \lambda\in\Lambda)$ の場合を考える.

$A_{m}(F)(x)= \int_{X}\chi_{m}(x;y)F(y)d\mu(y)$ $(F\in BC(X, E),$ $x\in X)$ ,

$T_{m}(f)(x)= \int_{X}\chi_{m}(x;y)T(y)(f)d\mu(y)$ $(f\in E_{0}, x\in X)$
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と定義する. このとき,

$K_{\alpha,\lambda}(F)(x)= \sum_{m=0}^{\infty}a_{\alpha,m}^{(\lambda)}A_{m}(F)(x)$ $(F\in BC(X, E),$ $x\in X)$ ,

$L_{\alpha,\lambda}(f)(x)= \sum_{m=0}^{\infty}a_{\alpha,m}^{(\lambda)}T_{m}(f)(x)$ $(f\in E_{0}, x\in X)$

となる.

$\{A_{m}\}$ が $BC(X, E)$ 上の (同程度一様)A-総和法 (A-SP) であるとは, 且 $=\{K_{\alpha,\lambda}$ :
$\alpha\in D,$ $\lambda\in\Lambda\}$ が $BC(X, E)$ 上の AP となることである. また, $\{T_{m}\}$ が $E_{0}$上の (同

程度一様) $\mathfrak{T}- \mathfrak{U}-$総和法 $(\mathfrak{T}- A- \mathrm{A}\mathrm{P})$ であるとは, $L=\{L_{\alpha,\lambda} : \alpha\in D, \lambda\in\Lambda,x\in X\}$ が

上の $\mathfrak{T}$-AP となることである.

以下においては, 無限実行列からなる族 $A=\{(a_{n,m}^{(\lambda)})_{n,m\in \mathrm{N}_{0}} : \lambda\in\Lambda\}$ を考える.

$A$ が正則であるとは, それが次の条件 (A-1), (A-2) 及び (A-3) を満たすことであ

る ([7]):

(A-1) 各 $m\in \mathrm{N}_{0}$ {こ対して, $\lim_{narrow\infty}a_{n,m}^{(\lambda)}=0$ uniformly in $\lambda\in\Lambda$ .

(A-2) $\lim_{narrow\infty}\sum_{m=0}^{\infty}a_{n,m}^{(\lambda)}=1$ uniformly in $\lambda\in\Lambda$ .

(A-3) 各 $n\in \mathrm{N}_{0}$ , \lambda \in \Lambda [こ対して, $a_{n}^{(\lambda)}:= \sum_{m=0}^{\infty}|a_{n,m}^{(\lambda)}|<\infty$ で, 且つある $n_{0}\in \mathrm{N}_{0}$

が存在して $\sup\{a_{n}^{(\lambda)} : n\geq n_{0}, n\in \mathrm{N}_{0}, \lambda\in\Lambda\}<\infty$.
行列 $(a_{n,m}^{(\lambda)})_{n,m\in \mathrm{N}_{0}}$ が stochastic, 即ち,

$a_{n,m}^{(\lambda)} \geq 0,\sum_{m=0}^{\infty}a_{n,m}^{(\lambda)}=1(n, m\in \mathrm{N}_{0}, \lambda\in\Lambda)$

を満たせば, 条件 (A-2) 及び (A-3) は自動的に成り立つ.

Eの要素列 $\{f_{m}\}_{m\in \mathrm{N}_{0}}$が fに (同程度一様) A-総和可能であるとは,

$\lim_{narrow\infty}||\sum_{m=0}^{\infty}a_{n,m}^{(\lambda)}f_{m}-f||=0$ uniformly in $\lambda\in\Lambda$

が成り立つことである. 但し, 各 $n\in \mathrm{N}_{0},$ $\lambda\in$ 川こ対して, 上の級数は収束するとする.

$A$ の正則性 $A$-総和法の間には次の関係が成り立つ ([7, Proposition 5]:
$A$ は正則である. $\Leftrightarrow$ $\forall\{f_{m}\},$ $f_{m}arrow f$ ならば, $\{f_{m}\}$ は fに \lambda 総和可能である.

次に, 応用上重要で且つ興味ある $A=\{(a_{n,m}^{(\lambda)})_{n,m\in \mathrm{N}_{0}} : \lambda\in\Lambda\}$の例を幾つか挙げ

る (cf. [7], [8]):
$(1^{\mathrm{o}})$ 行タリ $A=(a_{n,m})_{n,m\in \mathrm{N}_{0}}$ [こ対して, $a_{n,m}^{(\lambda)}=a_{n,m}(\forall\lambda\in\Lambda, n, m\in \mathrm{N}_{0})$ とする.

このとき, $A$-総和法は行列 $A$ による通常の総和法である.
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$(2^{\mathrm{o}})\Lambda=\mathrm{N}_{0}$のとき, Petersen [11] (cf. [1]) の総和法である. 特に,

$a_{n,m}^{(\lambda)}=\{$

$1/n$ , $(\lambda\leq m\leq\lambda+n-1$ ,

0 その他

のとき, Lorentz [5] の almost convergence (a c) method ( $F$-summability) である.

$(3^{\mathrm{o}})Q=\{q^{(\lambda)} : \lambda\in\Lambda\},$ $q^{(\lambda)}=\{q_{m}^{(\lambda)}\}_{m\in \mathrm{N}_{0}},$ $q_{m}^{(\lambda)}\geq 0(\forall m\in \mathrm{N}_{0}, \lambda\in\Lambda)$,

$Q_{n}^{(\lambda)}:=q_{0}^{(\lambda)}+q_{1}^{(\lambda)}+\cdots+q_{n}^{(\lambda)}>0$ $(n\in \mathrm{N}_{0})$ .

$a_{n,m}^{(\lambda)}:=\{$

$q_{n-m}^{(\lambda)}/Q_{n}^{(\lambda)}$ , $(m\leq n)$ ,

0 $(m>n)$

とする. このとき, $A$-総和法は ($N$, Q)-総和法と呼ばれる.

特に, $q^{(\lambda)}=\{q_{m}\}_{m\in \mathrm{N}_{0}},$ $q_{m}\underline{>}0,$ $q_{0}>0$ のとき, (N,Q)-総和法はネールンド総

和法である. 興味ある特別な場合として, 次のものがある: $\Lambda\subseteq[0, \infty),$ $\beta>0$ ,
$q_{m}^{(\lambda)}:=C_{m}^{(\lambda+\beta-1)}(\forall\lambda\in\Lambda, m\in \mathrm{N}_{0})$ とする. 但し,

$C_{m}^{(\tau)}= (\begin{array}{l}m+\tau m\end{array})=\frac{(\tau+1)(\tau+2)\cdots(\tau+m)}{m!}$ $(\tau>-1)$ .

特に, $\Lambda=\{0\}$ のとき, (N,Q)-総和法は\beta 次のチェザロ総和法である.

$(4^{\mathrm{o}})\Lambda\subseteq(0, \infty),$ $\beta>-1$ ,

$a_{n,m}^{(\lambda)}$ $:=\{$

$C_{n-m}^{(\lambda-1)}C_{m}^{(\beta)}/C_{n}^{(\beta+\lambda)}$ , $(m\leq n)$ ,

0 $(m>n)$ .

$(5^{\mathrm{o}})$ (Euler-Knopp-Bernstein $m4$) $\Lambda\subseteq[0,1]$ ,

$a_{n,m}^{(\lambda)}:=\{$

$(\begin{array}{l}nm\end{array})\lambda^{m}(1-\lambda)^{n-m}$ , $m\leq n$ ,

0 $(m>n)$ .

$(6^{\mathrm{o}})$ (Meyer-K\"onig-Vermes-Zeller $\pi 4^{\mathrm{I}}$ ) $\Lambda\subseteq[0,1),$ $a_{n,m}^{(\lambda)}$ $:=(\begin{array}{l}n+mm\end{array})\lambda^{m}(1-\lambda)^{n+1}$

$(7^{\mathrm{o}})$ (Borel-Sziz $\Phi^{\mathrm{J}}$) $\Lambda\subseteq[0, \infty),$ $a_{n,m}^{(\lambda)}:=\exp(-n\lambda)(n\lambda)^{m}/m!$ .
$(8^{\mathrm{o}})$ (Baskakov $\# 4$) $\Lambda\subseteq[0, \infty),$ $a_{n,m}^{(\lambda)}$ $:=(\begin{array}{l}n+m-1m\end{array})\lambda^{m}(1+\lambda)^{-n-m}$ .
上記の例 $(2^{\mathrm{o}})-(8^{\mathrm{o}})$ で与えられたすべての行列は stochastic である. 従って, 任意

の $x\in X,$ $m\in \mathrm{N}_{0}$に対して,

$\chi_{m}(x;y)\geq 0\mu- \mathrm{a}.\mathrm{e}.y,$ $\int_{X}\chi_{m}(x;y)d\mu(y)=1$
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$\chi_{n,\lambda}(x;\cdot)=\sum_{m=0}^{\infty}a_{n,m}^{(\lambda)}\chi_{m}(x;\cdot)$

から成る関数族 $\mathfrak{U}$ は正の正規核である. 更に, 上記の例 $4^{\mathrm{o}}$ ) $-(8^{\mathrm{o}})$ において, 任意の

有限な閉区間 $\Lambda$ と行列 $(a_{n,m}^{(\lambda)})_{n,m\in \mathrm{N}_{0}}$に対して, $\mathfrak{U}$ は正則である.

4. 合成積型作用素の A-総和法

前節の結果は以下で与えられる合成積型作用素の列 $\{A_{n}\}$ , $\{T_{n}\}$ の A-総和法へ応

用される.
$\mathbb{R}^{r}$は通常の距離

$d(x, y)=( \sum_{i=1}^{r}(x_{1}$. $-y_{i})^{2})^{1/2}$ $(x=(x_{1},x_{2}, \ldots,x_{r}), y=(y_{1},y_{2}, \ldots, y_{r})\in \mathbb{R}^{r})$

を持つ r次元の Euclid 空間とする.

$\mathrm{c}>0$ とし, $\{g_{n} : n\in \mathrm{N}\}$ は $[-c, c]$ 上の非負の偶関数列で,

$\int_{-\mathrm{c}}^{\mathrm{c}}g_{n}(t)dt=1$ $(n\in \mathrm{N}_{0})$

を満たすとする.

$X= \mathrm{Y}:=\prod_{i=1}^{r}[a_{1}.,b_{i}]$ , $0<b_{i}-a_{i}\leq c,$ $X_{0}:= \prod_{i=1}^{r}[a_{i}+\delta_{i}, b_{i}-\delta_{i}]$ , $0< \delta_{i}<\frac{1}{2}(b:-a:)$ ,

$\chi_{n}(x;y)=k_{n}(x, y):=.\prod_{1=1}^{r}g_{n}\mathrm{o}e_{i}(x-y)$ $(x, y\in X)$ .

とする. 但し, $e_{i}$は Rr上の第 $i$ 次の座標関数を表す. このとき,

$A_{n}(F)(x)= \int_{X}k_{n}(x, y)F(y)dy$ $(F\in C(X, E),$ $x\in X)$ ,

$T_{n}(f)(x)= \int_{X}k_{n}(x, y)T(y)(f)dy$ $(f\in E_{0}, x\in X)$

となる.

$\varphi$ は $[-c, c]$ 上の非負の連続な偶関数で, $[0, c]$ 上で

単調減少し, $\varphi(0)=1$ , $0\leq\varphi(t)<1$ $(0<t\leq c)$ を満たすとする.

$g_{n}(t)=\rho_{n}\varphi^{n}(t)$ $(|t|\leq c, n\in \mathrm{N})$ , $\rho_{n}=(\int_{-c}^{c}\varphi^{n}(t)dt)^{-1}$ $(n\in \mathrm{N}_{0})$
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と定義する. このとき,

$A_{n}(F)(x)= \rho_{n}^{r}\int_{X}\prod_{i=1}^{r}\varphi^{n}\circ e_{i}(x-y)F(y)dy$ $(F\in C(X, E),$ $x\in X)$

で, $r=1,$ $E=\mathbb{R}$ の場合は Korovkin 作用素となる. また,

$T_{n}(f)(x)= \rho_{n}^{r}\int_{X}\prod_{i=1}^{r}\varphi^{n}\circ e_{i}(x-y)T(y)(f)dy$ $(f\in E_{0}, x\in X)$

である.

ある定数乃 $q>0$ が存在して

$\lim\underline{1-\varphi(t)}=q$ (12)
$tarrow+0$ $t^{p}$

が成り立つと仮定する. このとき,

$\mu_{n}(x)=\mu_{n}(x;2)=\int_{X}k_{n}(x;y)d^{2}(x, y)dy$ $(n\in \mathrm{N}_{0}, x\in X)$

とおけば

$\sup_{x\in X}\mu_{n}(x)=O(\frac{1}{n^{1/p}})$ $(narrow\infty)$

が成立する (cf. [2]). (12) を満たす関数 $\varphi$ の幾つかの例を挙げる:
$(1^{\mathrm{o}})$ (Weierstrass) $\varphi(t)=e^{-t^{-}},$ $(c>0, p=2, q=1)$ .
$(2^{\mathrm{o}})$ (Picard) $\varphi(t)=e^{-|t|},$ $(c>0, p=1, q=1)$ .
$(3^{\mathrm{o}})$ (Bui-Federrov-Cervakov) $\varphi(t)=e^{-|t|^{1/s}},$ $(c>0, s>0, p=1/s, q=1)$ .
$(4^{\mathrm{o}})$ (Landau) $\varphi(t)=1-t^{2},$ $(c=1, p=2, q=1)$ .
$(5^{\mathrm{o}})$ (Mamedov) $\varphi(t)=1-t^{2s},$ $(c=1, s\in \mathrm{N}, p=2s, q=1)$ .
$(6^{\mathrm{o}})\nu>0,$ $\varphi(t)=1-|t|^{\nu},$ $(c=1, p=\nu, q=1)$ .
$(7^{\mathrm{o}})$ (de la Vall\’ee-Poussin) $\varphi(t)=\cos^{2}(t/2),$ $(c=\pi, p=2, q=1/4)$ .

$’\iota.\mathrm{J}$.
$(8^{\mathrm{o}})\nu>0,$ $\varphi(t)=(\cos(t/2))$“, $(c=\pi, p=2, q=\nu/8)$ .
次に, 全空間 Rr上の合成積型作用素を考える.

$\{h_{n} : n\in \mathrm{N}\}$ は $\mathbb{R}$ 上の Lebesgue 可積分関数列で,

$\int_{-\infty}^{\infty}h_{n}dt=1$ , $\lim_{narrow}\sup_{\infty}||h_{n}||_{1}<\infty$

を満たすとし, $X=\mathrm{Y}=\mathbb{R}^{r}$ ,

$\chi_{n}(x;y)=w_{n}(x, y):=\prod_{\dot{\iota}=1}^{r}h_{n}\circ e:(x-y)$

55



とする. このとき,

$A_{n}(F)(x)= \int_{\mathrm{R}^{r}}w_{n}(x, y)F(y)dy$ $(F\in BC(\mathbb{R}^{r}, E))$

$T_{n}(f)(x)= \int_{\mathrm{R}^{r}}w_{n}(x, y)T(y)(f)dy$ $(f\in E_{0})$

となる. 最後に, 典型的な合成積作用素の近似法の例を挙げる.
$(9^{\mathrm{o}})$ (Fej\’er 核)

$h_{n}(t):= \frac{2}{\pi n}(\frac{\sin nt/2}{t})^{2}$ $(n\in \mathrm{N})$ .

このとき,

$A_{n}(F)(x)=( \frac{2}{\pi n})^{r}\int_{\mathrm{R}^{r}}(\prod_{\dot{\iota}=1}^{r}(\frac{\sin n(x_{1}-y_{i})/2}{x_{i}-y_{i}}.)^{2})F(y)dy$ $(F\in BC(\mathbb{R}^{r}, E))$ ,

$T_{n}(f)(x)=( \frac{2}{\pi n})^{r}\int_{\mathrm{R}^{r}}(\prod_{\dot{\iota}=1}^{r}(_{x_{1}-y_{i}}^{\sin n(x-y)/2}\mathrm{i}^{\dot{\iota}}.)^{2})T(y)(f)dy$ $(f\in E_{0})$

である.

$(10^{\mathrm{o}})$ (Cauchy-Poisson $\ovalbox{\tt\small REJECT}$)

$h_{n}(t):= \frac{n}{\pi}\frac{1}{n^{2}t^{2}+1}$ $(n\in \mathrm{N})$ .

このとき,

$A_{n}(F)(x)=( \frac{n}{\pi})^{r}\int_{\mathrm{R}^{r}}(\prod_{i=1}^{r}\frac{1}{n^{2}(x_{i}-y_{i})^{2}+1})F(y)dy$ $(F\in BC(\mathbb{R}^{r}, E))$ ,

$T_{n}(f)(x)=( \frac{n}{\pi})^{r}\int_{\mathrm{R}^{r}}(\prod_{i=1}^{r}\frac{1}{n^{2}(x_{\dot{\iota}}-y_{i})^{2}+1})T(y)(f)dy$ $(f\in E_{0})$

である.

$(11^{\mathrm{o}})$ (Gauss-Weierstrass $\ovalbox{\tt\small REJECT}$)

$h_{n}(t):= \frac{1}{2}\sqrt{\frac{n}{\pi}}\exp(-$ $\frac{n}{4}t^{2})$ $(n\in \mathrm{N})$ .

このとき,

$A_{n}(F)(x)=( \frac{n}{4\pi})^{r/2}\int_{\mathrm{R}^{r}}(\prod_{i=1}^{r}\exp\{-\frac{n}{4}(x_{\dot{\iota}}-y_{i})^{2}\})F(y)dy$ $(F\in BC(\mathbb{R}^{r}, E))$ ,

$T_{n}(f)(x)=( \frac{n}{4\pi})^{r/2}\int_{\mathrm{R}^{r}}(.\prod_{1=1}^{r}\exp\{-\frac{n}{4}(x:-y_{i})^{2}\})T(y)(f)dy$ $(f\in E_{0})$
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