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1 はじめに

物理的な「波動」の例を挙げろと言われたとき、多くの可積分系研究者がまっさきに考
えるのは、おそらく、気体中の衝撃波と、浅水系の重力波ではないだろうか。戸田格子や
FPU 格子のような格子振動の連続極限を考える人もいるかもしれない。これらの波動に
おいては、運動量の保存が本質的である。運動方程式は慣性と復元力で成り立っている、
と言い替えてもよい。しかし、もしも世の中の波動がすべて慣性と復元力を基本原理とし
て成り立っていると考える人があったら、それは大きな誤解だと言わなければならない。
散逸系では、反応拡散方程式や運動学的波動といった、運動量保存とは異なる機構に基づ
く波動現象が存在するからである。
本講演では、散逸系の波動のうち、運動学的波動 [1, \S 2.2] と呼ばれるものについて考

察する。考えるべき問題は、系の支配方程式が与えられたときに、長波近似を用いて、波
動を記述するための最低限の自由度のみを含む方程式を抽出することである。最低次で既
に運動量が非保存的になるので、非粘性の波からの摂動として考えることはできない。む
しろ、粘性無限大の極限からの摂動と考えるほうが妥当である。このとき、慣性の効果を
取り入れようとすると展開が収束しないという困難が生じる。 この困難を克服するため、
Pad\’e近似を長波展開に応用した「正則化長波展開」 $[2, 3]$ を提案する。
具体的な例題として、垂直壁面上または斜面上を重力で流れる薄い流体の系 [4] を考え

る。 この流れは「液膜流」と呼ばれ、特徴的な表面波を生じることが知られている。液膜
流の簡単なモデル方程式の一例として、Benney-Kawahara方程式 1

$\mathrm{t}_{t}\eta+(c_{1}+c\wedge\eta)\partial_{x}\eta+c_{2}\partial_{x}^{2}\eta+c_{3}\partial_{x}^{3}\eta+c_{4}\partial_{x}^{4}\eta=0$ (1.1)

が挙げられる。 $\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{n}$ } $\mathrm{h}_{\text{、}}$ 式 (1.1) に 5階微分の項を含めた方程式 [6, 式 (25)] を導いている。
本講演では、ある意味で式 (1.1) に似た、別の方程式を導出する。驚くべきことに、導出
された方程式は、垂直壁かつ粘性無限大の極限でソリトン的な挙動を示す。これは、通常
の $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$ ソリトンの物理的背景として想定される浅水系 (水平かつ非粘性) とは正反対の状
況である。
以下に、本講演の構成を示す。まず第 2章で、運動学的波動について説明する。特に、
液膜流の粘性無限大の極限で、ソリトン的な挙動が見られることを示す。慣性の効果を取
り入れるための数学的準備として、第 3章で、微分方程式に対する Pad6近似の応用につ
いて考える。第 4章では、液膜流の方程式を導くための Benneyの長波展開を紹介したあ

1式 (1.1) を単に Benney方程式と呼ぶこともあるが $[5, \S 7]_{\text{、}}$ Benney方程式という名称は、第 4 章で出てく
る別の方程式 (4.10) を指すことも多い。Changの本 [4, fi3] では、式 (1.1) を [Kawahara方程式」または「一般
化 $\mathrm{K}\mathrm{S}$ 方程式」と呼び、式 (4.10) を Benney方程式と呼んでいる。本講演では、式 (1.1)を「Benney-Kawahara
方程式」、式 (4.10) を「Benney-Gjevik 方程式」と呼んで区別することにする。
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と、その困難を克服するための方法として、正則化長波展開を導入する。基本的な発想は、
波数空間における $\mathrm{P}\mathrm{a}\mathrm{d}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ 近似であるが、単なる線形分散関係ではなく、高次の非線形効果
を取り込んだ形になっている。最後に、当日の講演では省略した内容であるが、第 5章で
粉体流動層への正則化方程式の応用を取り上げる。

2 運動学的波動

保存系の波では運動量保存が本質的であるが、散逸系では、そもそも運動量が保存され
ないことが多い。しかし、エネルギーも運動量も保存しないような系においても、質量保
存 (または似たような運動学的保存則) のみに基づく波動が可能である。 このような波動
は、運動学的波動と呼ばれる。
以下では、保存系の波について簡単にまとめたあと、運動学的波動を生じる非保存系の

実例をいくつか考察する。なお、「保存系」という言葉は曖昧だが、 とりあえず、『運動量
とエネルギーの両方に対して狭義の保存則 2が成り立つ系』 ということにしておく。

2.1 保存系の波動

保存系の波の典型例として、浅水波を考えよう。水平方向に $x$軸をとり、鉛直上向きに
$z$ 軸をとる。支配方程式は、深さ方向 ( $z$ 方向) に積分した形で書くと、次のようになる:

$\partial_{t}h+\partial_{x}\int_{0}^{h}udz=0$ (2.1a)

$\rho\partial_{t}\int_{0}^{h}udz+\partial_{x}\{\rho\int_{0}^{h}u^{2}dz+P\}=0$ (2.1b)

ここで $h=h(x, t)$ は自由表面の位置、 $u$ は速度場の $x$ 成分であり、圧力項 $P$ は

$P= \int_{0}^{h}(p-p_{\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{m}})dz$, $p=p\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{m}+\rho g$(h-z)+[慣性の効果]

で与えられる。大気圧 patm’ 流体の密度 $\rho$, 重力加速度 $g$ は、いずれも定数である。この
系の運動は、流体の慣性と、復元力としての静水圧によって支配される。あきらかに、式
$(2\cdot 1\mathrm{a})$ は質量保存 (運動学的関係式) であり、式 (2.1b) は運動量の保存を示している。
運動量保存の式 $(2\cdot 1\mathrm{b})$ を用いて $u$ と $h$ を関係づけ、表面波を単一の変数で記述する方

程式を導くことができる。特に、長波展開の最低次で得られる線形の波動方程式において、
平均水深を $h_{0}$ とし、正の方向に進む簡単波を仮定すると

$\frac{u}{\sqrt{g}}=\frac{\eta}{h_{0}}$ , $\eta^{\mathrm{d}}=^{\mathrm{e}\mathrm{f}}h-h_{0}$

を得るので、これを用いて方程式系 (2.1) から $u$ を消去し、表面変位 $\eta$ のみを含む方程
式に帰着させればよい。こうして、 Benjanin-Bona-M油 ony(BBM) 方程式 $[7, 8]$

$(1-A\partial_{x}^{2})\partial_{t}\eta+(c+d\eta)\partial_{x}\eta=0$ (2.2)

2いわゆる収支釣り合いの式において、生成項 (系の外部とのやりとりを含む) がゼロになる場合を指す。
わざわざ「狭義の」と断ったのは、収支釣り合いの式を (広義の) 保存則と称する場合があるからである。
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を得る。長波近似を前提にすれば、時間微分項の前の演算子は次のように反転できる:

$(1-A\partial_{x}^{2})^{-1}=1+A\partial_{x}^{2}+\cdots$

これを用いて BBM方程式 (2.2) を書き直し、高次の項を切り捨てると、 $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$ 方程式

$t_{t}\eta+(c+c’\eta)\partial_{x}\eta+B\partial_{x}^{3}\eta=0$ (2.3)

が得られる。方程式 (2.2) または (2.3) の第 1 . 第 2 . 第 3保存量は、もとの方程式 (2.1) に
おける質量・運動量. エネルギーの保存則に対応している。
波動の別の例として、気体中の 1 次元的な圧力波を考える。順圧近似が成り立つものと

し、 1 次元での粘性係数を $\tilde{\eta}_{*}=(4/3)\tilde{\eta}$ とすると、支配方程式は

$\partial_{t}\rho$ 十 $\partial_{x}(\rho u)=0$ (2.4a)
$\partial_{t}$ (\rho u)+\partial \models 2+p(\rho )+j*� xu] $=0$ (2.4b)

と書ける。式 (2.4b) は、やはり運動量保存を記述する。また、長波極限では $\tilde{\eta}_{*}$ の項を無
視することができるので、力学的エネルギーも最低次近似では保存される。

22 非保存系の波動

気体中の圧力波 (2.4) は、浅水重力波 (2.1) と同じく、運動量保存に基づく波動であり、
その意味で保存系の波である。式 (2.4) には粘性が含まれているけれども、これは非保存
系の波動の典型例だとは言えない。長波極限での波動の性格は保存系としての部分で決定
されており、粘性項は摂動的に追加されているに過ぎないからである。
非保存系の波動の典型例として、むしろ、運動量保存とは全く異なる原理に基づくもの

があることに注目しよう。極端な例として、反応拡散系の “波動” を挙げることができる。
反応拡散方程式 [9, \S 12] は、

$(\mathrm{a}+\kappa\nabla^{2})u=F(u,v)$

$(\partial_{t}+\nu\nabla^{2})v=G(u,v)$

のような形をしており、あきらかに非保存的である。それにもかかわらず、 “波” としか思
えないような挙動が反応拡散系において見られる。この例から分かるように、質量保存や
運動量保存は、波動にとって本質的ではない。
散逸系の波動のうち、反応拡散系とは別の重要なクラスとして、運動学的波動 [1, \S 2.2]

がある。これは、質量あるいは粒子数だけが保存則に従うような波動である。式で書くと、
密度を $\rho$ として、

$\partial_{t}\rho+\partial_{X}q=0$, $q\simeq Q(\rho)$ (2.5)

のような方程式で記述される。
式 (2.5) に従う系としては、たとえば交通流における最適速度モデル (の連続体極限) が

挙げられる。車の流量 $q$ は、運動量保存で決まっているわけではなく、車間距離 $\rho^{-1}$ に

応じた最適速度によって決まる。式 (2.5) から $q$を消去すると

$(\partial_{t}+c\partial_{x})\rho\simeq 0$ , $c=Q’(\rho)$
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という 1 階の波動方程式が得られる。 この方程式は、車の密度の波が速度 $c$で伝播するこ
とをあらわす。
より物理的な例として、 1 次元粉休流動層 $[10, 11]$ を考えよう。 これは、管のなかに粉

粒休を満たし、下から流体 (空気など) を吹き入れて粉粒体を流動化させたものである。管
が細いので回転的な運動が抑えられ、粉体の運動は重力の影響に支配された 1 次元的なも
のになる。流入速度がある値を越えると、密度波が出現することが知られており、 これは
いわゆるバブリング現象の 1 次元版だと考えられる 3。
管にそって鉛直上向きに $z$ 軸をとり、粉粒体の数密度を $\phi=\phi(z)$ , 流体の速度を $u$ , 粉

粒体の巨視的速度を $v$ とする。巨視的運動方程式のうち、最低次の項は、流体が粉粒体を
引きずる力 (抗力) と粉粒体にはたらく重力とのつりあいであり、式で書くと

$-\phi g+\zeta(\phi)(u-v)\simeq 0$ (2.6)

のようになる。慣性とか、密度による復元力とかいった項は、長波近似の最低次では方程
式に現れず、次のオーダーでの補正として現れるに過ぎない。式 (2.6) を運動学的な式

$\mathrm{a}\phi+\partial_{z}(\phi v)=0$, � $(1-\phi)+\partial_{z}\{(1-\phi)u\}=0$

と組み合わせ、微小撹乱を仮定すると、密度波の伝播を記述する方程式が得られる [12,
\S 4.2]。
エネルギーの立場から見ると、抗力は非保存的な項であり、慣性は保存的な項である。
ところが、密度波の方程式をしらべてみると、話は逆であって、抗力は波動の中立的伝播
を決定する “保存的効果” であり、慣性は波の成長をもたらす “非保存的効果” であること
が分かる。このようなことを考えると、エネルギーの立場で保存項と非保存項を区別しよ
うとすることは、非保存系の運動学的波動では、かえって有害だとさえ言える。

23 『マグマソリトン」と『はちみつソリトン」

1 次元粉体流動層のような系では、慣性の効果は波の成長をもたらす非保存的効果であ
ることを述べた。実際、驚くべきことに、慣性が効かない極限 (すなわち粘性が非常に大
きい極限) でソリトン的な挙動を示す系が存在する。
マグマの上昇運動を運動を記述する現象論的方程式 [13] は、ちょうど 1 次元粉休流動層

での重力項を浮力項に置き換えたような形をしている。したがって、マグマの量に関する
運動学的波動が存在し、マグマが多い領域が上向きに伝播する。この波動がソリトン的な
挙動を示すことを Scott& Stevenson $[14, 15]$が発見し、「マグマソリトン」と命名した。
はちみつを用いたマグマソリトンの衝突実験 $[13, 16]$ では、ソリトンが衝突して互いにす
りぬける様子が、位相シフトまで含めてみごとに示されている。
マグマソリトンを記述する弱非線形方程式 $[17, 18]$ は、BBM方程式 (2.2) に類似した方

程式になる。BBM方程式は可積分ではないが、 $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$方程式の第 1 . 第 2 . 第 3保存量に似
た 3つの保存則をもち、かなりの程度まで “ソリトンらしい” 挙動を示す。すなわち、マ

3管が大い場合に生じる通常のパブリングにおいては、回転運動が本質的である。1 次元系では、回転が排
除されるため、問題が大幅に簡単化される。
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図 1: 「はちみつソリトン」の衝突

グマの上昇運動のようなきわめて粘性的な系が、ソリトン的な挙動を示す方程式に帰着す
るのである。
マグマソリトンと BBM方程式との対応をより明確にするために、別の例で考えてみよ
う。すなわち、軸対称な通路内の上昇流を考える代わりに、平らな垂直壁面上を重力で流
下する粘性流体の自由表面流を考える。平板を垂直に立て、板にそってはちみつの層を重
力で流下させることを想像すればよい。言わば「はちみつソリトン」である。
図 1 に、はちみつソリトンの数値計算例を示す。用いた方程式は、第 4章に示す、液膜

流の正則化方程式 (4.17) である。物性値として、動粘性率 $\nu$ , 密度 $\rho$ , 表面張力係数 $T$ を

$\nu=50\mathrm{c}\mathrm{m}^{2}/\mathrm{s}$, $\rho=1.4\mathrm{g}/\mathrm{c}\mathrm{m}^{3}$ , $T=0.069\mathrm{N}/\mathrm{m}$

と設定し (すなわち水の 1000倍の粘性を仮定)、液膜厚さの代表値を 5mm とした。系の
大きさは 15 メートルに設定してある。初期条件として、大きさの異なる 2つの定常進行
孤立波を用意し、衝突をおこなわせた。その結果、たしかに 2つの孤立波がソリトン的に
衝突していることが図 1 から確認できる。
垂直平板上のはちみつソリトンが BBM方程式に帰着することを示そう。平板にそって

下に向かう方向に $x$軸をとり、平板に垂直に $z$軸をとる。運動学的関係式は

$\partial_{t}h+\partial_{x}Q=0$ , $Q= \int_{0}^{h}udz$ (2.7)

で与えられ、 ここで $Q$は体積流量である。運動方程式は、適当に無次元化すると

$RDtu=g-\partial_{x}p+(\partial_{x}^{2}+\partial_{z}^{2})u$ (2.8)

と書ける。 ここで $D_{t}$ は Lagrange微分、 $R$ は Reynolds数である。運動方程式 (2.8) を
深さ方向 ($z$ 方向) に積分し、さらに

$p=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}.(=p_{\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{m}})$ , $\int_{0}^{h}\partial_{z}^{2}udz\sim-h^{-2}Q$
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のような荒っぽい評価を用いると、

$0=gh+(\partial_{x}^{2}-h^{-2})Q$ (2.9)

となる。ただし、粘性が大きい極限を考え、 $Rarrow \mathrm{O}$ とした。方程式 (2.9) を運動学的関係
式 (2.7) と組み合わせることにより、「はちみつソリトン」の方程式が得られる。特に、振
幅が小さい場合、 $h=1+\eta$ と置いて $\eta$ で展開すると、BBM方程式 (2.2) に帰着する。
興味深いことは、この系では運動量もエネルギーも保存されないにもかかわらず、 BBM

方程式という、 3つの保存量をもつ方程式が得られることである。すなわち、運動量でも
エネルギーでもない、奇妙な保存量が存在する。この保存量の物理的な意味は、ソリトン
的な挙動の原因となる保存量だという点を除いて、今のところ不明である。

2.4 慣性の効果: 液膜流

はちみつソリトンに有限の慣性の効果を含めることを考えよう。慣性の効果 (Reynold
数) が極端に大きい場合を別にすれば、流れ自体は層流にとどまり、表面波だけが慣性に
よって不安定化する。これが、いわゆる液膜流の波動 [4] である。典型的には、表面波が下
流に伝播しながら発達し、 $\mathrm{K}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{e}\succ \mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{k}\mathrm{y}(\mathrm{K}\mathrm{S})$ 的な振動裾をもつ孤立波を生じるに
至る。実験としては、Kapitzaの古典的な研究 [19]が有名であり、最近では Liu ら $[20, 21]$

による精密な実験が知られている。
表面波の記述に必要な自由度だけを Navier-Stokes方程式から取り出してくるための系

統的な方法として、Benneyの長波展開法 $[22, 23]$ が知られている。しかし、Benneyの方
法は、有限の慣性の効果をうまく取り込むことができない。 この問題について第 4章で論
じる前に、数学的準備として、Pade’近似の微分方程式への応用について考えてみよう。

3 微分方程式における Pad\’e近似

Benneyの長波展開は、微分演算子による<i級数展開と見ることができる。つまり、長
波展開の破綻は、べき級数展開の破綻の一種なので、処方箋として、Pad\’e近似 [24] が使
える可能性がある。
以下、常微分方程式による例題において、 Pad\’e近似の適用例をいくつか考察してみよ

う。Pade’近似といえば [広田の方法」 [25] を忘れるわけにはいかないが、ここで考察する
例は、それとは異なる形での Pad6近似の応用を示している。

3.1 べき級数解における収束性の問題

常微分方程式の初期値問題

$\frac{df}{dz}=f^{2}$ , $f(0)=1$ (3.1)

を考えよう。もちろん、解は変数分離法で求められるけれども、ここではそんなことは知
らないものとして、べき級数の形で解を求めてみる。結果は次のとおり:

$f=1+z+z^{2}+\cdots+z^{n}+\cdots$ . (3.2)
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では、たとえば $f(-2)$ はいくらだろうか。級数 (3.2) に単純に $z=-2$ を代入しても収
束しない。しかし、 $-\infty<z<0$ に $f$ の特異点があるわけではないので、常微分方程式
の解として $f(-2)$ はきちんと定義できるはずである。
級数解 (3.2) の (嘴効範囲” は、複素平面上で原点を中心とする単位円の内側に限られ

る。 これは、 $z=1$ に特異点があり、これが級数解の収束半径を決めているためである。
収束円の外側 (たとえば $z=-2$) での $f$ の値を求めようとすれば、解の有効範囲を拡張し
なければならない。数学の言葉で言えば、解析接続をおこなう必要がある。
級数解 (3.2) の場合、次のようにすれば収束半径の制約を取り除くことができる:

$f=1+z+z^{2}+z^{3}+\cdots$

$\frac{-)zf=z+z^{2}+z^{3}+}{(1-z)f=1}\ldots$
したがって $f= \frac{1}{1-z}$ (3.3)

こうして得られた結果に、たとえば $z=-2$ を代人して $f(-2)=1/3$ を得る。要するに、
$f$ をそのまま級数展開すると $z=1$ にある特異点がじやまになって $|z|>1$ で収束しない

わけだから、 $1-z$ を掛けて特異点を消してしまえば良い。

3.2 小さいが有限の慣性をもつ振動子

より物理的な例を考えよう。減衰項と外力項をもつ調和振動子の運動方程式は、適当に
変数変換すると

$m \frac{d^{2}x}{dt^{2}}+\frac{dx}{dt}+x=f(t)$ (3.4)

と書き直せる。ここで、慣性の効果が小さい場合 $(0<m\ll 1)$ の解を考える。

まず、外力項 $f(t)$ をゼロとした式

$m \frac{d^{2}x}{dt^{2}}+\frac{dx}{dt}+x=0$ (3.5)

の解を求めよう。式 (3.5) の一般解は

$x=A_{+}\exp(s_{+}t)+A_{-}\exp(s_{-}t)$ (3.6)

$S \pm=\frac{-1\pm\sqrt{1-4m}}{2m}=\{$
$-1-m+\cdots$

$-m^{-1}+\cdots$

(3.7)

で与えられる。 2つのモードのうち、 $s_{-}$ のモードは急激な動きを示し、他方、 $s_{+}$ のモー

ドは、比較的ゆっくりした動きを示す。定常応答への接近を考える際には、前者を無視し、
後者 ( $s_{+}$ のモード) だけを抜きだして考えればよい。すなわち、前者は境界層 4に相当し、
後者は中心多様体に相当する。
次に、外力項が正弦波 $f=\cos\omega t$ で与えられるとして、式 (3.4) の定常応答解を求めよ
う。いま $m$ は小さいので、解を

$x=x^{(0)}+mx^{(1)}+m^{2}x^{(2)}+\cdots$ (3.8)

4式 (3.5) は、境界層理論についての、 Prandtl 自身による簡単な例題 [26, \S 4.7] として知られている。
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の形に仮定して、式 (3.4) に代入する。第 0近似解は

$x^{(0)}=A_{0}\cos\omega t+B0\sin\omega t$ ; $A_{0}= \frac{1}{1+\omega^{2}}$ , $B_{0}= \frac{\omega}{1+\omega^{2}}$ (3.9)

である。 これを、 $m$ の 1 次で得られる方程式

$(1+\partial_{t})x^{(1)}=-\partial_{t}^{2}x^{(0)}$ (3.10)

の右辺に代人し、定常応答を求めると

$x^{(1)}=A_{1}\cos\omega t+B_{1}\sin\omega t$ ; $A_{1}= \frac{\omega^{2}(1-\omega^{2})}{(1+\omega^{2})^{2}}$ , $B_{1}= \frac{2\omega^{3}}{(1+\omega^{2})^{2}}$

となる。以下 ‘ 各オーダーで同様に計算を続ければよい。展開の一般項は

$x^{(n)}=A_{n}\cos\omega t+B_{n}\sin\omega t$ ; $\{\begin{array}{l}A_{n}B_{n}\end{array}\}=\frac{\omega^{2n}}{(1+\omega^{2})^{n}}\{\begin{array}{ll}1 -\omega\omega 1\end{array}\} \{\begin{array}{l}A_{0}B_{0}\end{array}\}$ (3.11)

で与えられ、したがって級数解が次のように求められる:

(3.12)

$x= \sum_{n=0}^{\infty}m^{n}x^{(n)}$

$=[\cos\omega t$ $\sin\omega t]\sum_{n=0}^{\infty}(\frac{nw^{2}}{1+\omega^{2}}\{\begin{array}{ll}1 -\omega\omega 1\end{array}\})^{n} \{\begin{array}{l}A_{0}B_{0}\end{array}\}$ .

注意すべきことは、式 (3.12) の右辺に含まれる無限和が収束するとは限らない、という
ことである。収束条件は $m\omega^{2}<1$ なので、仮に $m$ が小さくても、 $\omega$ がある程度の大き
さを越えると収束条件が破れることがあり得る。また、 $m\omega^{2}\leq 1$ の場合には収束が遅く
なるので、実際問題として、

$m<<\omega^{-2}$ (3.13)

でない限り、級数を途中で打ち切ることができない。しかし、たとえ条件 (3.13)が満たさ
れない場合でも、無限和を

$\sum_{n=0}^{\infty}(\frac{m\omega^{2}}{1+\omega^{2}}\{\begin{array}{ll}1 -\omega\omega 1\end{array}\})^{n}=($ (3.14)$\mathrm{I}-\frac{m\omega^{2}}{1+\omega^{2}}\{\begin{array}{ll}1 -\omega\omega 1\end{array}\})^{-1}$

のように足しあげてしまえば、何の問題もなく定常応答解を求めることができる。
このように、べき級数展開で得られる無限和を具体的に計算してしまえば、級数解の有

効性に関する制約条件 (今の場合 $m\omega^{2}\ll 1$ ) を取り除くことができる。もちろん、無限和
の計算が (近似的にでも) 可能かどうかは、個々の問題に依存することであり、あらゆる場
合に通用するわけではない。このことは、解析接続できない複素関数の存在を考えれば明
らかである。しかし、たとえば解の特異点が数個の極に限られるような場合には、総和法
による解析接続は有効な手段となる。
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図 2: 式 (3.15) の近似解と厳密解の比較。左はぺ舎級数解、右は Pade’近似。

3.3 Pad\’e近似

今までの例は、級数解の一般項が具体的に求められ、さらに無限級数の総和を厳密に計
算できるような問題であった。 しかし、いつでもそのようなことが可能だとは限らない。
そこで、級数解が有限の次数までしか求められない場合に、近似的に級数の総和を計算す
る方法について考えよう。 この方法は、 Pad\’e近似 $[25, 24]$ として知られている。

例題として、常微分方程式

$f \frac{d^{2}f}{dx^{2}}-2(\frac{df}{dx})^{2}=2f^{3}-4f^{2}$ , $f(0)=1$ , $\frac{df}{dx}|_{x=0}=0$ (3.15)

を考えよう。解が偶関数になることはすぐ分かるので、

$f=a0+a2x^{2}+a4x^{4}+a6x^{6}+\cdots$ (3.16)

と置く。 これを式 (3.15) に代人して $a0$ , $a_{1},a_{2},$ $\ldots$ を順に決定することにより、

$f=1-x^{2}+ \frac{2}{3}x^{4}-\frac{17}{45}x^{6}+\cdots$ (3.17)

を得る。
べき級数解 (3.17) を $x$ の 4次まで残して打ち切ったものを $\phi_{4}$ とし、 6次まで残して打
ち切ったものを $\phi_{6}$ とする。 これらの近似解が、方程式 (3.15) の真の解をどれだけ良く近
似しているかが問題である。
じつは、方程式 (3.15) には厳密解

$f=\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{h}^{2}x$ (3.18)

が存在する (代入して計算すれば容易に確認できる)。そこで、べき級数による近似解と厳
密解 (3.18) とを比較してみよう。図 $2(\mathrm{a})$ に示すとおり、$x=0$の近傍では一致は良好であ
るが、 $x>1$ では、 $\phi_{4}$ も $\phi_{6}$ も全く合わない。特に、 $\phi_{6}$ が $\phi_{4}$ より高次だからといって一

致が良くなるわけではないことに注意しよう。
図 $2(\mathrm{a})$ は、 $x$が大きくなるとべき級数 (3.16) の収束性が失われることを示唆している。

そこで、未定の多項式

$\psi=1+b_{2}x^{2}+b_{4}x^{4}$
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を導入し、 $f$ のべき級数 (3.16) を、別の級数

$g=\psi f=c_{0}+c_{2}x^{2}+c_{4}x^{4}+c_{6}x^{6}+\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}\ldots$ (3.19)

に変換してみる。式 (3.19) を考える狙いは、 $\psi$ をうまく選び、 $f$ の特異点を $\psi$ のゼロ点

で打ち消すようにすれば、 $g$ は $f$ よりも良い収束性を示すはずだという点にある。
具体的に $\{b_{k}\}$ を定めるため、 $g$ の展開が “途中で切れる” ことを要請する。たとえば、

$f$ の 6次までの展開 (3.17) を式 (3.19) に代人し、 $c_{4}=c_{6}=0$ を要請すると、 $\psi$ の係数が

$b_{2}= \frac{13}{15}$ , $b_{4}= \frac{1}{5}$ (3.20)

と決まる。 これから $g$ が定まり、 $f$ の Pade’近似

$f= \frac{g}{\psi}\simeq\frac{1-\frac{2}{15}x^{2}}{1+\frac{13}{15}x^{2}+\frac{1}{5}x^{4}}$ (3.21)

が得られる。Pad\’e近似 (3.21) と厳密解 (3.18) をグラフで比較すると、図 $2(\mathrm{b})$ にあるよう

に、かなり良く一致していることが分かる。

4 液膜流

4.1 系の設定

液膜流の支配方程式を記し、これから表面波の方程式を抽出する問題について考えよう。
壁を下る方向に $x$軸、法線方向に $z$ 軸をとる $[27, \mathrm{p}.63]_{\text{。}}$ 流体は $0<z<h(x,t)$ の範囲を
占め、その運動は非圧縮 Navier-Stokes方程式に従う [2, p.3249]:

$\rho=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}.$ , $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{u}=\partial_{x}u+\partial_{z}w=0$ (4.1a)

$\rho D_{t}\{\begin{array}{l}uw\end{array}\}-\mathrm{d}\mathrm{i}_{\mathrm{V}\mathcal{T}}^{rightarrow}=\rho g\{\begin{array}{l}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\alpha-\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\alpha\end{array}\}$ , $rightarrow\tau=-p\mathrm{I}+2\tilde{\eta}\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{m}\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{u}$ (4.1b)

ここで $g$ は重力加速度、 $\alpha$ は斜面の傾斜角、 $\tilde{\eta}=\rho\nu$ は粘性係数である。はちみつソリト
ンのところで登場した式 (2.8) は、式 (4.1b) の $x$ 成分に対応する。
境界条件として、底面 $(z=0)$ では粘着条件

$\mathrm{u}|_{z=0}=0$ (4.2)

を課す。また、表面 $(z=h)$ では、自由表面についての力学的条件と運動学的条件を課す。
力学的境界条件は応力に関する条件であり、大気圧を pat。’ 表面張力係数を $T$ とすると

$\ovalbox{\tt\small REJECT}\cdot \mathrm{n}=(-p_{\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{m}}+T\Sigma)\mathrm{n}$ (4.3a)

によって与えられる。 ここで $\mathrm{n}$ は表面の法線ベクトル、 $\Sigma$ は表面の曲率であり、

$\mathrm{n}=\frac{1}{\sqrt{1+(\partial_{x}h)^{2}}}\{\begin{array}{l}-\partial_{x}h1\end{array}\}$ , $\Sigma=\frac{\partial_{x}^{2}h}{[1+(\partial_{x}h)^{2}]^{3/2}}$
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という関係で $h$ と結ばれている。他方、運動学的条件は、表面の運動と流休の速度の整合
性から出てくる条件であり、 $D_{t}(h-z)|_{z=h}=0$ と書ける。 この条件は、質量保存の式

$\partial_{t}h+\partial_{x}Q=0$ , $Q= \int_{0}^{h}udz$ (4.3b)

と同等である。 ここで $Q$ は体積流量を表す。

4.2 一様な液膜の線形安定性解析

方程式系 (4.1)-(4.3) は、一様定常な液膜をあらわす厳密解

$u=U_{\mathrm{N}} \{\frac{2z}{h}-(\frac{z}{h})^{2}\}$ ; $U_{\mathrm{N}}= \frac{g\sin\alpha}{2\nu}h^{2}$ , $h=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}$ . (4.4)

をもつ $[27, \mathrm{p}.63]_{\text{。}}$ 解 (4.4) を Nusselt解という。適当に無次元化すると、Nusselt解は

u=2hz-z2ラ $h\sim 1$

と書ける。一様な液膜 $(h=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t})$の場合だけでなく、液膜厚さ $h$ が変動する場合でも、
$h$ の変動がゆるやかであれば、流れは局所的に Nusselt解で近似できる。
無次元パラメータの選択には複数の流儀があるが、ここでは次の 3つを採用する:

$\bullet$ Reynolds数 $R$ (慣性の大きさ)

$\bullet$ Weber数 $W$ (表面張力の大きさ)

・傾斜角 $\alpha$

なお、 $W$ の代わりに $K\sim WR^{2/3}$ を用いる流儀もある。Kapitza数 $K$ は物性値だけで
決まる無次元パラメータである。水の場合、 $K\approx 3000$ であり、表面張力が大きい物質で
あることが分かる。したがって、 $R\sim O(1)$ であれば、 $W$ もまた大きな値をとる。
さて、 Nusselt解 (4.4) の線形安定性解析 $[28, 29]$ によると、一様液膜は

$R>R_{\mathrm{c}}= \frac{5}{4}\cot\alpha$ (4.5)

で不安定化し、長波長の表面波が生じる 5。垂直壁では $R_{\mathrm{c}}=0$ である。正の成長率をもつ
波数領域は、 (R-&)/W が小さければ

$0<k<k_{0}\simeq\sqrt{\frac{4}{5}(\frac{R-R_{\mathrm{c}}}{W})}$ (4.6)

で与えられる。

5ただし、 $R$ が極端に大きい場合は、表面波とは別の種類の不安定性 $[30, 31]$ が先に生じるので、その場
合の安定性条件は式 (4.5) では与えられない。
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43Benneyの長波展開

不安定性によって生じた表面波は、下流に進みながら指数関数的に成長するが、やがて
非線形的な効果によって成長がおさえられ、ある有限の振幅をもつ定常進行波的な波とな
る。 このような非線形の表面波について調べるため、系統的な展開によって、表面 $h$の発
展方程式を導出しよう。
式 (4.6) により、もしも $(R-R_{\mathrm{c}})/W\ll 1$ であれば $\partial_{x}\sim k_{0}\ll 1$ と評価できる。これ

は、流れ場の $x$方向の変動がゆるやかであることを意味する。変動がゆるやかな極限を考
えると $\partial_{x}=0$ となり、 これは Nusselt 解 (4.4) にほかならない。したがって、 $k_{0}$ を展開
パラメータとして、Nusselt解からの摂動計算をおこなうことが考えられる。
このような長波展開による非線形方程式の導出は、Benney [22] によって最初に試みら

れた。展開パラメータとして、 $k_{0}$ の代わりに

$\partial_{x}=\mu\partial_{x_{1}}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}$ (4.7)

によって長波パラメータ $\mu$ を定義し、さらに

$\mu\sim\sqrt{R/W}\ll 1$ , $R\sim O(1)$ (すなわち $W=\mu^{-2}\tilde{W}$ , $\tilde{W}\sim R\sim\mu^{0})$

として、 $\mu$ で基礎方程式系を展開する。
長波展開の結果、速度場はすべて消去され、流量 $Q$が $\{h, \partial_{x}h, \partial_{x}^{2}h, \ldots\}$ の関数とし

て与えられる。 この関数は、 $\mu$ によるべき級数

$Q=Q_{0}+\mu Q_{1}+\mu^{2}Q_{2}+\cdots+\mu^{n}Q_{n}+\cdots$ (4.8)

の形で得られ、Gjevik $[23, 32]$ によれば 6

$Q \mathrm{o}=\int_{0}^{h}u0dz=\int_{0}^{h}(2hz-z^{2})dz=\frac{2}{3}h^{3}$ (4.9a)

$Q_{1}= \int_{0}^{h}u_{1}dz=\frac{8}{15}Rh^{6}\partial_{x_{1}}h-\frac{2}{3}(\cot\alpha)h^{3}\partial_{x_{1}}h+\frac{2}{3}\tilde{W}h^{3}\partial_{x_{1}}^{3}h$ (4.9b)

$Q_{2}=R^{2}[ \frac{1016}{315}h^{9}(\partial_{x_{1}}h)^{2}+\frac{32}{63}h^{10}\partial_{x_{1}}^{2}h]$

$-(R \cot\alpha)[\frac{32}{15}h^{6}(\partial_{x_{1}}h)^{2}+\frac{40}{63}h^{7}\partial_{x_{1}}^{2}h]+\frac{14}{3}h^{3}(\partial_{x_{1}}h)^{2}+2h^{4}\partial_{x_{1}}^{2}h$

$+ \tilde{W}R[\frac{40}{63}h^{7}\partial_{x_{1}}^{4}h+\frac{16}{3}h^{6}(\partial_{x_{1}}h)\partial_{x_{1}}^{3}h+\frac{16}{5}h^{6}(\partial_{x_{1}}^{2}h)^{2}+\frac{32}{5}h^{5}(\partial_{x_{1}}h)^{2}\partial_{x_{1}}^{2}h]$ (4.9c)

である。第 0近似 (4.9a)は局所 Nusselt解にほかならない。第 1 近似、すなわち $Q_{1}$ まで
残して $Q_{2}$ 以降を捨てる近似により、Benney-Gjevikの長波方程式

(4.10)$\partial_{t}h+\frac{2}{3}\partial_{x}[h^{3}+(\frac{4}{5}Rh^{6}-h^{3}\cot\alpha)\partial_{x}h+Wh^{3}\partial_{x}^{3}h]=0$

6式 (4.9) は、 もちろん、Mathematicaを用いて容易に確認できる。
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を得る。なお、長波パラメータ $\mu$ は、 $\partial_{x}$ および $W$ のなかに再吸収してある。式 (4.10)
は、場の自由度として $h=h(x, t)$ だけを含んでおり、これは表面波を記述するための必
要最小限の自由度であることに注意しよう。
さて、Benney-Gjevik方程式 (4.10) が、実験で観察されるような表面波を再現できるか

どうかが問題である。少なくとも、定常進行波をあらわす解が存在することを確認する必
要がある。

Pumir ら [33] は、式 (4.10) の数値計算をおこない、あるパラメータに対しては確かに定
常進行する解が存在することを示した。実際、表面波の振幅が小さい極限を考え、 $h=1+\eta$

として $\eta$ で展開すると、式 (4.10) は $\mathrm{K}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{o}\succ \mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{k}\mathrm{y}(\mathrm{K}\mathrm{S})$ 方程式

$( \partial t+2\partial_{x})\eta+4\eta\partial_{x}\eta+\frac{8}{15}(R-R_{\mathrm{c}})\partial_{x}^{2}\eta+\frac{2}{3}W\partial_{x}^{4}\eta=0$ (4.11)

に帰着する。微小振幅 $(|\eta|\ll 1)$ の仮定は、少なくとも $(R_{\mathrm{c}}-R)/Warrow+\mathrm{O}$ の極限では確
かに満たされる。 $\mathrm{K}\mathrm{S}$ 方程式は定常進行する解をもつのだから、Benney-Gjevik方程式も
同様な解をもつというのは自然なことである。特に、孤立波的な定常進行解は片側に振動
裾をもち、 これは実験で観察される波形と似ているように見える。
けれども、長波展開の結果には、重大な問題点があることが分かった。それは、定常進

行解する孤立波解が、 $R$が小さいところでしか存在しないということである。 $\mathrm{K}\mathrm{S}$ 極限で

は確かに定常進行解が存在するのだが、 $R$を増やしていくと、ある $R$の値でサドル・ノー
ド分岐が生じ、定常進行する解が存在しなくなる。さらに、この分岐点よりも大きな $R$の

値に対して式 (4.10) の初期値問題を解くと、有限時間で発散してしまう [33]。この分岐は
偽の分岐であって、実験的には、 これよりも大きな $R$で定常進行する孤立波が観測され

る。すなわち、式 (4.10) は実験と矛盾する。また、Navier-Stokes方程式の直接計算 [34]
とも矛盾する。さらに困ったことに、長波展開の次数を上げても、偽の分岐が生じるとい
う結果は全く改善されない。
この困難を解決するための方針は 2つある。ひとつは、 $h$ のみを含む方程式 (1 モード

方程式) にすることをあきらめ、他のモードを含めるようにすることである。2モード方
程式 7は、第 2のモードを流量 $Q$ で代表させると、

$\partial_{t}h+\partial_{x}Q=0$ (4.12a)
$\partial_{t}Q=\cdots$ (4.12b)

のような形で書ける $[35, 36, 37]_{\text{。}}$ 本来、 $Q$ は独立した自由度ではなく、 $h$こ従属するはず
なのだが、慣性が大きくなると $Q$の従属が不完全となるので、式 (4.12) のような 2モード
の記述が必要となると考えられる。さらに、 3モードの方程式も研究されている $[37, 38]$。

これとは別に、 1 モードの枠内で改良の余地を探すという方針があり得る。改良のための
方策として、BBM方程式 (2.2) のような交差微分項を導入することを考えよう $[39, 2]$。交

差微分項の存在は、有理関数的な複素分散関係式を意味する。したがって、交差微分項の
係数を系統的に決める方法として、Pm16近似が応用できる。

7もちろん式 (4.12) から $Q$ を消去することは可能だが、その場合、代わりに $\partial_{t}^{2}h$ が現われるので、これ
を 1 モード方程式と称するのは適切ではない。
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44 正則化長波展開

第 3章の例を踏まえ、 Pade’近似を用いて Benney の長波展開を改良する。
まず、長波展開がうまくいかない理由を考察しよう。Benney の長波展開では、流量 $Q$

を、式 (4.8) のような $J^{\cdot}\backslash ^{\text{、^{}\backslash }}$

$\dot{\text{き}}$級数の形で求める。一般に、 $Q_{n}$ は $R^{n}$ に比例する部分を含み、
$R$がある程度の大きさになるとこの部分が主要な項になる。係数は複雑であるが、おお
まかに言って 1 程度の大きさと見てよいから、

$\mu^{n}Q_{n}\sim(\mu R)^{n}$

と見積もることができる。したがって、もし $\mu R_{\sim}>1$ だと、べき級数は収束しない。級数解
を有限項で打ち切ることができるためには $\mu R\ll 1$ でなければならず、また $\mu\sim\sqrt{R}/W$

であるから、長波展開の有効性は

$R\ll W^{1/3}$ (4.13)

の場合に限られることが分かる。制約条件 (4.13) は第 3章で振動子の例題に出てきた制約
条件 (3.13) を思わせる。実際、両者は似たような方法で対処することができるのである。
液膜流の波動では、非線形性・分散性・波の成長・波の安定化の 4つがすべて重要にな
るから、 これらをすべて含むような方程式、すなわち Bemey-Kawahara方程式 (1.1) か
それに似た方程式を合理的に導出できれば良いと思われる。しかし、 $\mu R$ が小さくない場
合、流量 $Q$ の展開 (4.8) を途中で打ち切ることはできないので、方程式 (1.1) を $c_{4}$ で終わ
りにして良い理由はなく、無限個の高次項を含めなければならない。説明のためのモデル
として、非線形項を無視し、また線形項の係数をすべて +1 とした方程式を考えよう:

$\partial_{t}h+\partial_{x}h+\partial_{x}^{2}h+$ �$xh+$ �$xh+\cdots+\partial_{x}^{n}h+\cdots=0$ . (4.14)

微分演算子 $\partial_{x}$ はそもそも有界でないから、左辺の無限級数はこのままでは発散し、意味
をなさない。しかし, 方程式 (4.14) に一 $\partial_{x}$ を作用させ、これをもとの方程式 (4.14) に加え
ると、有限個の項から成る方程式が得られる:

$\partial_{t}h+\partial_{x}h+$ �$xh+$ � xh+ $\cdot$ .. $=0$

$\frac{-)\partial_{t}\partial_{x}h+\partial_{x}^{2}h+\partial_{x}^{3}h+\cdots=0}{(1-\partial_{l})\partial_{t}h+o\partial_{e}h=0}$

. (4.15)

この手続きは、いわば微分演算子に関する Pad6近似である。
方程式 (4.15) は Klein-Gordon方程式であり、Bessel 関数を用いて基本解を書き下すこ
とができる。この結果は、方程式 (4.14) を有限項で切断した結果とは定性的に異なること
に注意しよう。

4.5 液膜流の正則化方程式

微分演算子に関する Pad6近似というアイディアを、液膜流の長波展開 (4.9) に応用した
い。そこで、未定の関数 $A^{(1)}(h),A^{(2)}(h)$ を用いて

$S^{\mathrm{d}}=^{\mathrm{e}\mathrm{f}}\hat{L}Q=S_{0}+\mu S_{1}+\mu^{2}S_{2}+\cdots$ (4.16a)

$\hat{L}^{\mathrm{d}}=^{\mathrm{e}\mathrm{f}}1+A^{(\mathfrak{y}}\partial_{x}+A^{(2)}\partial_{x}^{2}=1+\mu A^{(1)}\partial_{x_{1}}+\mu^{2}A^{(2)}\partial_{x_{1}}^{2}$ (4.16b)
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と置く $(\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}\mu\ovalbox{\tt\small REJECT}_{1})\circ \mathrm{P}\mathrm{a}\mathrm{d}\ovalbox{\tt\small REJECT}$近似の発想にしたがい、近似的に烏が消えるように $A^{(\mathfrak{h}},$ $A^{(2)}$

を決めよう。液膜厚さを

$h=\overline{h}+\phi$, $|\partial_{x_{1}}\overline{h}|\ll|\partial_{x_{1}}\phi|\sim|\phi|\sim\epsilon\ll 1$

のように振幅展開すると

$S_{2} \approx\tilde{W}(\frac{40}{63}Rh^{7}+\frac{2}{3}h^{3}A^{(1)})\partial_{x_{1}}^{4}\phi$

$+[ \frac{32}{63}R^{2}h^{10}-\frac{40}{63}Rh^{7}\cot\alpha+2h^{4}+A^{(1)}(\frac{8}{15}Rh^{6}-\frac{2}{3}h^{3}\cot\alpha)+2h^{2}A^{(2)}]\partial_{x_{1}}^{2}\phi$

と評価できるので、この項をゼロにするには

$A^{(1)}=- \frac{20}{21}Rh^{4}$ , $A^{(2)}=-h^{2}$

のように選べばよい。こうして $\hat{L}$ が定まり、 $S=\hat{L}Q$ も

$S= \frac{2}{3}[h^{3}-\frac{72}{35}Rh^{6}\partial_{x}h-$ $(\cot \alpha)$ h3\partial xh+Wh3�\leftrightarrow h]
のように定まる。最後に、関係式 (4.3b) を用いて $Q$を消去する:

$\partial_{t}h-\frac{4}{21}R\partial_{x}\mathrm{a}(h^{5})-\partial_{x}(h^{2}\partial_{x}\partial_{t}h)$

$+ \frac{2}{3}\partial_{x}[h^{3}-\partial_{x}$ ( $\frac{\cot}{4}$\mbox{\boldmath $\alpha$}h4+--27425Rh7)+Wh3�\rightarrow h] $=0$ . (4.17)

式 (4.17)が、液膜流の正則化方程式である。

4.6 正則化方程式の検証およひ意味

正則化方程式 (4.17) の定常進行解の分岐図を求め、長波展開の結果と比較したものを、
図 3に示す。傾斜角 $(\alpha=\pi/2)$ と Weber数 ($W=$ 匍) を固定し、波の速度 $c$を Reynolds
数 $R$に対してプロットしてある。比較対象として、 Gjevikによる式 (4.10) と、Nakayaに
よる高次の式 [40, 式 (27)] との両方を示している。
臨界 Reynolds数 (ここでは &=0) の近くでは、 3つの方程式の結果はほとんと全く

同じである。しかし、$R=1.5$を超えると、挙動に違いが生じる。Gjevikの長波方程式で
は、 $R=2.2099$ ( $\cross$ で示す点) でサドル・ノード分岐を生じ、分枝は別の分枝 (ここでは
示していない) と出会って消滅する。Nakayaの方程式もまた $R=1.5843$で同様の分岐を
生じる。一方、正則化方程式 (4.17) はそのような分岐を全く示さない。すなわち、長波
展開の破綻は、少なくとも定性的には回避されていることが分かる。
式の形のうえでの正則化方程式 (4.17) の特徴は、 $\partial_{x}\partial_{t}h$ などの交差微分項を含むことで

ある。このような方程式の可能性は、 Indireshkumar&Frenkel [39] によって指摘されて
いるが、具体的な係数の決定や Benney方程式との比較はおこなわれていない。正則化長
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$\mathrm{h}$

図 3: 定常進行孤立波解に関する、Benneyの長波展開と正則化長波展開の結果の比較。左は分岐
図、右は $R=2.1$ での表面波の波形。パラメータは $W=90,$ $\cot\alpha=0$ とした。

波展開の技術的な要点は、高次の長波展開との整合性を要求することによって交差微分項
の係数を決定するところにあると言える。
正則化長波展開は、Benneyの長波展開の制約条件を完全に取り除くわけではないが、

少なくとも制約を緩和する。Benneyの方法が適用できるためには、条件 (4.13) により、

$\delta_{*}=R/W^{1/3}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}$

が $\delta_{*}$ � 1 を満たさなければならない。正則化により、収束が加速され、この制約条件が
緩められる。すなわち、 $\delta_{*}\leq 1$ であれば、正則化方程式 (4.17) は定量的に正しい結果を
与える。 このとき、孤立波の裾の長さは、 ( $W$を固定すると) $R^{-1/2}$ に比例する。
物理的には、正則化程式 (4.17) は、慣性による時間遅れの効果を空間的な勾配を通じて

取り込んだ式になっている。正則化演算子 $\hat{L}$ の Green 関数は $R$ 程度の長さの裾をもち、
したがって、 $\delta_{*\sim}>1$ では孤立波の裾の長さは $R$ に比例して増大する。裾の長さに関する
限り、 この結果は、より現実に近いモデルの結果 [41] とも整合している。ただし、 $\delta_{*\sim}>1$

では波の振幅や速度に関する定量的な妥当性は失われる。 これは 1 モードの方程式の限
界であると考えられる。

4.7 振幅展開による簡単化

数学的な見通しを良くするために、特に表面波の振幅が小さい場合に着目し、正則化方
程式 (4.17) を単純化することを考えよう。これは、ちょうど Benney-Gjevik方程式 (4.10)
を振幅展開して $\mathrm{K}\mathrm{S}$ 方程式 (4.11) を得る手続きに対応する。
まず、式 (4.17) $\mathrm{F}_{\llcorner}^{-}h=1+\eta$ を代入し、最低次の非線形性を残すと、

($1- \frac{20}{21}$ 安$\sim-\partial_{x}^{2}$) $\mathrm{a}\eta+\frac{2}{3}\partial_{x}[3\eta+3\eta^{2}-(\cot\alpha+\frac{72}{35}R)\partial_{x}\eta+W\partial_{x}^{3}\eta]=0$ (4.18)
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となる。簡単化のため、垂直壁を仮定し、さらに独立変数を $W^{-1/3}$ でスケールして

$\partial_{x}=(A_{0}W)^{-1/3}\partial\epsilon$ , $\partial_{t}=B_{0}(A_{0}W)^{-1/3}(\partial_{\mathcal{T}}-C0\partial\xi)$ (4.19)

と置く。 ここで $A_{0},$ $B_{0},$ $C_{0}$ は 1 程度の大きさの定数であり、方程式の係数がなるべく簡
単になるように決定する。式 (4.19) により、正則化演算子の部分は

$1- \frac{20}{21}R\partial_{x}-\partial_{x}^{2}=1-\delta\partial_{\xi}-(A_{0}W)^{-2/3}\partial_{\xi}^{2}$, $\delta=\frac{20}{21}R(A_{0}W)^{-1/3}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}$ (4.20)

と書き直せる。表面張力が非常に大きい $(W\gg 1)$ と仮定し、正則化演算子 (4.20) の 2 階
微分の項を無視することにすれば、方程式 (4.18) は

$(1- \delta\partial_{\xi})(\partial_{\tau}-C_{0}\partial_{\xi})\eta+B_{0}^{-1}\partial_{\xi}[2\eta+2\eta^{2}-\frac{36}{25}\delta\partial_{\xi}\eta+\frac{2}{3}A_{0}^{-3}\partial_{\xi}^{3}\eta]=0$

と書き直せる。左辺を展開して、 $\partial_{\xi}^{2}\eta$ の係数がゼロになるように $C_{0}$ を決定し、さらに余

計な係数がなるべく現われないように $A_{0},$ $B_{0}$ を決める。結果は

$A_{0}= \frac{25}{21}$ , $B_{0}= \frac{14}{25}$ , $C_{0}= \frac{18}{7}$

となる。さらに (25/7)\eta =H と置いて、最終的に次の方程式を得る :

$(1-\delta\partial\epsilon)\partial_{\tau}H$ 十 $\partial_{\xi}(H+H^{2}+\partial_{\xi}^{3}H)=0$. (4.21)

式 (4.21) の定常進行解は、 $\mathrm{K}\mathrm{S}$ 方程式の定常進行解を簡単な式で変数変換すれば得られ
る。しかし、式 (4.21) の非定常解は、 $\mathrm{K}\mathrm{S}$ 方程式とは異なる挙動を示す可能性がある。そ
の理由は、 $\mathrm{K}\mathrm{S}$方程式の解の長さスケールは

$(R-R)\partial_{x}^{2}\eta\sim W\partial_{x}^{4}\eta$ (4.22)

というつりあいによって一定の値に固定されているのに対し、式 (4.21) について同様のつ
りあいを考えると、局所的な位相速度を $c$ として

$-\delta\partial_{\xi}\partial_{\tau}H=c\delta\partial_{\xi}^{2}H\sim\partial_{\xi}^{4}H$ (4.23)

なので、$c$の変化によって長さスケールを変える可能性が残されているからである。式 (4.21)
の非定常解の挙動を調べ、 $\mathrm{K}\mathrm{S}$ 方程式との違いを明らかにすることに興味が持たれる。

5 粉体流動層

正則化長波展開の発想は、そもそも 1 次元の粉体流動層のモデルに端を発する $[3, 11]_{\text{。}}$

$1$ 次元系を扱っているかぎり、縮約としての利点は少ないが、液膜流との比較や将来的な 2
次元系への拡張を念頭において、粉体流動層における正則化方程式について簡単に述べる。
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5.1 粉体流動層の現象論的方程式

1 次元粉体流動層については、第 2章で簡単に説明した。通常の流体と違って、粉体系の
一般的な基礎方程式は確立されていない。また、記述の立場としても、粒子描像・連続体
描像などさまざまな見方がありうる。 しかし、いずれにせよ、 1 次元流動層に対する最低
次近似は「粉休相の速度は密度の関数である」という式になり、交通流と同じような “最
適速度モデル” に帰着する。 これは、式 (2.6) で説明したような体積力のつりあいによる。
粒子密度 (体積分率) を $\phi$ , 気流の速度を $u$ , 粒子の (局所平均) 速度を $v$ とする。連続の
式および系の 1 次元性から、 $\phi v+(1-\phi)u$ は $z$ に関して一定でなければならないので、
これを $V$ とおき、式 (2.6) を

$-\rho g\phi+\tilde{I}(\phi)(V-v)=0$ (5.1)

のように書き直す $[10]_{\text{。}}$ こうして $\phi$ と $v$ が関係づけられ、 “最適速度モデル” が出てくる。
必ずしも一様ではない 1 次元粉体流動相の運動方程式は、たとえば

$\partial_{t}\phi+\partial_{z}(\phi v)=0$ , (5.2a)

$\rho\phi(\partial t+v\partial_{x})v=-\rho g\phi+\tilde{I}(\phi)(V-v)+\partial_{x}\{-\tilde{P}(\phi)+\tilde{\eta}(\phi)\partial_{z}v\}$ (5.2b)

のように書ける。方程式 (5.2b) は、最適速度モデル的な体積力のつりあい $(5.1)\}_{\llcorner_{\text{、}}^{}-}$ Navier-
Stokes方程式に類似した微分項 (応力と慣性) を加えた形をしている。

521 次元粉体流動層の正則化方程式

さて、方程式 (5.2) はじつは正則化方程式の形に書き直せることを示す。速度の代わり
に流束 $J=\phi v$ を変数とすることを考え、式 (5.2b) の $v$ を $J/\phi$ でおきかえる。つぎに、
微分を含む項はすべて線形化してしまおう。その結果、

$\mathrm{a}\phi+\partial_{x}J=0$ (5.3a)
$\tau\partial_{t}J=f(\phi)-J-\tau b^{2}\partial_{x}\phi+\nu\partial_{x}^{2}J$ (5.3b)

のような方程式が得られる。運動方程式 (5.3b) は、流束 $J$が、密度の関数 $f$に対して、い
くらか空間的・時間的な遅れを伴って追随することを示している。流束 $J$を変数にとった
おかげで、連続の式は線形になり、また “粘性項” の係数も定数で近似できる形になって
いる。非線形性が陽に残っているのは $f(\phi)$ だけである。なお、 $\tilde{I}(\phi)$ あるいは $\zeta(\phi)$ につ

いては実験式が知られている [12] ので、 $f(\phi)$ の関数形が決定できることに注意しよう。
方程式 (5.3b) は時間微分項を持つため、方程式系 (5.3) 全体としては正方向に向かう波
と負方向に向かう波のふたつがあることになる。しかし、負方向に向かう波は追従モード
なので、これを系の記述から排除したい。そのために、運動方程式 (5.3b) のなかの時間微
分項を以下のように処理する。
まず、式 (5.3) の最低次近似は

$(\partial_{t}+a\partial_{x})\phi\simeq 0$ , a $=^{\mathrm{e}\mathrm{f}}f’(\phi)$ (5.4)
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で与えられる。 このことを用いて、 $J$の時間微分項を

$\tau \mathrm{a}J=-\tau a\partial_{x}J+\tau(\partial_{t}+a\partial_{x})J$ (5.5)

と書き換える。特性線にそったゆるやかな変化 $(\partial t+a\partial_{x})$ は、次のように近似してよい

$(\partial t+a\partial_{x})J\approx(\mathrm{a}+a\partial_{x})f(\phi)=a(\mathrm{a}+a\partial_{x})\phi=-a\partial_{x}J+a^{2}\partial_{x}\phi$. (5.6)

臨界の近くを考えて $a=b=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}$ . と近似すれば、結局 ‘ 慣性項が

\mbox{\boldmath $\tau$}aJ\approx -2\mbox{\boldmath $\tau$}U\sim J+\mbox{\boldmath $\tau$}b20。\phi (5.7)

のように空間微分で表示される。 これを式 (5.3b) に代入し、適当に変数変換すると

^\phi +0。J $=0$ (5.8a)
$(1-\gamma\partial_{x}-\partial_{x}^{2})J=f(\phi)-\gamma\partial_{x}\phi$ (5.8b)

のような式が得られる。以上が粉体流動相に対する正則化方程式の発見法的導出である。
液膜流の場合に正則化方程式 (4.17) を Navier-Stokes方程式から導出したことに比べる
と、方程式系 (5.2) から式 (5.8) を導出したことは、あまり大幅な単純化になっていない。
ここでの単純化の本質的内容は、縮約というよりも、時間微分に関する 1 階化である。定
常進行解を考えている限り、あまりメリットはないが、非定常な波の発展を考える際には
それなりの有用性があるものと考えられる。

5.3 Whithaenの波動階層

粉体流動層の方程式で、微小振幅波を仮定し、さらに速度場を消去して、密度波の方程
式を導くことができる [12, \S 4.2]。粉体流動層の密度波の方程式の基本的な構造は、

\gamma (t\sim +a\mbox{\boldmath $\delta$}z)\phi +(�\sim -b2\nabla 2) $\phi=0$ (5.9)

という方程式で与えられる。 1 次元の場合は $\nabla^{2}=\partial_{z}^{2},2$次元の場合は $\nabla^{2}=\partial_{z}^{2}+\partial_{x}^{2}$ で

ある。方程式 (5.9) を適当に書き直すと、いわゆる電信方程式に帰着する。
粉体流動層に限らず、散逸系の運動学的波動に慣性を取り込むと一般に式 (5.9) と同様

の方程式が現われることが、Whitham [1, \S 10] によって指摘されている。簡単化のため、
1 次元の場合に限って考えよう。一様状態が安定であるための条件は、波動階層条件

$|a|<b$ (5.10)

で与えられる。そこで、波動階層条件が崩れる臨界の近傍、すなわち $a$ と $b$がほぼ等し
いという状況を想定しよう。このとき、方程式 (5.9) は

$(\mathrm{a}-b\partial_{z}+\gamma)$ ($\mathrm{a}+b$ \partial x)\phi =-a2\mbox{\boldmath $\delta$}02� e\phi
(5.11)

$\delta 0=\sqrt{a^{2}-b^{2}}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}\sim\sqrt{2a(a-b)}$
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と書き直せる。このことは、方程式 (59) が、 $\delta_{0}$ 程度の余計な項を別にすれば “,因数分解 57

できるということを示している。 ここで、長波極限での見積もり

$\mathrm{a}\phi\simeq-a\partial_{z}\phi$

を利用すると、式 (5.11) は

$\hat{L}(\partial t+a\partial_{z})\phi=-a^{2}\delta_{0}^{2}\partial_{z}^{2}\phi$ , $\hat{L}=\gamma-2a\partial_{z}$ (5.12)

と書き直される。この式の構造は、本質的には正則化方程式と同じである。すなわち、正
則化演算子による慣性項の扱いというのは、因数分解によって従属モードを分離して消去
するのと同じようなことであると考えられる。

5.4 2次元電信方程式の 1 階化

密度波の式 (5.9) に戻り、 2次元の場合に従属モードを消去する問題を考える。 1 次元の
場合の式 (5.11) からの類推により、因数分解に持ち込んでモードを分離することにしよ
う。すなわち、Diracが Klein-Gordon方程式に対しておこなったのと同じことを、2次元
電信方程式に対して考えることになる。
方程式 (5.9) に対応する 1 階の方程式を

$(\partial t+A_{0}+A_{\mathit{1}}\partial_{z}+A_{2}\partial_{x})\phi=0$ (5.13)

と仮定する. 式 (5.13) $\mathrm{F}_{\llcorner}^{\vee}(\mathrm{a}+B_{0}+B_{1}\partial_{z}+B_{2}\partial_{x})$ を作用させ、その結果が式 (5.9) と一
致することを要請しよう。容易に分かるように

$B_{0}=\gamma-A\mathit{0}$ , $B_{1}=-A_{1}$ , $B_{2}=-A2$

である。 また、 $A_{0},$ $A_{1}$ , A2 が満たすべき条件式は次のようになる:

$A_{1}^{2}=A_{2}^{2}=b^{2}$ , $A_{1}A_{2}+A_{2}A_{1}=0$ ,
$(\gamma-A_{0})A0=0$ , $(\gamma-A_{0})A_{1}-A_{1}A_{0}=\gamma a$, $(\gamma-A_{0})A_{2}-A_{2}A_{0}=0$.

これらの条件は、 2次の正方行列を用いて満たすことができる。たとえば

$A_{0}=\{\begin{array}{ll}0 00 \gamma\end{array}\}$ , $A_{1}=[_{-\sqrt{a-}}^{a}$ $+\sqrt{a-}-a]$ , $A_{2}=\{\begin{array}{ll}0 bb 0\end{array}\}$ (5.14)

とすれば良い。したがって、方程式 (5.9) は次のように書き直せる:

$(\mathrm{a}+a\partial_{z})\phi_{+}+b(+\delta_{0}\partial_{z}+\partial_{x})\phi_{-}=0$ (5.15a)

$(\partial_{t}-a\partial_{z}+\gamma)\phi_{-}+b(-\delta_{0}\partial_{z}+\partial_{x})\phi_{+}=0$ (5.15b)

あとは $\phi_{-}$ のモードを消去するため、式 (5.15b) に $(\mathrm{a}+a\partial_{z})\phi_{-}\simeq 0$ を代入し、さらに
$a\simeq b$ を考慮して、式 (5.12) に相当する式

$\hat{L}(\partial_{t}+a\partial_{z})\phi=a^{2}$ (-\mbox{\boldmath $\delta$}02� z+\copyright $\phi$ , $\hat{L}=\gamma-2a\partial_{z}$ (5.16)

を得る。式 (5.16) の線形分散関係は、式 (5.9) から直接計算した線形分散関係とかなり良
く一致する。
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6 まとめ

液膜流を中心に、運動学的波動における正則化方程式について説明した。追従モードを
消去して方程式を簡単化する際に、追従が不完全だと級数展開が収束しないので、それを
Pade’近似によって収束させるというのが、この方法の要点である。液膜流以外の系への
応用や、複数の主要モードを含む場合への拡張が、今後の課題となる。
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