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概要

$(1+1)$-次元において, 1 つのスカラー変数と 1 つのベクトル変
数が結合した, 3階の非線形発展方程式系について考察する. コ

ンピューターを使って, 5 階の対称性を持つ系をしらみつぶしに
求め, 各々の系について “手で” 可積分性を調べる.
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1 はじめに

この講演では, スカラー変数 $u(x, t)$ とベクトル変数 $U(x, t)$ が結合した系
を考え, 可積分と期待される場合について, 1 つ 1 つ詳しく調べる. 具体的
な問題設定は以下の通りである.

$\bullet$ $(1+1)$-次元 (空間 $x$ , 時間 $t$).

$\bullet$ 空間 $x$ に関して 3階の発展方程式系.

$\bullet$ 方程式の形は, (微分) 多項式型で, ベクトルからスカラー量を作る時
は, 必ず内積を用いる.

$\bullet$ ベクトル変数 $U(x, t)$ の成分の数 $N$ は任意の自然数であるとし, ベク
トル間の内積を $\langle \cdot, \cdot\rangle$ で表す:

$U=(U_{1}, U_{2}, \ldots, U_{N})$ , $\langle U, U_{x,}\rangle=\sum_{j=1}^{N}U_{j}\frac{\partial U_{j}}{\partial x}$ , etc.

$\bullet$ $u,$ $U,$ $\partial_{x},$ $\partial_{t}$ に適当な重みを持たせたとき, 方程式の各項が同じ重みを
持つ.

最近の研究 $[1, 2]$ によれば, スカラー変数に対する 3 階の多項式型方程式
が, 可積分になるような (正の)重みづけは, 以下の 3通りしかない.

$\bullet$ $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$方程式 $u_{t},$ $=u_{xx,x}$, 十 $uu_{x}$ と同じ重みづけ :
$\partial_{x,}arrow 1$ , $\partial_{t}arrow 3$ , $uarrow 2$ .

$\bullet$ mKdV方程式 $u_{t}=u_{x,xx,}$ \dagger $u^{2}u_{x}$
, と同じ重みづけ :

$\partial_{x}arrow 1$ , $\partial_{t}arrow 3$ , $uarrow 1$ .
$\bullet$ Ibragimov-Shabat方程式 [3] $u_{t},$ $=u_{x,xx},+3u^{2}u_{xx}+9uu_{x,}^{2}+3u^{4}u_{x}$

と同じ重みづけ : $\partial_{x,}arrow 1$ , $\partial_{t}arrow 3$ , $u arrow\frac{1}{2}$ .
このとき, 3 階の方程式は, 5階の対称性 (可換な時間発展) を持てば, 無限
個の対称性を持つ (逆も成立). そこで, 以下では, 上の 3通りの重みづけの
もとで, 5階の対称性を持つような 3 階のスカラー. ベクトル結合系を調
べることにする. 実は, 多成分系での事情はもう少し複雑で, 従属変数が異
なる重みを持つ可積分系も存在するのだが [4], 紙数の都合上, その場合に
ついての考察とコンピューター計算の詳細は;’文献 [5] に譲ることにする.
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2 結合型 $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$方程式

Kd�型の重みづけ : $\partial_{x},$ $arrow 1,$ $\partial_{t}arrow 3,$ $uarrow 2,$ $Uarrow 2$ の場合, スカラー.
ベクトル結合系の一 oe形は, 以下の通り ( $a_{1}\sim a_{6}$は定数) :

$\{_{U_{t}=a_{4}U_{x}}^{u_{t}=a_{1}u_{xx\mathrm{x}}}$ $+a_{2}uu_{x,}+a_{3}\langle U, U_{x}.\rangle+a_{5}u_{x}U+a_{6}uU_{x,}$

’
(2.0)

(2.0) が 3 階である (分散項を持つ) ことと, 2つの式が decouple しないこと
を仮定する. 即ち, $(a_{1}, a_{4})\neq(0,0),$ $a_{3}\neq 0,$ $(a_{5}, a_{6})\neq(0,0)$ .

定理 2.1 (2.0) が 5 階の対称性 :

$\{\begin{array}{l}u_{\mathit{8}}=b_{\mathrm{l}}u_{x_{\prime}x_{\prime}x_{\prime}x_{\prime}x_{\prime}}+b_{2}uu_{x_{\prime}x_{l}it}+\cdots U_{s}=b_{9}U_{x_{l}xxx_{\prime}x_{\prime}},+b_{\mathrm{l}0}u_{x_{\prime}xx}U+\cdots\end{array}$

を持つとき $(u_{ts}=u_{st}, U_{u}=U_{st,})$ , 変数のスケーリングにより, 以下の 4つ
の系のいすれかと一致する :

$\{\begin{array}{l}u_{t}=\langle U,U_{x_{\prime}}\rangle U_{t},=U_{x_{\prime}x_{\prime}x_{\prime}}+u_{x}U+2uU_{x_{\prime}}\end{array}$ (2.1)

$\{\begin{array}{l}u_{t}=u_{x_{\prime}x_{\prime}x_{\prime}}+6uu_{x_{\prime}}-6\langle U,U_{x_{\prime}}\rangle U_{t},=U_{xxx},+6u_{x_{\prime}}U+6uU_{x_{\prime}}\end{array}$ (2.2)

$\{\begin{array}{l}u_{t}=u_{x_{\prime}x_{\prime}x_{\prime}}+3uu_{x_{\prime}}+3\langle U,U_{x_{\prime}}\rangle U_{t}=u_{x_{\prime}}U+uU_{x}\end{array}$ (2.3)

$\{\begin{array}{l}u_{t}=u_{x_{\prime}x_{\prime}}+6uu_{x}-\mathrm{l}2(U,U_{x_{\prime}}\rangle U_{\mathfrak{l}},=-2\mathrm{U}_{x_{\prime}x_{\prime}x_{\prime}}-6uU_{x_{\prime}}\cdot\end{array}$ (2.4)

口

いずれの系も, $U=0$ とおくことが可能で, この点からみると, (2.1) は自明
な式 $u_{t}=0$ の拡張, (2.2)-(2.4) は Kd�方程式の拡張になっている.

2\cdot 1 系 (2\cdot 1)

(2.1) 式は, Drinfel’d-Sokolov系 [6, 7] (のうちの 1 つ) の多成分拡張であ
る. この拡張は既に知られており, KP階層にある拘束条件を課せば得られ
ることが, 文献 [8, 9] で示されている.
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2.2 系 (2.2)

(2.2) 式は, Jordan KdV方程式として既に知られている [10]. KdV方程式
の行列拡張 : $Q_{t}=Q_{\mathrm{x}x\mathrm{x}} +3Q_{x}Q+3QQ_{x}$ が可積分であることは良く知ら
れているが, 特に

$Q=u1+ \sum_{j=1}^{N}$ $U_{j}e_{j},$

とおくことで, (2.2) 式を得る. 但し, 1 は単位行列, $\{\mathrm{e}_{j}\}$ は互いに反可換な
行列 : $\{\mathrm{e}_{i}, \mathrm{e}_{j}\}_{+}\equiv \mathrm{e}_{i,}\mathrm{e}_{j}+\mathrm{e}_{j}\mathrm{e}_{i,}=-2\delta_{ij}1$ である.

2.3 系 (2.3)

(2.3) 式は, Ito方程式 [11] の多成分拡張であり, –重ハミルトニアン構造
を持つことが示されている [12]. $w=\sqrt{<U,U>}$ とおくと, Ito方程式その
もの :

$\{$

$u_{t},$ $=u_{xx,x,},+3uu_{x}+3ww_{x,}$ ,

$w_{t}=(uw)_{x}$ ,
(2.5)

を得るので, (2.3) は, Ito方程式と $U$ に対する線形方程式からなる三角型の
系である. Ito方程式 (2.5) の Lax形式は, 線形方程式系 :

$\{_{\psi_{t}=(4\zeta+u\psi_{x}-u_{x,}\psi}^{\psi_{x,x,}=((-\frac{1}{2)}u-\frac{3}{16\zeta\frac{1}{2}}w^{2})\psi},$

’

で与えられる ( $\zeta$ はスペクトルパラメータ) [13]. 実際, 無矛盾条件 : $\psi_{xxt},,$ $=$

$\psi_{txx}$ を計算すれば, (2.5) を得る.
(2.5) の自明でない解 $u(x, t),$ $w(x, t)$ が与えられたときに, 残された $U$ に

対する線形方程式 :
$U_{t,}=(uU)_{x}$ , (2.6)

は以下のように解くことができる. $w(x, t)$ の従う式のポテンシャル形は,
$\hat{w}_{t}=u\hat{w}_{x,}$ で与えられる $(\hat{w}_{x}, \equiv w)$ . この時, 任意関数 $f(z)$ に対し, $[f(\hat{w})]_{f_{l}}=$

$u[f(\hat{w})]_{x}$ が成立することに注意すると, (2.6) の解 :

$U_{j}=[f_{j}( \hat{w})]_{x}=w\cross f_{j}’(\int^{x}w\mathrm{d}x’)$ , $j=1,$ $\ldots$ , Nフ

が得られる. $f1(z),$
$\ldots,$

$f_{N}(z)$ は, 任意関数であるが, $\langle U, U\rangle=w^{2}$ が成立す
るための制約条件 : $\sum_{j=1}^{N}[f_{j}’(z)]^{2}=1$ をみたさなければならない.
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$2\cdot 4$ 系 $(2\cdot 4)$

(2.4) 式は, Hirota-Satsuma [14] によって提出された 2成分 $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$方程式
の, 新しい (と思われる)拡張である. (2.4) 式が $\mathrm{L}$�形式に書けることを示
そう. 2つの列ベクトル $\psi,$ $\phi$ に対する線形方程式系 :

$\{\begin{array}{l}\psi_{xx_{\prime}}+P\psi+Q\phi=\zeta\psi\phi_{xx_{\prime}}+P\phi+R\psi=-(\phi\psi_{t}=4\zeta\psi_{x}+2P\psi_{x}-4Q\phi_{x_{l}}-P_{x}\psi+2Q_{x_{\prime}}\phi\phi_{t}=-4\zeta\phi_{x_{\prime}}+2P\phi_{x}-4R\psi_{x}-P_{x_{\prime}}\phi+2R_{x}\psi\end{array}$ (2.7)

を考える. $\zeta$ はスペクトルパラメータ, $P,$ $Q,$ $R$は正方行列である. 無矛盾
条件 : $\psi_{xxt}=\psi_{txx},’\phi_{x,xt},,$ $=\phi_{txx}$ を考えることで, 3つの行列方程式 :

$\{\begin{array}{l}P_{t_{\prime}}=P_{x_{\prime}x_{l}x_{\prime}}+3(P^{2})_{x_{\prime}}-6(QR)_{x_{\prime}}Q_{t}=-2Q_{xx_{l}x_{l}}-6Q_{x_{\prime}}P+3[P_{x_{\prime}},Q]R_{t_{\prime}}=-2R_{xx_{\prime}x},-6R_{x}P+3[P_{x_{\prime}},R]\end{array}$ (2.8)

及ひ, 3つの制約条件 : $[P, Q]=O,$ $[P, R]=O,$ $[Q, R]_{x}=O$ を得る. 特に,

$P=u1$ , $Q=U_{1}1+ \sum_{j=1}^{N-1}U_{j+1}\mathrm{e}j$ , $R=U_{1}1- \sum_{j=1}^{N-1}Uj+1\mathrm{e}_{j}$ ,

とおくと $(\{\mathrm{e}_{i}, \mathrm{e}_{j}\}_{+}=-2\delta_{ij}1)$ , 制約条件は自動的にみたされ, 行列方程式
(2.8) は, 結合型Hirota-Satsuma方程式 (2.4) に帰着する.

3 結合型mKdV方程式と結合型Burgers方程式

mKdV型の重みづけ : $\partial_{x,}arrow 1,$ $\partial_{t},$ $arrow 3,$ $uarrow 1,$ $Uarrow 1$ の場合, スカ
ラー. ベクトル結合系の一般形は, 以下の通り ($a_{1^{\sim}}a21$ は定数) :

$\{\begin{array}{l}u_{t_{\prime}}=a_{1}u_{x_{\prime}x_{\prime}x_{\prime}}+a_{2}uu_{x_{\prime}x_{\prime}}+a_{3}u_{x_{\prime}}^{2}+a_{4}u^{2}u_{x_{\prime}}+a_{5}u^{4}+a_{6}u_{x_{\prime}}\langle U,U\rangle+a_{7}u\langle U,U_{x}\rangle+a_{8}\langle U,U_{x_{\prime}x_{\prime}}\rangle+a_{9}\langle U_{x_{\prime}},U_{x_{\prime}}\rangle+a_{\mathrm{l}0}u^{2}\langle U,U\rangle+a_{11}\langle U,U\rangle^{2}U_{t}=a_{12}U_{x_{\prime}xx_{\prime}}+a_{\mathrm{l}3}u_{x_{\prime}x_{l}}U+a_{\mathrm{l}4}u_{i\iota}U_{i\mathrm{f}\prime}+a_{\mathrm{l}5}uU_{x_{\prime}x_{\prime}}+a_{\mathrm{l}6}uu_{x_{l}}U+a_{17}u^{2}U_{x_{\prime}}+a_{18}\langle U,U\rangle U_{x_{\prime}}+a_{19}\langleU,U_{x_{\prime}}\rangle U+a_{20}u^{3}U+a_{2\mathrm{l}}u\langle U,U\rangle U\cdot\end{array}$ $(3\cdot 0)$
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(3.0) が 3 階である (分散項を持つ) ことと, 2つの式が decouple しないこと
を仮定する.

定理 3.1 (3.0) が 5 階の対称性 :

$\{\begin{array}{l}u_{\mathit{8}}=b_{\mathrm{l}}u_{x_{\prime}x_{l}x_{\prime}x_{\prime}x_{\prime}}+b_{2}uu_{x_{\prime}x_{\prime}xx_{\prime}}+\cdots U_{s}=b_{36}U_{xx_{\prime}x_{\prime}x_{\prime}x},+b_{37}u_{xxx_{\prime}x_{\prime}}U+\cdots\end{array}$

を持つとき (uts=u、t, $U_{ts}=U_{st}$), 変数のスケーリングにより, 以下の 25個
の系のいずれかと一致する :

$\{\begin{array}{l}u_{t_{\prime}}=3u_{x_{\prime}}\langle U,U\rangle+3\langle U,U_{xx_{\prime}},\rangle-3\langle U,U\rangle^{2}U_{t}=U_{x_{\prime}x_{\prime}x_{\prime}}+u_{xx}U+u_{x_{\prime}}U_{x_{\prime}}-3\langle U,U_{x}\rangle U\end{array}$ $(3\cdot 1)$

$\{\begin{array}{l}u_{t_{\prime}}=2u_{x_{\prime}}\langle U,U\rangle+2\langle U,U_{x_{l}x_{\prime}}\rangle-\langle U_{x_{l}},U_{x_{\prime}}\rangle-2\langle U,U\rangle^{2}U_{t_{\prime}}=U_{x_{\prime}xx_{\prime}}+u_{xx},U+2u_{x_{\prime}}U_{x}-2\langle U,U\rangle U_{x}-2\langle U,U_{x_{\prime}}\rangle U\end{array}$ $(3\cdot 2)$

$\{\begin{array}{l}u_{t_{\prime}}=u_{x_{\prime}}\langle U,U\rangle+2u\langle U,U_{x_{\prime}}\rangle+\langle U,U_{x_{\prime}x_{\prime}}\rangle+\langle U_{x_{\prime}},U_{x_{\prime}}\rangle U_{t_{\prime}}=U_{x_{\prime}x_{\prime}x_{\prime}}+u_{xx_{\prime}},U+u_{x}U_{x_{l}}-2uu_{x},U-u^{2}U_{x_{\prime}}+\langle U,U\rangle U_{x_{\prime}}-\langle U,U_{x_{\prime}}\rangle U\end{array}$ $(3\cdot 3)$

$\{\begin{array}{l}u_{t_{\prime}}=u_{xxx_{\prime}}+\frac{3}{2}u_{x}^{2}+\frac{3}{2}\langle U_{x},U_{x}\rangle U_{t_{\prime}}=u_{x}U_{x_{\prime}}\end{array}$ $(3\cdot 4)$

$\{u_{t_{\prime}}=u_{x_{\prime}x_{\prime}x}+3u_{x_{\prime}}^{2}+2au_{x_{\prime}}\langle U, U\rangle+a\langle U,U_{x_{\prime}x}\rangle+a\langle U_{x_{l}},U_{x_{\prime}}\rangle+b\langle U,U\rangle^{2}U_{t}=u_{x_{\prime}x_{\prime}}U+2u_{x_{\prime}x}U+a\langle U,U\rangle U_{x_{\prime}}+a\langle U,U_{x}\rangle U,(a,b)\neq(0,0),,(3\cdot 5)$

$\{\begin{array}{l}u_{t}=u_{xx_{\prime}x}+3u_{x_{\prime}}^{\mathit{2}}-3\langle U_{x_{\prime}},U_{x_{l}}\rangle U_{t},=U_{xx_{\prime}x}+6u_{x}U_{x}\end{array}$ $(3\cdot 6)$

$\{\begin{array}{l}u_{t}=u_{xxx_{\prime}}+3u_{x_{l}}^{2}+u_{x}\langle U,U\rangle+\langle U,U_{x_{\prime}x_{\prime}}\rangle U_{t},=U_{x_{l}x_{\prime}x}+3u_{x_{\prime}x_{\prime}}U+3u_{x_{\prime}}U_{x_{\prime}}+\langle U,U_{x_{\prime}}\rangle U\end{array}$ $(3\cdot 7)$

$\{\begin{array}{l}u_{t}=u_{xx_{\prime}x}+3u_{x_{\prime}}^{2}+2u_{x_{\prime}}\langle U,U\rangle+\langle U,U_{xx}\rangle+\frac{\mathrm{l}}{2}\langle U_{x_{\prime}},U_{x}\rangle U_{t},=U_{xx_{\prime}x_{\prime}}+6u_{x_{\prime}x_{\prime}}U+6u_{x_{\prime}}U_{x_{\prime}}+2\langle U,U_{x},\rangle U\end{array}$

,

$(3\cdot 8)$
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$\{\begin{array}{l}u_{t}=u_{xxx_{\prime}}+u_{x_{J}}^{2}-\mathrm{l}2\langle U,U_{xx_{\prime}}\rangle+\mathrm{l}2\langle U_{x},U_{x_{\prime}}\rangle-4\langle U,U\rangle^{2}U_{t}=4U_{x_{\prime}x_{\prime}x}+u_{x_{\prime}x}U+2u_{x_{\prime}}U_{x},+4\langleU,U\rangle U_{x}+4\langle U,U_{x_{\prime}}\rangle U\end{array}$ (3.9)

$\{u_{t}=u_{x_{\prime}x_{\prime}x_{J}}+3u_{x}^{2}+4u_{x}\langle U,U\rangle+2\langle U,U_{xx_{\prime}}\rangle+\langle U_{x_{l}},U_{x}\rangle+\frac{2}{3}\langle U,U\rangle^{2}U_{t}=-2Ux_{\prime}xx_{\prime}-6ux_{l}xU-6ux_{\prime}Ux_{\prime}-4\langle U,U_{x_{\prime}}\rangle U,,(3\cdot \mathrm{l}0)$

$\{u_{t}=u_{x_{\prime}xx_{l}}-\frac{3}{2}u^{2}u_{x}+\frac{3}{2}u_{x}\langle U,U\rangle+u\langle U,U_{x_{\prime}}\rangle+\langle U,U_{xx}\rangle+\langle U_{x_{\prime}},U_{x}\rangle U_{t}=-u_{x}U_{x_{\prime}}-\frac{1}{2}u^{2}U_{x}+\frac{3}{2}\langle U,U\rangle U_{x},,(3\cdot \mathrm{l}1)$

$\{u_{t},=u_{x_{\prime}x_{\prime}x_{\prime}}-\frac{3}{2}u^{2}u_{x_{\prime}}+\frac{3}{2}u_{x}U,U\rangle+u\langle U,U_{x_{\prime}}\rangle+\langle U,U_{xx_{\prime}}\rangle+\langle U_{x_{\prime}},U_{x}\rangle U_{txx}=-uU-\frac{1}{2}u^{2}U_{x}+\frac{\prime 1\langle}{2}\langle U,U\rangle U_{x}+\langle U,U_{x}\rangle U,,(3\cdot \mathrm{l}2)$

$\{u_{f_{\prime}}=u_{x}-\frac{\mathit{3}}{\mathit{2}}u^{\mathit{2}}u_{x}+\frac{l}{\mathit{2}}u_{x}\langle U,U+u\langle U,x_{\prime}\rangle+\langle U,U_{xx_{\prime}}\rangle+\langle U_{x_{\prime}},U_{x}\rangle U_{|_{\prime}}=u_{x\text{。}}U+u_{x}U_{x}-uu_{x}U-\frac{\rangle l}{\mathit{2}}u^{\mathit{2}}U_{r_{\prime}}+\frac{U1}{2}\langle U,U\rangle U_{x_{\prime}}+\langle U,U_{x_{\prime}}\rangle U,,(3\cdot \mathrm{l}3)$

.

$\{\begin{array}{l}u_{t_{\prime}}=u_{x_{\prime}xx_{\prime}}-\frac{3}{2}u^{2}u_{x_{\prime}}+\frac{3}{2}u_{x_{l}}\langle U,U\rangle+u\langle U,U_{x_{\prime}}\rangle+\langle U,U_{xx}\rangle+\langle U_{x_{\prime}},U_{x}\rangle+\frac{1}{2}\langle U,U\rangle^{2},(3\cdot 14)U_{t_{\prime}}=-u_{x}U_{x}-\frac{\mathrm{l}}{2}u^{2}U_{x}-\frac{\mathrm{l}}{2}\langle U,U\rangle U_{x_{\prime}}+\frac{\mathrm{l}}{2}u\langle U,U\rangle U\end{array}$

$\{\begin{array}{l}u_{t}=u_{x_{\prime}x_{\prime}x_{\prime}}-\frac{3}{2}u^{2}u_{x_{\prime}}+u_{x_{l}}\langle U,U\rangle+u\langle U,U_{x_{\prime}}\rangle+\langle U,U_{x_{l}x_{\prime}}\rangle+\langle U_{x_{l}},U_{x_{l}}\rangle-\frac{\mathrm{l}}{4}u^{2}\langle U,U\rangle+\frac{\mathrm{l}}{4}\langle U,U\rangle^{2},(3\cdot \mathrm{l}5)U_{t}=\frac{\mathrm{l}}{2}u_{x_{\prime}x_{\prime}}U+\frac{1}{2}\langle U,U_{x_{\prime}}\rangle U-\frac{1}{4}u^{3}U+\frac{\mathrm{l}}{4}u\langle U,U\rangle U\end{array}$

$\{\begin{array}{l}u_{t}=u_{x_{\prime}x_{\prime}x_{\prime}}+u^{2}u_{x_{\prime}}+u_{x_{\prime}}\langle U,U\rangle U_{f_{l}}=U_{x_{\prime}xx_{\prime}},+u^{2}U_{x_{\prime}}+\langle U,U\rangle U_{x},\end{array}$ $(3\cdot 16)$

$\{\begin{array}{l}u_{t_{\prime}}=u_{x_{\prime}x_{\prime}x_{\prime}}+2u^{2}u_{x_{\prime}}+u_{x_{\prime}}\langle U,U\rangle+u\langle U,U_{x_{\prime}}\rangle U_{t}=U_{xx_{\prime}x_{\prime}}+uu_{x},U+u^{2}U_{x_{l}}+\langle U,U\rangle U_{x_{l}}+\langle U,U_{x_{\prime}}\rangle U\end{array}$ $(3\cdot 17)$

$\{\begin{array}{l}u_{t}=u_{x_{l}xx_{\prime}}-6u^{2}u_{x_{\prime}}+6u_{x_{\ell}}\langle U,U\rangle+\mathrm{l}2u\langle U,U_{x_{\prime}}\rangle U_{t}=U_{x_{\prime}x_{\prime}x_{\prime}}-12uu_{x_{\prime}}U-6u^{2}U_{x_{\prime}}+6\langle U,U\rangle U_{x_{\prime}},\end{array}$ (3 $\cdot$ 18)

$\{\begin{array}{l}u_{t_{\prime}}=u_{x_{\prime}xx_{\prime}}-6u^{2}u_{x_{l}}+u_{x}\langle U,U\rangle+2u\langle U,U_{xt}\rangle+\langle U,U_{x_{\prime}x_{\prime}}\rangle+\langle U_{x_{\prime}},U_{x_{\prime}}\rangle U_{t}=U_{x_{\prime}x_{l}x_{\prime}}+3u_{x_{\prime}x_{\prime}}U+3u_{x_{\prime}}U_{x_{\prime}}-6uu_{x},U-3u^{2}U_{x_{\prime}}+\langle U,U\rangle U_{x_{\prime}}(3.\mathrm{l}9)+3\langle U,U_{x},\rangle U\end{array}$
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$\{\begin{array}{l}u_{t}=u_{x_{\prime}x_{\prime}x_{\prime}}-6u^{2}u_{T_{\prime}}+u_{x_{\prime}}\langle U,U\rangle+2u\langle U,U_{x_{J}}\rangle+\langle U,U_{xx_{\prime}}\rangle+\langle U_{x_{\prime}},U_{x_{\prime}}\rangle U_{t}=U_{xx_{J}x_{J}}+6u_{xx_{\prime}},U+6u_{x}U_{x_{l}}-12uu_{x},U-6u^{2}U_{T_{\prime}}+\langle U,U\rangle U_{x_{J}}(3.20)+4\langle U,U_{x},\rangle U\end{array}$

$\{\begin{array}{l}u_{t_{\prime}}=u_{x_{\prime}xx_{\prime}}-6u^{2}u_{x_{\prime}}+u_{x}\langle U,U\rangle+2u\langle U,U_{x}\rangle+\langle U,U_{xx_{\prime}}\rangle+\langle U_{x_{\prime}},U_{x_{l}}\rangle U_{t}=-2U_{x_{\prime}x_{l}x_{\prime}}-6u_{xx_{\prime}}U-6u_{x}U_{x_{\prime}}+\mathrm{l}2uu_{x_{\prime}}U+6u^{2}U_{x_{\prime}}+\langle U,U\rangle U_{x_{\prime}}(3.21)-2\langle U,U_{x}\rangle U\end{array}$

$\{\begin{array}{l}u_{t}=a(u_{xxx}+3uu_{xx}+3u_{x_{\prime}}^{2}+3u^{2}u_{x})+u_{x_{\prime}}\langle U,U\rangle+2u\langle U,U_{x}\rangle+2\langle U,U_{x_{\prime}x_{\prime}}\rangle+2\langle U_{x_{\prime}},U_{x_{\prime}}\rangle U_{t},=U_{x_{\prime}x_{\prime}x_{\prime}}+\frac{1}{2}(\mathrm{l}-a)u_{xx}U+\frac{3}{2}u_{x_{\prime}}U_{x_{\prime}}+\frac{3}{2}uU_{x_{\prime}x_{\prime}}+\frac{3}{4}(1-2a)uu_{x}U(3.22)+\frac{3}{4}u^{2}U_{x}-\langle U,U_{x_{\prime}}\rangle U+\frac{\mathrm{l}}{8}(\mathrm{l}-4a)u^{3}U-\frac{1}{2}u\langle U,U\rangle Ua\cdot.\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y}\end{array}$

$\{\begin{array}{l}u_{t}=u_{x_{\prime}x_{\prime}x_{\prime}}+3uu_{x_{\prime}x_{\prime}}+3u_{x_{\prime}}^{2}+3u^{2}u_{x_{\prime}}+u_{x_{\prime}}\langle U,U\rangle+2u\langle U,U_{x_{\prime}}\rangle+2\langle U,U_{xx_{\prime}}\rangle+2\langle U_{x_{\prime}},U_{x_{\prime}}\rangle U_{t}=-\frac{\mathrm{l}}{2}u_{xx_{\prime}},U-\frac{3}{2}uu_{x_{\prime}}U-\langle U,U_{x_{\prime}}\rangle U-\frac{1}{2}u^{3}U-\frac{\mathrm{l}}{2}u\langleU,U\rangle U\end{array}$ (3.23)

$\{\begin{array}{l}u_{f_{\prime}}=u_{x_{\prime}x_{\prime}x}+3uu_{x_{\prime}x_{\prime}}+3u_{x_{\prime}}^{2}+3u^{2}u_{x_{\prime}}+u_{x_{\prime}}\langle U,U\rangle+2u\langle U,U_{I_{\prime}}\rangle+\langle U,U_{x_{\prime}x_{\prime}}\rangle+\langle U_{x},U_{x_{l}}\rangle,(3.24)U_{t_{\prime}}=\frac{1}{2}u_{x_{\prime}x_{\prime}}U+u_{xx_{l}},U+uu_{x_{\prime}}U+u^{2}U_{x_{\prime}}+\frac{\mathrm{l}}{2}\langle U,U\rangle U_{x_{\prime}}+\frac{1}{2}\langle U,U_{x_{\prime}}\rangle U\end{array}$

$\{\begin{array}{l}u_{t_{\prime}}=u_{x_{\prime}xx_{\prime}}+3uu_{x_{\prime}x_{\prime}}+3u_{x_{\prime}}^{2}+3u^{2}u_{x_{\prime}}+u_{x_{\prime}}\langle U,U\rangle+2u\langle U,U_{x_{\prime}}\rangle+\langle U,U_{x_{\prime}x_{l}}\rangle+\langle U_{x},,U_{x_{\prime}}\rangle U_{f_{\prime}}=\frac{\mathrm{l}}{2}u_{xx_{\prime}}U+u_{x},U_{x_{\prime}}+uu_{x_{\prime}}U+u^{2}U_{x_{\prime}}+\langle U,U\rangle U_{x_{\prime}}\end{array}$ (3.25)

口

いずれの系も, $U=0$ とおくことが可能で, この点からみると, (3.1)-(3.3)は
自明な式の, (3.4)-(3.10) は potential KdV方程式の, (3.11)-(3.21)はmKdV

方程式の, (3.22)-(3.25) は高階 Burgers方程式の拡張になっている. 実は,
(3.22)-(3.24) は, 2階の方程式系の 3 階の対称性である (後述).
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3.1 系 (3.1)

この系は, (3.3) と変数変換を通じてつながっているので, 可積分性につい
ては, 33章でまとめて議論する.

3.2 系 (3.2)

この系においては, $(u_{x}-\langle U, U\rangle)_{t}=0$ という関係式が成立することから,
$u_{x,}-\langle U, U\rangle=\phi(x)$ とおける. この時, $U$ の式は,

$Ut=Uxx\mathrm{x} +2\phi U_{x,}+\phi_{x}U$,

と書き換えられ, その解は重ね合わせの形 : $U(x, t)= \int \mathrm{d}\lambda \mathrm{e}^{\lambda t}\Psi\Leftarrow;\lambda)$ で書
くことができる. ここで, ベクトル関数 $\Psi(x;\lambda)$ は, 常微分方程式 :

$\Psi_{xxx}+2\phi\Psi_{x}+\phi_{x,}\Psi=\lambda\Psi$ , (3.26)

の解である. (3.26) は, Kaup-Kupershmidt方程式に付随する散乱問題と同
じ形をしているが, これは偶然ではない (文献 [5] を参照).

3.3 系 (3.3)

新しいスカラー変数 $w$ , ベクトル変数 $W$ を,

$\{\begin{array}{l}w=-u_{x_{l}}-\frac{\mathrm{l}}{2}u^{2}+\frac{\mathrm{l}}{2}\langle U,U\rangle W=U_{x_{\prime}}+uU\end{array}$

に xって定義すると (Miura型の変換), これらは,

$\{\begin{array}{l}w_{t}=-3\langle W,W_{x_{\prime}}\rangle W_{t}=W_{x_{\prime}x_{\prime}x}+w_{x_{\prime}}W+2wW_{x_{\prime}}\end{array}$

をみたす. この系は, $W$ のスケーリングに xり, 結合型 Drinfel’d-Sokolov
系 (2.1) に一致する.
系 (3.1) との関係 : また別のスカラー変数 $v$ を, $v=u_{x}-u^{2}+\langle U, U\rangle$ に

xって導入すると, (3.3) は, $v,$ $U$に対する系として書き直すことができる :

$\{\begin{array}{l}v_{t}=(3v\langle U,U\rangle+3\langle U,U_{x_{\prime}x}\rangle-3\langle U,U\rangle^{2})_{x}U_{t}=U_{x_{\prime}x_{\prime}x}+v_{x}U+vU_{x_{\prime}}-3\langle U,U_{x_{\prime}}\rangle U\end{array}$ (3.27)
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(3.27) において, ポテンシャJレ化 : $v=\hat{u}_{x}$
, を考えることで, (3.l)(u\rightarrow \^u と

した系) を得る.

3.4 系 (3.4)

この系は, 結合型 Ito方程式 (2.3) のポテンシャル形に過ぎない.
1

3.5 系 (3.5)

新しいスカラー変数 $w$ , ベクトル変数 $W$ を,

$\{\begin{array}{l}w=u_{x_{J}}+\frac{a}{2}\langle U,U\rangle W=\sqrt{\langle U,U\rangle}U\end{array}$

によって定義すると, これらは,

$\{\begin{array}{l}w_{t}=w_{x_{\prime}xx}+6ww_{x}+(b-\frac{a^{2}}{4})\langle W,W\rangle_{x}W_{f_{\prime}}=2(wW)_{x_{\prime}}\end{array}$ (3.28)

をみたす. $b \neq\frac{a^{2}}{4}$ のとき, (3.28) は, 変数のスケーリングにより, 結合型 Ito
方程式 (2.3) と一致する. $b= \frac{a^{2}}{4}$ のとき, (3.28) は, $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$方程式と, $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$ に

依存した係数を持つ線形方程式からなる, 三角型の系である. この系が, 無
限個の対称性を持つことは, 文献 [15] で示されている.

3.6 系 (3.6)

この系は, Jordan $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$方程式 (2.2) のポテンシャル形に過ぎない.

3.7 系 (3.7)

この系は, (3.19) と変数変換を通じてつながっているので, 可積分性につ
いては, 3.19章でまとめて議論する.

3.8 系 (3.8)

この系は, (3.20) と変数変換を通じてつながっているので, 可積分性につ
いては , 320章でまとめて議論する.
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3.9 系 (3.9)

スカラー変数 $w$ を, $w=u_{x},$ $+2\langle U, U\rangle$ によって定義すると, $w$ [ま $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$ 方

程式 :
$w_{f,}=w_{x,x,x}+2ww_{x,}$ , (3.29a)

をみたす. 従って, (3.9) は三角型の系である. $u_{x}=w-2\langle U, U\rangle$ を $U$ の式

に代入すると,
$U_{t}=4U_{x,x,x},$ $+w_{x,}U+2wU_{x,}$ , (3.29b)

を得るが, これは, $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$方程式に対する, Lax表示の時間部分と同じである.

3.10 系 (3.10)

この系は, (3.21) と変数変換を通じてつながっているので, 可積分性につ
いては , 3.21 章でまとめて議論する.

3.11 系 (3.11)

スカラー変数 $w$ を, $w=-u_{x},$ $+ \frac{1}{2}u^{2}-\frac{1}{2}\langle U, U\rangle$ によって定義すると, $w$ は
$\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$方程式 :

$w_{t}=w_{xxx}-3ww_{x,}$ ,

をみたす. 従って, (3.11) は三角型の系である. $\frac{1}{2}\langle U, U\rangle=-u_{x,}+\frac{1}{2}u^{2}-w$

を, $u$の式に代入すると,

$u_{t}=-2u_{x}^{2},$ $+u^{2}u_{x}-3wu_{x}-w_{x,}u-w_{xx,}$ , (3.30)

を得る. $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$方程式の解 $w(x, t)$ が与えられたときに, この式を, $u$ につい

て解けるかどうかは不明である.
もっとも簡単な, $w(x, t)=0$の場合, (3.30) は (変数のスケーリングの後),

$u_{t},$ $=u_{x}(u_{x,}-u^{2})$ , (3.31)

に落ちる. (3.31)式は, 無限個の可換な対称性 :

$u_{t_{n}}=u_{x}(u_{x}-u^{2})^{n}$ , $n\in \mathbb{R}$ ,

を持つので, 対称性の意味で可積分である. 一階の方程式であるが, 一般解
の具体的な表示はわかっていない.
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3.12 系 (3.12)

$u$ の方程式, 及ひ $\langle U, U\rangle$ の従う方程式は, 系 (3.11) の場合と全く同じであ
る. このため, 同じ様に $w$ を定義すると, $w$ は $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$方程式をみたし, $u$ は

(3.30)式に従う. 系 (3.11) と系 (3.12) の\beta \not\in 一の違いは, $U$ に対する方程式を,
$u,$ $w$ を用いて線形に書き直した時の, 式の形にある.

3.13 系 (3.13)

スカラー変数 $w$ を, $w=-u_{x,}+ \frac{1}{2}u^{2}-\frac{1}{2}\langle U, U\rangle$ によって定義すると, $w$ は
$\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$方程式 :

$w_{tr}=w_{x,xx,}-3ww_{x}$ ,

をみたす. 従って, (3.13) は三角型の系である.
$\ovalbox{\tt\small REJECT} U,$ $U\rangle=-u_{x}$

, 十 $\frac{1}{2}u^{2}-w$ を, $u$ の式と $U$ の式, それぞれに代入すると,

$\{\begin{array}{l}u_{f_{\prime}}=-(wu+w_{\text{よ}})_{\text{よ}}U_{t}=-(wU)_{x_{\prime}}\end{array}$ (3.32)

を得る. いずれも線形で, $w(x, t)=0$の場合は, 自明な式に落ちる.

3.14 系 (3.14)

スカラー変数 $w$ を, $w=-u_{x,}+ \frac{1}{2}u^{2}-\frac{1}{2}\langle U, U\rangle$ によって定義すると, $w$ は

Kd�方程式 :
$w_{t}=w_{x,xx,}-3ww_{x}$ , (3.33a)

をみたす. 従って, (3.14) は三角型の系である. $\frac{1}{2}\langle U, U\rangle=-u_{x,}+\frac{1}{2}u^{2}-w$ を
$u$ の式に代入すると,

14
$ut=-u^{2}u_{x,}+2^{u}$ $-w,\text{。}+wu_{x}-w_{x}u-2wu^{2}+2w^{2}$ , (3.33b)

を得る.
系 (3.33) は, (少なくとも) 2つの高階対称性を持つので, 可積分であると
思われる. 最初の高階対称性は,

$\{\begin{array}{l}w_{t}=w_{X_{\prime}X_{\ell}X_{\prime}X_{l}X_{\prime}}-5ww_{X_{\prime}X_{l}X_{\prime}}-10w_{X_{\prime}}w_{X_{\prime}X_{\prime}}+\frac{\mathrm{l}5}{2}w^{2}w_{X_{\prime}}u_{t}=-\frac{1}{2}u^{4}w+2u^{2}w^{2}-2w^{3}+u^{2}wu_{X_{\prime}}-\frac{1}{2}w^{2}u_{X_{\prime}}-u^{3}w_{X_{\prime}}+5uww_{X_{\prime}}+2uu_{X_{\prime}}w_{x_{\prime}}+3w_{x_{\prime}}^{2}-u^{2}w_{X_{\prime}X_{\prime}}+5ww_{X_{\prime}X_{\prime}}+u_{x_{\prime}}w_{x_{\prime}x_{\prime}}-uw_{X_{\prime}X_{\prime}X_{\prime}}-w_{xx_{\prime}x_{\prime}x_{\prime}},\end{array}$
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で与えられ, これは, $w=0$ とおくと消えてしまう. 二番目の高階対称性に

ついても, 同様である. 一方, (3.33b) は, リダクション $w=0$ により, 非白
明な式 :

$u_{t}=-u^{2}u_{x,}+ \frac{1}{2}u^{4}$ ,

に落ちる. コンピューターを使って調べた限り, この方程式は, 高階対称性
を持たないようである.

従って, 可積分であると思われる系のリダクションにより, 高階対称性を
持たない $(?)$方程式が得られた. 可積分性とは何かを考える上で, (3.33) は,
興味深い系であろう.

3.15 系 (3.15)

スカラー変数 $w$ を, $w=-u_{x}+ \frac{1}{2}u^{2}-\frac{1}{2}\langle U, U\rangle$ によって定義すると, $w$ は

$\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$方程式 :
$w_{t},$ $=w,\text{。}-3ww_{x}$ ,

をみたす. 従って, (3.15) は三角型の系である.
$\frac{1}{2}\langle U, U\rangle=-u_{x,}+\frac{1}{2}u^{2}-w$ を, $u$ の式と $U$ の式, それぞれに代入すると,

$\{\begin{array}{l}u_{t}=-w_{x_{\prime}}u-\frac{\mathrm{l}}{2}wu^{2}-w_{xx_{\prime}}+w^{2}U_{t}=-\frac{\mathrm{l}}{2}(w_{x}+wu)U\end{array}$

を得る. $w(x, t)$ が与えられた時, $u(x, t)$ の従う方程式は, $x$ を fix してみる
と, Riccati方程式である. $w(x, t)$ と $u(x, t)$ が得られたならば, $U$ の式を積

分することができる :

$U(x,t)=\mathrm{e}^{-\frac{1}{2}\int_{\mathit{0}}^{t}(\mathrm{r}r)+wu)\mathrm{d}t’}xU(x, 0)$ .

3.16 系 (3.16)

$(N+1)$-成分ベクトル $W$ を, $W=(u, U)$ で定義すると, 系 (3.16) は, $-\ovalbox{\tt\small REJECT}$

のベクトル方程式 :
$W_{t}=W_{x,x,x,}+\langle W, W\rangle W_{x_{l}}$ ,

に書くことができる. このベクトルmKdV方程式が, 可積分であることは
良く知られている (例えば, 文献 [16, 17] を参照).
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3.17 系 (3.17)

$(N+1)$-成分ベクトル $W$ を, $W=(u, U)$ で定義すると, 系 (3.17) は, $-\ovalbox{\tt\small REJECT}$

のベクトル方程式 :

$W_{t}=W_{xx,x_{J}},+\langle W, W\rangle W_{x,}+\langle W, W_{x,}\rangle W$,

に書くことができる. このベクトルmKdV方程式も, 良く知られており, 文
献 [18] で, Lax形式に書けることが示されている.

3.18 系 (3.18)

この系は, Jordan mKdV方程式として既に知られている [10]. mKdV方
程式の行列拡張 :

Qt=Qxよ x-3(QxQ2+Q2Qx),

が可積分であることは良く知られているが, 特に

$Q=u1+ \sum_{j=1}^{N}$ Ujej, $\{\mathrm{e}_{i,}, \mathrm{e}j\}_{+}=-2\delta_{ij}1$ ,

とおくことで, (3.18) を得る.
系 (2.2), (3.6) との関係 : 新しいスカラー変数 $w$ , ベクトル変数 $W$ を,

$\{\begin{array}{l}w=\pm u_{\text{よ}}-u^{\mathit{2}}+\langle U,U\rangle W=U_{x_{l}}\mp \mathit{2}uU\end{array}$

によって定義すると (Miura型の変換), これらは, Jordan $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$方程式 (2.2) :

$\{\begin{array}{l}w_{f_{l}}=w_{x_{\prime}x_{\prime}x_{\prime}}+3(w^{2}-\langle W,W\rangle)_{x}W_{f_{l}}=W_{x_{\prime}x_{\prime}x_{\prime}}+6(wW)_{x_{\prime}}\end{array}$ (3.34)

をみたす. また, (3.34) のポテンシャル化を考えることで, 系 (3.6) を得る.

3.19 系 (3.19)

(3.19) が, Lax形式に書けることを示そう. まず, 以下の線形方程式系を
考える :

$\psi_{x}=U\psi$ , $\psi_{t}=V\psi$ , (3.35)

81



$U=(-\mathrm{i}(I_{l}R$ $\mathrm{i}\zeta I_{m}+PQ)$ , (3.36a)

$4\mathrm{i}\zeta^{\mathrm{d}}I_{m}+2\mathrm{i}\zeta RQ-P_{x,x,}+R_{x,}Q-RQ_{x}+P_{x,}P-PP_{x,}+2PRQ$

$)$

.

$+2RQP-P^{3}-3g_{x,}P$

(3.36b)

$-4\mathrm{i}(^{3}I_{l}-2\mathrm{i}(QR$

$+Q_{x,}R-QR_{x,}+2QPR$

$4\zeta^{2}Q+2\mathrm{i}\zeta(Q_{x}+QP)-Q_{xx_{J}}$

- $2Q_{x}P-QP_{x}+2QRQ$ - $QP^{2}$

$4\zeta^{2}R+2\mathrm{i}\zeta(-R_{x,}+PR)$

$-R_{x,x}+P_{x_{J}}R+2PR_{x,}$

$+2RQR-P^{2}R$

$4\mathrm{i}\zeta^{3}I_{m}+2\mathrm{i}\zeta RQ-P_{x,x,}+R_{x}Q$

$-RQ_{x}+P_{x_{l}}P-PP_{x,}+2PRQ$

$+2RQP-P^{3}-3g_{x,}P$

(はスペクトルパラメータ, $I_{l}$ と $I_{m}$
, は, 6 $l$ と $m\cross m$の単位行列, $Q,$ $R$ ,

$P$は行列変数, $g$は任意のスカラー関数である. Lax対 (3.36) を, (3.35) の無
矛盾条件 : $U_{t},$ $-V_{x_{l}}+UV-VU=O$ に代入すると, 3本の行列mKdV方
程式 :

$\{\begin{array}{l}Q_{f_{\prime}}+Q_{x_{\prime}x_{\prime}x_{\prime}}+3(Q_{x_{\prime}}P)_{x_{\prime}}-3Q_{x_{\prime}}RQ-3QRQ_{x_{\prime}}+3Q_{x_{\prime}}P^{2}+3QP_{x_{\prime}}P-3g_{x_{l}}QP=OR_{t_{\prime}}+R_{x_{\prime}x_{\prime}x_{\prime}}-3(PR_{x_{l}})_{x_{\prime}}-3R_{x_{\prime}}QR-3RQR_{x_{\prime}}+3P^{2}R_{x_{\prime}}+3PP_{x},R+3g_{x_{\prime}}PR=OP_{t}+P_{x_{\prime}xx},,+3(g_{x_{\prime}}P)_{x_{\prime}}-3(PRQ+RQP)_{x_{\prime}}+3PP_{x_{\prime}}P+3P^{2}.RQ-3RQP^{2}=O\end{array}$ (3.37)

を得る. (3.37) が, 転置に関するリダクション: $R={}^{t}Q,’ {}^{t}P=-P$ を許すこ

とに注意して,

$Q=(u, W_{1}, \ldots, W_{N})\equiv(u, W)$ , $R=(\begin{array}{l}uW_{\mathrm{l}}\vdots W_{N}\end{array})\equiv(\begin{array}{l}u,{}^{t}W\end{array})$ ,

$P=(\begin{array}{llll}0 W_{\mathrm{l}} \cdots W_{N}-W_{1} \vdots O -W_{N} \end{array})\equiv(\begin{array}{ll}0 W-^{f_{\prime}}W O\end{array})$ ,
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とおく. すると, (3.37) は, 以下の系に帰着する:

$u_{t}+u_{x,x,x},$ $-6u^{2}u_{x}-6u_{x}\langle W, W\rangle-6u\langle W, W_{x_{l}}\rangle$

$+3g_{x,}\langle W, W\rangle-3\langle W_{x,}, W\rangle_{x,}=0$ ,
(3.38)

$W_{t}+W_{xx,x,}+3(u_{x,}W)_{x,}-3ug_{x}W-3uu_{x}W$

$-3u^{2}W_{x,}-3\langle W, W\rangle W_{x,}-9\langle W, W_{x}\rangle W=0$ .

ここで, $g=u,$ $W= \frac{\mathrm{i}}{\sqrt{3}}U$ とおき , $t$ の符号を変えると, (3.38) $\}$ま系 (3.19) に
一致する.
系 (3.7) との関係: 新しいスカラー変数 $v$ を, $v=u_{x,}-u^{2}+ \frac{1}{3}\langle U, U\rangle$ によっ

て導入すると, (3.19) は, $v,$ $U$ に対する系として, 書き直すことができる :

$v_{t},$ $=(v_{xx,}+3v^{2}+v\langle U, U\rangle+\langle U, U_{xx,},\rangle)_{x}$ ,
(3.39)

$U_{t}=U_{xx,x,},+3v_{x,}U+3vU_{x,}+\langle U, U_{x,}\rangle U$.
(3.39) において, ポテンシャル化 : $v=\hat{u}_{x}$ を考えることで, $(3.7)(uarrow\hat{u}$ と

した系) を得る.

3.20 系 (3.20)

新しいスカラー変数 $w$ を, $w=u_{x,}-u^{2}$ によって導入することで, (3.20)
は, 以下の系に書き換えられる :

$w_{t},$ $=w_{x,x,x,}+6ww_{x}+w_{x,} \langle U, U\rangle+2w\langle U, U\rangle_{x}+\frac{1}{2}\langle U, U\rangle_{x,x,x},$,
(3.40)

$U_{t},$ $=U_{x,x,x,}+6(wU)_{x,}+\langle U, U\rangle U_{x,}+2\langle U, U\rangle_{x,}U$.
(3.40) は, 高階 Jaulent-Miodek方程式 [19] の新しい多成分拡張である. 以
下, (3.40) が Lax形式に書けることを示そう. 線形方程式系 :

$\psi_{xx}+(Q+\zeta R)\psi=\zeta^{2}\psi$,
(3.41)

$\psi_{t}=(4\zeta^{2}I+2\zeta R+2Q+\frac{3}{2}R^{2})\psi_{x}-[\zeta R_{x,}+Q_{x}+\frac{3}{4}(R^{2})_{x}]\psi$ ,

を考える. $\zeta$ はスペクトルパラメータ, $Q$ と $R$は同じサイズの正方行列で
ある. (3.41) に対して, 無矛盾条件 : $\psi_{x,x,t}=\psi_{txx}$ を考えると, 2本の行列方
程式 :

$Q_{t},$ $=Q_{x,x,x,}+3(Q^{2})_{x,}+ \frac{3}{4}$ (R2)。2+-32R2Qx
$+ \frac{3}{4}[Q(R^{2})_{x,}+3(R^{2})_{x,}Q]$ , (3.42)

$R_{t},$ $=R_{x,x,x_{l}}+3(QR+RQ)_{x}+ \frac{3}{4}[3(R^{2})_{x,}R+R(R^{2})_{x}+2R^{2}R_{x}]$ ,
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と, 1 つの制約条件 : $[Q, R^{2}]=O$ を得る. 特に,

$Q=w1$ , $R= \frac{\sqrt{6}}{3}\mathrm{i}\sum_{j=1}^{N}$ Ujej, $\{\mathrm{e}_{i}, \mathrm{e}_{j}\}_{+}=-2\delta_{ij}1$ ,

とおくと, 制約条件は白動的にみたされ, 行列方程式 (3.42) は, 系 (3.40) に
帰着する.
系 (3.8) との関係 : また別のスカラー変数 $v$ を, $v=u_{x}-u^{2}+ \frac{1}{6}\langle U, U\rangle$ に

よって導入すると, (3.20) は, $v,$ $U$に対する系として書き直すことができる:

$\{\begin{array}{l}v_{t},=(v_{x_{\prime}x_{\prime}}+3v^{2}+2v\langle U,U\rangle+\langle U,U_{x_{\prime}x_{\prime}}\rangle+\frac{1}{2}\langle U_{x_{\prime}},U_{x_{\prime}}\rangle)_{x}U_{t},=U_{x_{\prime}x_{\prime}x_{\prime}}+6v_{x_{\prime}}U+6vU_{x_{\prime}}+2\langle U,U_{x_{\prime}}\rangle U\end{array}$ (3.43)

(3.43) において, ポテンシャノレ化 : $v=\hat{u}_{x,}$ を考えることで, $(3.8)(uarrow\hat{u}$ と

した系) を得る.

3.21 系 (3.21)

新しいスカラー変数 $w$ , ベクトル変数 $W$ を,

$\{\begin{array}{l}w=u_{x_{\prime}}+u^{2}+\frac{1}{6}\langle U,U\rangle W=U_{x_{\prime}}+2uU\end{array}$

によって定義すると (Miura型の変換), これらは,

$\{\begin{array}{l}w_{tr}=w_{x_{\prime}x_{\prime}x}-6ww_{xt}+2\langle W,W_{x}\rangle W_{t},=-2W_{x_{\prime}x_{l}x}+6wW_{x}\end{array}$

をみたす. この系は, 変数のスケーリングにより, 結合型 Hirota-Satsuma
方程式 (2.4) と一致する.
系 (3.10) との関係 : また別のスカラー変数 $v$ を, $v=u_{x,}-u^{2}- \frac{1}{6}\langle U, U\rangle$

によって導入すると, (3.21) を, $v,$ $U$ に対する系として書き直すことがで
きる :

$\{_{U_{t}=-2U_{x,x,x,}-6v_{x}U-6vU_{x,}-4\langle U,U_{x,}\rangle U}^{v_{t}=(v_{xx,}+3v^{2}+4v\langle U,U\rangle+2\langle U,U_{x,x}\rangle+\langle U_{x,},U_{x,}\rangle+\frac{2}{3}\langle U,U\rangle^{2})_{x}},\cdot’(3.44)$

(3.44) において, ポテンシャノレ化 : $v=\hat{u}_{x_{l}}$ を考えることで, $(3.10)(uarrow\hat{u}$ と

した系) を得る.
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3.22 系 (3.22)

この系は, 2 階の方程式系 :

$\{u_{\tau}=\frac{1}{3}(\mathrm{l}+2a)(u_{x_{\prime}x_{\prime}}+2uu_{x_{\prime}})+\frac{4}{3}\langle U,U_{x_{\prime}}\rangle U_{\tau}=U_{x_{\prime}x}+\frac{1}{3}(\mathrm{l}-a)u_{x_{\prime}}U+uU_{x_{\prime}}+\frac{1}{12}(\mathrm{l}’-4a)u^{2}U-\frac{1}{3}\langle U,U\rangle U,(3.45)$

の 3階の対称性である. 変数変換 :

$\{\begin{array}{l}w=\mathrm{e}^{\int^{x}?l\mathrm{d}x_{\prime}’}W=U\mathrm{e}^{\frac{1}{2}\int^{x}\iota\ell \mathrm{d}x_{\prime}’}\end{array}$ (3.46)

により, 2つの系 (3.45), (3.22) は, (ほぼ)線形化される :

$\{\begin{array}{l}w_{T}=\frac{1}{3}(1+2a)w_{xx}+\frac{2}{3}\langle W,W\rangle W_{\tau}=W_{x_{\prime}x_{\prime}}\end{array}$ (3.47)

$\{\begin{array}{l}w_{t},=aw_{x_{\prime}x_{\prime}x}+\langle W,W\rangle_{x_{\prime}}W_{t}=W_{x_{\prime}x_{\prime}x_{\prime}}\end{array}$ (3.48)

$a=1$ の場合, 更に変換 : $W=V_{x,},$ $w+ \frac{1}{3}\langle V, V\rangle=v$ を考えることで, 完全
に線形化することができる. $a=- \frac{1}{2}$ の場合, (3.47) の $w$ の式を積分するこ

とができ,
$w(x, \tau)=\frac{2}{3}\int^{\tau}\langle W(x, \tau’), W(x, \tau’)\rangle \mathrm{d}\tau’$ ,

を得る. 同様に, $a=0$ の場合, (3.48) の $w$ の式を積分することができる.
$a$の値がこれら以外のとき, (3.47) と (3.48) を, (Green関数等を持ち出さず

に)綺麗に解くことができるかどうかは, 不明である.

3.23 系 (3.23)

この系は, (3.22) において, $t,$ $U$のスケーリングを変えてから, $aarrow\infty$ の

極限をとることで得られる. このことから類推される通り, (3.23) は, 2 階
の方程式系 :

$\{\begin{array}{l}u_{\tau}=u_{x_{\prime}x_{\prime}}+2uu_{x_{\prime}}+2\langle U,U_{x_{\prime}}\rangle U_{\tau}=-\frac{1}{2}u_{x_{\prime}}U-\frac{\mathrm{l}}{2}u^{2}U-\frac{1}{2}\langle U,U\rangle U\end{array}$ (3.49)

の 3階の対称性である.
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2つの系 (3.49), (3.23) は, (3.22) の場合と全く同じ変換 (3.46) により,

$\{\begin{array}{l}w_{\tau}=w_{x_{\prime}x}+\langle W,W\rangle W_{\tau}=0\end{array}$

$\{\begin{array}{l}w_{t}=w_{x_{\prime}xx_{\prime}}+\langle W,W\rangle_{x_{\prime}}W_{t}=0\end{array}$

にうつされる. 更に, 変換 : $\langle W, W\rangle=g’’(x),$ $w+g(x)=v$ を考えることで,
完全に線形化することができる.

3.24 系 (3.24)

この系は, 2階の方程式系 :

$\{_{U_{\tau}=}^{u_{\tau}=}u^{x,}2_{U+uU_{x}}^{+2uu_{x}+\langle U,U_{x,}\rangle},,$

’
(3.50)

の 3 階の対称性である. 系 (3.50) について考えてみよう. スカラー変数 $w$

を, $w= \frac{1}{2}\langle U, U\rangle$ によって定義すると, (3.50) から, 2成分 Burgers方程式 :

$\{\begin{array}{l}u_{\tau}=u_{x_{\prime}x}+2uu_{x_{\prime}}+w_{x_{\prime}}w_{\tau}=(uw)_{x_{\prime}}\end{array}$ (3.51)

を得る. 従って, (3.50) は, 2成分Burgers方程式 (3.51) と, $U$ に対する線形

方程式からなる三角型の系である.
(3.51) 式の自明でない解 $u(x, \tau),$ $w(x, \tau)$ が与えられたとき, 残された $U$

に対する方程式 :

$(U_{j}^{2})_{\tau}=(uU_{j}^{2})_{x}$, $j=1,2,$ $\ldots,$
$N$,

は, 結合型 Ito方程式 (2.3) の場合と同様に, 解くことができる.

従って, 問題は, 2成分Burgers方程式 (3.51)の可積分性である. (3.51) が
無限個の可換な対称性を持つことは, 文献 [20] で示されている. しかし残念

ながら, (3.51) に対する線形化変換, –oe解, あるいは fakeでない Lax表示
等を見つけることはできなかった. 代わりに, 文献 [5] では, 進行波解につ
いて調べた.
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325 系 (3.25)

$U$ が 1 成分ベクトル, 即ちスカラー変数のときは, 系 (3.25) は, 系 (3.24)
と一致する. しかし, (3.24) とは異なり, (3.25) は 2階の対称性を持たない.

324章と同様に, $w= \frac{1}{2}\langle U, U\rangle$ とおくと, (3.25) から, 2成分 Burgers方程式
(3.51) の 3 階の対称性を得る. 従って, 主な問題は, 2成分 Burgers方程式

(3.51) の階層をどうやって解くかだが. . .

4 結合型 Ibragimov-Shabat方程式

紙数の都合上, 一般形は省略するが, 次の定理が成り立つ.

定理 4.1 Ibragimov-Shabat型の重みづけのもとで, 5 階の対称性を持つ
3 階のスカラー. ベクトル結合系は, 変数のスケーリングにより, 以下の 2
つの系のどちらかと一致する :

$u_{t},$ $=(a+1)(u_{xx,x,}+3u^{2}u_{xx,}+9uu_{x}^{2}+3u^{4}u_{x,}+3u_{x,x,}\langle U, U\rangle$

$+6u_{x,}\langle U, U_{x,}\rangle+3u_{x}\langle U, U\rangle^{2})+2au\langle U, U_{x,x,}\rangle+(2a+3)u\langle U_{x,}, U_{x,}\rangle$

$+(10a+6)u_{x}u^{2}\langle U, U\rangle+2au^{3}\langle U, U_{x,}\rangle+6au\langle U, U\rangle\langle U, U_{x}\rangle$

$+au^{5}\langle U, U\rangle+2au^{3}\langle U, U\rangle^{2}+au\langle U, U\rangle^{3}$ ,
(4.1)

$U_{t},$ $=U_{x,x,x},$ $+\cdot 3\langle U, U\rangle U_{x,x,}+6\langle U, U_{x},\rangle U_{x,}+3\langle U_{x,}, U_{x,}\rangle U+3\langle U, U\rangle^{2}U_{x,}$

$-2au_{x,x,}uU+(a+3)u_{x}^{2}U+6uu_{x,}U_{x,}+3u^{2}U_{x,x,}-6au_{x}u^{3}U$

$+3u^{4}U_{x,}-2au_{x,}u\langle U, U\rangle U-4au^{2}\langle U, U_{x,}\rangle U+6u^{2}\langle U, U\rangle U_{x,}$

$-au^{6}U-2au^{4}\langle U, U\rangle U-au^{2}\langle U, U\rangle^{2}U$, $a$ : arbitrary,

$\{\begin{array}{l}u_{t}=u_{x_{\prime}x_{\prime}x_{\prime}}+3u^{2}u_{x_{\prime}x_{\prime}}+9uu_{x_{\prime}}^{2}+3u^{4}u_{x_{\prime}}+3u_{x_{\prime}x_{\prime}}\langle U,U\rangle+6u_{x_{\prime}}\langle U,U_{x_{\prime}}\rangle+2u\langle U,U_{x_{\prime}x_{\prime}}\rangle+2u\langle U_{x_{\prime}},U_{x_{\prime}}\rangle+10u_{x}u^{2}\langle U,U\rangle+2u^{3}\langle U,U_{x_{\prime}}\rangle+u\langle U,U\rangle^{3}+3u_{x_{\prime}}\langle U,U,\rangle^{2}+6u\langle U,U\rangle\langle U,U_{x}\rangle+u^{5}\langle U,U\rangle+2u^{3}\langle U,U\rangle^{2}(4.2)U_{t},=-2u_{x_{I}x_{\prime}}uU+u_{x_{\prime}}^{2}U-6u_{x_{\prime}}u^{3}U-2u_{x_{\prime}}u\langle U,U\rangle U-4u^{2}\langle U,U_{x_{\prime}}\rangle U-u^{6}U-2u^{4}\langle U,U\rangle U-u^{2}\langle U,U\rangle^{2}U\end{array}$

口

(4.1), (4.2) 共に $U=0$ とおくことが可能で, この点からみると, どちらも

Ibragimov-Shabat方程式の拡張になっている. また, (4.1) は, $u=0$ とおけ
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ば, ベクトル Ibragimov-Shabat方程式 [21] :

$U_{t}=U_{x,x,x}+3\langle U, U\rangle U_{xx_{r}}+6\langle U, U_{x,}\rangle U_{T,}+3\langle U_{x,}, U_{x,}\rangle U+3\langle U, U\rangle^{2}U_{x,}$ ,

に帰着する.

4.1 系 (4.1)

(4.1) が, 保存則 : $(u^{2}+\langle U, U\rangle)_{t}=(\cdots)_{x,}$ を持つことに注目する (紙数の
都合上, ffi�は省略). 変数変換 :

$\{\begin{array}{l}w=u\mathrm{e}^{\int^{x}(|l^{2}+\langle U,U\rangle)\mathrm{d}x’}W=U\mathrm{e}^{\int^{x}(t\iota^{2}+\langle U,U))\mathrm{d}x_{\prime}}’\end{array}$ (4.3)

を考えると, $w$ と $W$ に対する一対の線形方程式 :

$\{\begin{array}{l}w_{t}=(a+\mathrm{l})w_{\text{よ}xx}W_{t}=W_{x_{\prime}x_{\prime}x_{\prime}}\end{array}$

を得る.

4.2 系 (4.2)

(4.2) が, 保存則 : $(u^{2}+\langle U, U\rangle)_{t}=(\cdots)_{x}$ を持つことに注目する. 4.1章と
同じ変数変換 (4.3) を考えると, 線形方程式と自明な式の対 :

$\{\begin{array}{l}w_{t}=w_{xxx\text{ラ}}W_{t}=\mathit{0}\end{array}$

を得る.

5 おわりに

$\bullet$ スカラー変数とベクトル変数の結合系について, コンピューターを使っ
て, 高階対称性を持つ場合をしらみつぶしに求めた.

$\bullet$ 得られた 1 つ 1 つの系について考察を加え, 多くの場合に, Lax形式に
書ける, 線形化可能である, など何らかの意味で可積分といえること
を示した. 一方で, (3.31)式や, 2成分 Burgers方程式 (3.51) のように,
解き方がわからない方程式も出てきた.
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$\bullet$ 3通りの重みづけの中で, 特に mKdV型の場合が, 可積分系の数も多

く, 性質も多様であることが判明した (はつきりした理由は不明).

・スカラー変数 1 つ. ベクトル変数 1 つの系を考えたために, スカラー

変数 2つの系等と比べ, 2つの系をつなぐ変数変換を探すのが容易で
あった (形がかなり限られるため).

$\bullet$ 近年, コンピューター性能の進歩などにより, 可積分系の完全なリスト
を作る研究が盛んに行われている (例えば, 文献 [21-27] を参照). 当研
究は, これらの研究 (の一部) の延長上にあるものである ([5] で詳述).
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