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概要

Hechler の定理とは, 「任意の $\aleph_{1}$-directed な順序集合は, countable chain con-
dition を満たす強制法によって, 順序構造 $(’,$ $\leq^{*})$ の中に cofinal に埋め込むこと
ができる」 という主張である. 本稿では, $(\omega^{\omega}, \leq^{*})$ の代わりに, 実数直線上の第一類
集合 (meager sets) およびルベーグ零集合 (null sets) のなすイデアルにおける集合
の包含関係 $(\subseteq)$ を考え, これらのイデアルについても, Hechler の定理と同様の 「順
序構造の埋め込み定理」が成り立つことを証明する.

1 はじめに

$\omega$ から $\omega$ への関数 $f,$ $g$ に対して, $f\leq^{*}g$ とは, 有限個を除くすべての $n<\omega$ について

$f(n)\leq g(n)$ であることを表す. 実数直線上の第一類集合 (meager sets) およびルベーグ

零集合 (null sets) のなすイデアルを, それぞれ $\mathcal{M},$ $N$ で表す.

Hechler の定理 [8] とは, 次に示す主張である $*1$ .

定理 1.1(Hechler の定理). $(Q, \leq)$ を, 順序集合で, 特に, すべての可算部分集合が

strict upper bound をもつ (すなわち, すべての可算集合 $A\subseteq Q$ に対して, $b\in Q$ で, す

べての $a\in A$ について $a<b$ であるものが存在する) ものとする $*2$ . このとき, countable
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$*1$ Hechler の原論文 [8] による証明はとても長く難解であるが, これは, この論文が forcing の理論の初期
に書かれたものであって, 当時は現在のような簡明な forcing の手法 (特に, iterated forcing の概念) が
確立していなかったためである. Burke は, この証明を今日流の表現を用いて簡潔な形に書き直したもの
を発表している [6].

$*2$ この条件は, 定理が成り立つための明らかな必要条件でもある. なぜなら, strict upper bound をもたな
い可算集合 $A\subseteq Q$ が存在すれば, すべての $a\in A$ について $f_{a}\leq*g$ となる $g\in\omega^{\omega}$ が存在するが, こ
の $g$ について $g\leq*f_{x}$ となる $x\in Q$ は存在しないからである.
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chain condition (ccc) を満たす forcing notion $\mathrm{P}$ で, 以下の性質をもつものが存在す

る: $\mathrm{P}$ による拡大モデルにおいて, $(\omega^{\omega}, \leq^{*})$ は $Q$ と順序同型でかつ cofinal な部分集合
$\{f_{a} : a\in Q\}$ を含む. すなわち, $\{f_{a} : a\in Q\}$ (こつ $\mathrm{t}_{\sqrt}$ )て以下力{成り立つ.

1. すべての $g\in\omega^{\omega}$ について, $g\leq^{*}f_{a}$ を満たす $a\in Q$ が存在する.

2. $a,$ $b\in Q$ (こついて, $a\leq b$ のとき, かつそのとき (こ限り $f_{a}\leq*f_{b}$ である.

この定理について, Soukup[10] は, 次のような問題を提示した.

問題 L2. イデアル $\mathcal{M},$ $N$ において集合の包含関係 $(\subseteq)$ を考えた順序構造 $(\mathcal{M}, \subseteq)$ ,
$(N, \subseteq)$ について, Hechler の定理と同様の「順序構造の埋め込み定理」 は成り立つか? す

なわち, すべての可算部分集合が strict upper bound をもつ順序集合 $Q$ について, $\mathrm{c}\mathrm{c}\mathrm{c}$ を

満たす forcing notion で, その順序構造を $(\mathcal{M}, \subseteq)$ または $(N, \subseteq)$ に cofinal に埋め込む
ものは存在するか

この問題は, $\mathcal{M}$ については, $\mathrm{B}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{z}\mathrm{y}\acute{\mathrm{n}}\mathrm{s}\mathrm{k}\mathrm{i}$ と嘉田の共同研究 [4] によって完全に解決さ
れた. また, $N$ については, 埋め込む順序構造が well-founded である場合に限って証明さ
れている.

本稿では, これらの結果の証明を与える. まず, Hechler の定理の証明における基本的な
アイデアである “well-founded iteration” について, 第 2 節で解説する. そして, 第 4 節
と第 7 節において, それぞれ meager ideal と null ideal に関する順序構造の埋め込み定理
を証明する. 第 3, 5, 6 節は, 主定理を証明するための準備である.

集合論に関する基本的な定義や記法は [2] に従う $*3$ . $\omega$ から $\omega$ への狭義単調増加関数の

全体を $\omega^{\uparrow\omega}$ で表し, $\omega$ の元の狭義単調増加な有限列の全体を $\omega^{\uparrow<\omega}$ で表す. $f,$ $g\in\omega^{\uparrow\omega}$

に対し, $f\subseteq g$ とは, 有限個を除くすべての $n<\omega$ に対して, $g(n)\leq f(m)<f(m+1)\leq$

$g(n+1)$ を満たす $m<\omega$ が存在するときにいう $*4$ . $S= \prod_{n<\omega}[\omega]\leq n$ と定義し, $S$ の

各々の元をスラロームと呼ぶ. また, $\mathcal{T}=\bigcup_{n<\omega}\prod_{i<n}[\omega]^{\leq i}$ とおく.

第 3 節以降では, “実数” の空間としてカントール空間 $2^{\omega}$ , すなわち, 2 点からなる離散

空間 $2=\{0,1\}$ の可算個の直積位相空間を考える. また, 各座標における $2=\{0,1\}$ の各

点に 1/2 の測度を与え, その直積測度を考えることによって, $2^{\omega}$ に自然な測度が導入さ

れる. これにより, $2^{\omega}$ 上の第一類集合全体のなすイデアル $\mathcal{M}$ および零集合全体のなすイ

デアル $N$ が定義される. 特に, $\mathcal{M},$ $N$ のどちらも, ポレル集合から生成されるイデアル

$*3$ ただし, forcing Iこ関しては, $p\leq q$ で「$p$ は $q$ より強い condition である」 ことを表す.
$*4$ 一般には, $f\subseteq g$ は $f\leq*g$ の必要条件でも十分条件でもない. ただし, $f\subset g$ を「 $f\subseteq g$ かつ gf」
で定義すると, 「 $f\subset g$ ならば $f\leq*g$」 が成り立つ.
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であり, かつ, あるボレルコードに対応するポレル集合が $\mathcal{M},$ $N$ に属するか否かは, (その

コードが属するすべてのモデルに関して) 絶対的である. そのため, $\mathcal{M},$ $N$ に属するボレ

ル集合は, しばしば (集合そのものではなく) そのボレルコードとして扱われる.

以下の節では, 順序集合に関する下記の事実を用いる. 証明は [11] を参照されたい.

命題 L3. 順序集合 $(P, \leq)$ とその元 $c\in P$ を固定したとき, $P$ 上の順序関係 $\leq$ の拡張

となる全順序関係 $\leq’$ で, 特に, $\leq$ に関して $c$ と比較不可能なすべての元 $y\in P$ について

$c\leq’y$ となるものが存在する.

2Hechler の方法一 WeII-founded iteration

Hechler の定理の証明に用いられている基本的な手法は, “well-founded iteration”, す

なわち, well-founded であるが必ずしも線形でない順序構造に沿った iteration である.

“well-founded iteration” という用語は Jech [9, Chapter 23] によるものであるが,

Dordal [7, Section 1] は, “$I$-iteration” または “$I$-indexed finite-support iteration” $(I$

は well-founded な順序集合) と称して, well-founded iteration の一般論を展開している.
$\mathrm{V}$ を ZFC のモデルとする. $\omega^{\omega}$ の元 $g$ が, $\mathrm{V}$ に属するすべての $\omega^{\omega}$ の元 $f$ に対して

$f\leq*g$ を満たすとき, $g$ は $\mathrm{V}$ 上 $\leq*$-dominating(または, 単 [こ “$\mathrm{V}$ 上 dominating”)

であるという.

Hechler の定理の証明では, 以下に示す, 基底モデル上 $\leq*$ -dominating な関数を有限近

似で付加する forcing notion (いわゆる “Hechler $\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$

” )$*5$ が用いられている.

定義 2.1. $\mathrm{D}$ を, 以下によって定義される forcing notion とする. $\mathrm{D}$ の condition は

$p=(s^{p}, f^{p})$ の形で, $s^{p}\in\omega^{<\omega}$ かつ $f^{p}\in\omega^{\omega}$ を満たすものである (すなわち, 集合として

は $\mathrm{D}=\omega^{<\omega}\cross\omega^{\omega}$ である $*6$ ). 以下, $\mathrm{D}$ の condition $p$ について, 特に断ることなく $p$ の

第 1 成分と第 2 成分をそれぞれ $s^{p},$ $f^{p}$ で表す.
$\mathrm{D}$ の condition $p,$ $q$ に対して, $p\leq q$ とは, 以下が成り立つときにいう.

1. $s^{p}\supseteq s^{q}$ ,

2. すべての $n<\omega$ [こついて $f^{p}(n)\geq f^{q}(n)$ , かつ,

$*5$ “Hechler forcing” という用語の使い方には注意を要する. 単に Hechler forcing というと, ここで定

義している $\mathrm{D}$ を指すことが多いが, 文脈によっては, Hechler の定理の証明で構成された well-founded
iteration を指すこともあり得るからである.

$*6\mathrm{D}$ の定義としては, さらに $s^{p}\subseteq f^{p}$ という条件を加えることが多い. しかし, この条件を外しても,

forcing notion としては同値になる.
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3. $|s^{q}|\leq n<|s^{p}|$ を満たすすべての $n$ (こついて, $s^{p}(n)\geq f^{q}(n)$ である.

以下の命題の証明は容易である.

命題 22. $\mathrm{D}$ は $\sigma$-centered である. ゆえに, 特に $\mathrm{D}$ は $\mathrm{c}\mathrm{c}\mathrm{c}$ を満たす.

命題 2.3. $\mathrm{V}$ を基底モデルとし, $G$ を $\mathrm{V}$ 上 $\mathrm{D}$-generic なフィルタとする. $\mathrm{V}[G]$ におい

て, $d_{G}=\cup\{s^{p} : p\in G\}$ と定義する. このとき, $d_{G}\in\omega^{\omega}$ となり, かつ, d。は $\mathrm{V}$ 上

$\leq*$ -dominating である.

したがって, 与えられた順序構造 $(Q, \leq)$ が well-founded であれば, その順序構造に

沿って, $\mathrm{D}$ によって $\leq*$ -dominating な関数を次々に付け加えればよい. 具体的には, ある

$a\in Q$ に着目し, その位置で $\mathrm{r}_{a}$ より小さい部分の $\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$」 による拡大モデルにおける $\mathrm{D}$

を考えると, その forcing によって, $\mathrm{r}_{a}$ より小さい部分の forcing」 による拡大モデルに

属する関数をすべて dominate する関数が付加される. これを, $Q$ における rank に関す

る帰納法で行えばよい.

こうすると, generic に付加される関数の間の $\leq*$ に関する順序関係は, $Q$ における順

序関係を保っている. また, $Q$ の任意の可算部分集合が strict upper bound を持つことか

ら, generic に付加される関数の全体が $(\omega^{\omega}, \leq^{*})$ において cofinal であることもわかる.

残る問題は, $Q$ において比較不可能な 2 元 $a,$ $b$ のそれぞれの位置で付加される関数 $d_{a}$ ,
$d_{b}$ が, $\leq*$ の意味で比較不可能であることを示すことである. 実は, これは本質的には次の

命題の証明と同じである.

命題 2.4. $G=G_{1}\cross G_{2}$ は $\mathrm{V}$ 上 $\mathrm{D}\cross \mathrm{D}$-generic なフィルタとし, かつ, $G_{1},$ $G_{2}$ はともに

$\mathrm{V}$ 上 $\mathrm{D}$-generic なフィ)レタであるとする. $\mathrm{V}[G_{1}\cross G_{2}]$ [こおいて, $d_{1}=d_{G_{1}},$ $d_{2}=d_{G_{2}}$ と

定義する. このとき, $d_{1}\not\leq^{*}d_{2}$ かつ $d_{2}\not\leq^{*}d_{1}$ である.

証明. 対称性より, $d_{1}\not\leq*d_{2}$ のみ示せば十分である.
$\dot{d}_{1},\dot{d}_{2}$ を, それぞれ $d_{1},$ $d_{2}$ を表す $\mathrm{D}$-name とする. 任意の $(p_{1},p_{2})\in \mathrm{D}\cross \mathrm{D}$ と

$N<\omega$ (こ対し, $(q_{1}, q_{2})\in \mathrm{D}\cross \mathrm{D}$ と $n<\omega$ で, $(q_{1}, q_{2})\leq(p_{1},p_{2}),$ $n>N$ かつ
$(q_{1}, q_{2})|\vdash\dot{d}_{2}(n)<\dot{d}_{1}(n)$ を満たすものが存在することを示す. これにより, 無限個の

$n<\omega$ [こついて $d_{2}(n)<d_{1}(n)$ , すなわち $d_{1}\not\leq^{*}d_{2}$ であることが示される.

$n= \max\{N, |s^{p1}|, |s^{p2}|\}+1$ とする. $q_{2}\leq p_{2}$ を, $|s^{q2}|\geq n+1$ となるよう {ことる.

次 [こ, $q_{1}\leq p_{1}$ を, $|s^{q1}|\geq n+1$ かつ $s^{q2}(n)<s^{q_{1}}(n)$ を満たすよう [こ選ぶ. このとき,
$(q_{1}, q_{2})$ が求める condition である. 口
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序集合とし, これに $Q$ 自身を最大元として付け加えた順序集合 $Q^{*}=Q\cup\{Q\}$ を考える.

$Q^{*}$ には自然に rank function が定義できる. 各 $a\in Q^{*}$ に対して, $Q_{a}=\{x\in Q : x<a\}$

と定義する.

$Q^{*}$ 上の rank に関する帰納法によって, 各 $a\in Q^{*}$ に対して forcing notion H。を次の
ように定義する.

H。の condition $p$ は $p=\{(s_{x}^{p}, j_{x}^{p}) : x\in D^{p}\}$ の形で, 次の条件を満たすものとする.

1. $D^{p}$ it Q。の有限部分集合であり,

2. 各 $x\in D^{p}$ について, $s_{x}^{p}\in\omega^{<\omega}$ , かつ, $\dot{f}_{x}^{p}$ は $\omega^{\omega}$ の元を表す Hエー name である $*7$ .

以下, 特に断ることなく, H。の condition $p$ の各成分を $s_{x}^{p},$
$j_{x}^{p},$ $D^{p}$ と表記する.

p\in H。と $b<a$ (こ対して, $p$ 「 $b=\{(s_{x}^{p}, j_{x}^{p}) : x\in D^{p}\cap Q_{b}\}$ と定義する. このとき,

$p\mathrm{r}b$ は $\mathbb{H}_{b}$ の condition となる.

H。の condition $p,$ $q$ について, $p\leq q$ とは, 以下の条件が満たされるときにいう.

1. $D^{p}\supseteq D^{q}$ ,

2. 各 $x\in D^{q}$ [こついて,

(a) $s_{X}^{p}\supseteq s_{X}^{q}$ ,
(b) すべての $n<\omega$ [こついて $p$「 $x|\vdash_{\mathbb{H}_{x}}$

“$j_{X}^{p}(n)\geq j_{x}^{q}(n)$ ”, かつ

(c) $|s_{x}^{q}|\leq n<|s_{x}^{p}|$ を満たすすべての $n$ [こついて $p\mathrm{r}x|\vdash_{a\mathbb{H}_{e}}$
“$s_{x}^{p}(n)\geq j_{x}^{q}(n)$” で

ある.

こうして最終的に得られる H。が, 求める forcing notion である.

この定義を見ると, $(s_{x}^{p}, j_{x}^{p})$ はちょうど “$\mathrm{V}^{\mathbb{H}_{x}}$ における $\mathrm{D}$ の condition” に相当するこ
とが見てとれる. すなわち, p\in H。および $x\in D^{p}$ [こついて, $|\vdash_{\mathbb{H}_{x}}$

“ $(s_{x}^{p},\dot{f}_{x}^{p})\in\dot{\mathrm{D}}$” (た

だし, $\dot{\mathrm{D}}$ は $\mathrm{V}^{\mathbb{H}_{x}}$ における forcing notion $\mathrm{D}$ を表す $\mathbb{H}_{x}$ -name) が成り立っている. また,

順序関係 [こついても, $p\leq q$ ならば, すべての $x\in D^{q}$ [こついて, $p$ 「 $x\leq_{\mathbb{H}_{x}}q[x$ かつ

$p[x|\vdash_{\mathbb{H}_{x}}$
“ $(s_{x}^{p}, j_{x}^{p})\leq_{\dot{\mathrm{D}}}(s_{x}^{q},\dot{f}_{x}^{q})$

” となっている. したがって, この定義はまさに “$Q$ の順

序構造に沿った finite support iteration” と考えることができる. 特に, $Q$ が整列順序集

合で, $Q$ の順序型が $\alpha$ の場合は, $\mathbb{H}_{Q}$ は長さ $\alpha$ の finite support iteration にほかならな

$*7$ 正確には, $s_{x}^{p}$ も $\mathbb{H}_{x}$-name として定義すべきかもしれない. しかし, そのように定義したとしても, $s_{x}^{p}$ は

有限集合を表す name であり, かつ, iteration を finite support で行っているので, すべての $s_{x}^{p}$ の値力 S

基底モデルの特定の元に決定されているような condition の全体は dense になる. したがって, $s_{x}^{p}$ は基

底モデルの元であるとしても, forcing notion としては同等である.
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い. この意味で, このような forcing notion の帰納的な構成法を “well-founded iteration”
と呼ぶことにする.

H。に関する以下の事実は容易に証明できる. これらの事実から, H。が $Q$ の順序構造

を $(’,$ $\leq^{*})$ に cofinal に埋め込むことがわかる.

1. $a,$ $b\in Q^{*}$ について, $a\leq b$ ならば, $\mathbb{H}_{a}\subseteq \mathbb{H}_{b}$ であり, かつ, H。から $\mathbb{H}_{b}$ への自然な

埋め込みは complete embedding である.

2. H。は $\mathrm{c}\mathrm{c}\mathrm{c}$ を満たす.

3. $\mathrm{V}$ を基底モデル, $G$ を $\mathrm{V}$ 上 $\mathbb{H}_{Q}$-generic なフィルタとする. $\mathrm{V}[G]$ において, 各

$a\in Q$ に対して, $d_{a}=\cup$ { $s_{a}^{p}$ : $p\in G$ かつ $a\in D^{p}$ } と定義する. このとき, $\mathrm{V}[G]$

において以下が成り立つ.

(a) すべての $a\in Q$ [こついて, $d_{a}\in\omega^{\omega}$ である.

(b) $a\leq b$ ならば $d_{a}\leq^{*}d_{b}$ である.

(c) 逆 [こ, $a\not\leq b$ ならば $d_{a}\not\leq^{*}d_{b}$ である.

(d) すべての $\omega^{\omega}$ の元 $f$ に対して, f\leq *d。となる $a\in Q$ が存在する.

それでは, $Q$ が we垣-founded でない場合はどうすればよいだろうか.

Hechler の証明のアイデアは次のとおりである. $Q$ の well-founded かつ cofinal な部分

集合 $R$ を固定し, $R^{*}=R\cup\{Q\}$ とおく. $R^{*}$ の上には自然に rank function が定まるが,
$x\in Q\backslash R$ [こ対して rank(x) $= \min${ $\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}(y)$ : $y\in R^{*}$ かつ $x<y$} と定めること [こよっ

て, $R^{*}$ 上の rank function を $Q^{*}$ 全体に拡張することができる. この拡張された rank に

関する帰納法で, forcing notion を定義すればよい.

この際に問題となるのは, $Q$ 全体に拡張された rank に関しては, “rank が同じ元の間に

順序関係がある”, すなわち, “$x<y$ かつ rank(x) $=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}(y)$
” という状況が起こりうる

ことである. $Q$ が最初から well-defined の場合には, このようなことは起こらない.

$Q$ 上の rank に関する帰納法で dominating な関数を付け加えていくので, $x<y$ か

つ rank(x) $<\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}(y)$ の場合には, $x$ と $y$ の位置で付カ $\Pi$ される 2 つの関数 $d_{x},$ $d_{y}$ が

$d_{x}\leq^{*}d_{y}$ を満たすのは明らかである. また, 付加された関数の全体が cofinal になること

は, $R$ が $Q$ の中で cofinal であることから, $R$ に対応する関数の族によって保証される.

しかし, $x<y$ かつ rank(x) $=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}(y)$ の場合につ 1)で, $d_{x}\leq*d_{y}$ を保証するためには,

forcing notion の定義に変更を加えなければならない.

そこで, well-founded とは限らない順序集合 $(Q, \leq)$ について, H。を次のように定
義する. $R,$ $R^{*}$ , rank(x) は上述のとおり定義されているとする. $a,$ $b\in Q^{*}$ につい

て, $a<b$ かつ rank(a) $<\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}(b)$ であるとき, $a\ll b$ と表す. $a\in Q^{*}$ {こついて,
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$Q_{a}=\{x\in Q : x<<a\}$ と定義する.

定義 25. $Q^{*}$ 上の rank に関する帰納法によって, 各 $a\in Q^{*}$ に対して forcing notion
H。を次のように定義する.

H。の condition $p$ は $p=\{(s_{x}^{p}, j_{x}^{p}) : x\in D^{p}\}$ の形で, 次の条件を満たすものとする.

1. $D^{p}$ は Q。の有限部分集合,
2. 各 $x\in D^{p}$ について, $s_{x}^{p}\in\omega^{<\omega},\dot{f}_{x}^{p}$ は’の元を表す $\mathbb{H}_{x}$ -name であり, かつ,
3. $x,$ $y\in D^{p}$ [こつ $\mathrm{A}1$で, $x<y$ かつ rank(x) $=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}(y)$ ならば, $|s_{x}^{p}|\geq|s_{y}^{p}|$ である.

以下, 特に断ることなく, H。の condition $p$ の各成分を $s_{x}^{p},$
$j_{x}^{p}$ , $D^{p}$ と表記する.

p\in H。と $b<a$ (こ対して, $p$ 「 $b=\{(s_{x}^{p}, j_{x}^{p}) : x\in D^{p}\cap Q_{b}\}$ と定義する. このとき,
$p[b$ は $\mathbb{H}_{b}$ の condition となる.

H。の condition $p,$ $q$ について, $p\leq q$ とは, 以下の条件が満たされるときにいう.

1. DpDqラ

2. 各 $x\in D^{q}$ [こついて,
(a) spxsxqフ
(b) すべての $n<\omega$ [こついて $p$「 $x|\vdash_{\mathbb{H}_{x}}$

“$j_{x}^{p}(n)\geq j_{x}^{q}(n)$”,
(c) $|s_{x}^{q}|\leq n<|s_{x}^{p}|$ を満たすすべての $n$ について $p[x|\vdash_{\mathbb{H}_{x}}$

“$s_{x}^{p}(n)\geq j_{x}^{q}(n)$” で

あり, かつ,

3. $x,$ $y\in D^{p}$ について, $x<y$ かつ rank(x) $=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}(y)$ ならば, $|s_{y}^{q}|\leq n<|s_{y}^{p}|$ を満

たすすべての $n$ [こついて $s_{y}^{p}(n)\geq s_{x}^{p}(n)$ である.

p\in H。の条件 (3) および $p\leq q$ の条件 (3) が, “$x<y$ かつ rank(x) $=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}(y)$ な

らば $d_{x}\leq*d_{y}$
” を保証するために付け加えられた条件である. 特に, p\in H。の条件 (3)

[こよって, $x,$ $y\in D^{p},$ $x<y$ , rank(x) $=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}(y)$ かつ $s_{y}^{p}(n)$ が定義されていれば, 必ず
$s_{x}^{p}(n)$ は定義されているので, $p\leq q$ の条件 (3) は常に意味を持つ.

こうして最終的に得られる H。が, 求める forcing notion であることは, 以下の補題か
らわかる. これらの補題の証明は [6] を参照されたい.

補題 2.6. $a,$ $b\in Q^{*}$ について, $a\ll b$ ならば, $\mathbb{H}_{a}\subseteq \mathbb{H}_{b}$ であり, かつ, H。から $\mathbb{H}_{b}$ への

自然な埋め込みは complete embedding である.

補題 2.7. $\mathbb{H}_{Q}$ は $\mathrm{c}\mathrm{c}\mathrm{c}$ を満たす.
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定義 28. $\mathrm{V}$ を基底モデル, $G$ を $\mathrm{V}$ 上 $\mathbb{H}_{Q}$-generic なフィルタとする. $\mathrm{V}[G]$ において,
各 $a\in Q$ }こ対し, $d_{a}=\cup$ { $s_{a}^{p}$ : $p\in G$ かつ $a\in D^{p}$ } とおく.

補題 2.9. すべての $a\in Q$ について, $d_{a}\in\omega^{\omega}$ である.

補題 2.10. $a,$ $b\in Q$ (こついて, $a\leq b$ ならば $d_{a}\leq*d_{b}$ である.

補題 211. $\mathrm{V}[G]$ において, すべての $f\in\omega^{\omega}$ に対し, f\leq *d。を満たす $a\in Q$ が存在

する.

補題 2.12. $a,$ $b\in Q$ tこついて, $a\not\leq b$ ならば $d_{a}\not\leq*d_{b}$ である.

補題 29 および 212 の証明にあたっては, 命題 13 が必要となる. なぜなら, $t_{x}^{p}$ を拡張
しようとする時 [こは, $y\in D^{p},$ $y<x$ かつ rank(y) $=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}(x)$ を満たすすべての.$y$ [こつい

て, 前もって $t_{y}^{p}$ を適切に拡張しておく必要があり, そのために, $x$ と同じ rank をもつ $D^{p}$

の元の間の順序関係 $<$ を全順序に拡張し, その全順序に関する帰納法によって $t_{x}^{p}$ を拡張

するからである. これと同様の議論は第 4 節で用いられる.

3Forcing “Cohen then dominating”

Hechler の証明の基本的なアイデアは, 「基底モデル上 $\leq*$-dominating な関数を付加す
る forcing $\mathrm{D}$ の, 順序構造 $Q$ に沿った well-founded $\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$ 」 であった. $\mathcal{M}$ への順序構

造の埋め込み定理を証明するには, “基底モデルでコードされるボレル第一類集合をすべて

含む第一類集合を generic に付加する” forcing notion を考え, それを使って well-founded
iteration を行えばよい. 本節では, Cohen forcing $\mathbb{C}$ と $\mathrm{D}$ の twO-step iteration が, その

性質を持つことを示す.

Cohen forcing notion としては, $\mathbb{C}=2^{<\omega}$ を考える.
$\mathrm{V}$ を ZFC のモデルとする. $\omega^{\uparrow\omega}$ の元 $g$ が, $\mathrm{V}$ に属するすべての $\omega^{\uparrow\omega}$ の元 $f$ に対して

$f\subseteq g$ を満たすとき, $g$ は $\mathrm{V}$ 上 $\subseteq$-dominating であるという. $g\in\omega^{\uparrow\omega}$ [こついて, $g$ が

$\mathrm{V}$ 上 $\leq*$-dominating であることと $\subseteq$-dominating であることは同値ではないが, 基底モ

デル上 dominating な元の存在に関しては, 次の形で同値となる.

命題 3.1. [5, Theorem 2.10] $M,$ $N$ はともに ZFC のモデルで, $M\subseteq N$ とする. このと

き, 以下は同値である.

1. $N$ において, $M$ 上 $\leq*$ -dominatingな’の元 $g$ が存在する.

2. $N$ において, $M$ 上 $\subseteq$-dominating な $\omega^{\uparrow\omega}$ の元 $g$ が存在する.
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証明. (2) $arrow(1):M$ 上 $\subseteq$-dominating な関数 $g$ は同時に $M$ 上 $\leq*$ -dominating でもあ

ることを示す. $f\in\omega^{\omega}\cap M$ とする. $f\in\omega^{\uparrow\omega}$ と仮定して一般性を失わない. $\overline{f}\in\omega^{\uparrow\omega}\cap M$

を, $\overline{f}(n)=f(2n)$ で定める. $g$ {ま $M$ 上 $\subseteq$-dominating であるから, $\overline{f}\subseteq g$ である. こ

のとき, $\subseteq$ の定義から明らかに, ある $m<\omega$ が存在して, 有限個を除くすべての $n<\omega$

について $\overline{f}(n)\leq g(n+m)$ となる. $f$ は単調増カ $\square$関数であるから, $n\geq m$ ならば

$f(n+,m)\leq f(2n)=\overline{f}(n)$ である. ゆえ (こ $f\leq^{*}g$ である.

(1) $arrow(2):g\in\omega^{\omega}\cap N$ は $M$ 上 $\leq*$-dominating であるとする. $g\in\omega^{\uparrow\omega}$ と仮定して

一般性を失わない. $\tilde{g}\in\omega^{\uparrow\omega}\cap N$ を, $\tilde{g}(0)=g(0)$ かつ $\tilde{g}(n+1)=g(\tilde{g}(n))$ で定める. こ

のとき, $\tilde{g}$ が $M$ 上 $\subseteq$-dominating であることを示す.

$f\in\omega^{\uparrow\omega}\cap M$ が与えられたとする. $\hat{f}\in\omega^{\omega}\cap M$ を, $f(m-1)\leq j<f(m)$ を満たす

$j$ (こついて $\hat{f}(j)=f(m+1)$ とおくこと [こより定義する ($j<f(0)$ (こ対しては $\hat{f}(j)=0$

とする). $g$ は $M$ 上 $\leq*$ -dominating であるから, 有限個を除くすべての $j<\omega$ につい

て $\hat{f}(j)\leq g(j)$ である. $\hat{f}$ は非減少関数であるから, 有限個を除くすべての $n$ について,
$\tilde{g}(n)\leq\hat{f}(\tilde{g}(n))\leq g(\tilde{g}(n))=\tilde{g}(n+1)$ である. ところで, $\hat{f}$ の定義より, $f(m-1)\leq$

$\tilde{g}(n)<f(m)$ を満たす $m$ について, $\hat{f}(\tilde{g}(n))=f(m+1)$ である. ゆえに, 有限個を除く

すべての $n<\omega$ について, ある $m$ が存在して, $\tilde{g}(n)\leq f(m)<f(m+1)\leq\tilde{g}(n+1)$ が

成り立つ. すなわち, $f\subseteq\tilde{g}$ である. 口

そこで, $\mathrm{D}$ の定義を変形して, 基底モデル上 $\subseteq$-dominating な関数を付加する forcing

notion $\mathrm{D}’$ を定義する $*8$ .

定義 3.2. $\mathrm{D}’$ を, 以下によって定義される forcing notion とする. $\mathrm{D}’$ の condition は

$p=(s^{p}$ , fりの形で, $s^{p}\in\omega^{\uparrow<\omega}$ かつ $f^{p}\in\omega^{\uparrow\omega}$ を満たすものである (すなわち, 集合とし
ては $\mathrm{D}’=\omega^{\uparrow<\omega}\cross\omega^{\uparrow\omega}$ である). 以下, $\mathrm{D}’$ の condition $p$ について, 特に断ることなく $p$

の第 1 成分と第 2 成分をそれぞれ $s^{p},$ $f^{p}$ で表す.
$\mathrm{D}’$ の condition $p,$ $q$ に対して, $p\leq q$ とは, 以下が成り立つときにいう.

1. $s^{p}\supseteq s^{q}$ ,

2. すべての $n<\omega$ について, $f^{p}(n-1)\leq f^{q}(m-1)<f^{q}(m)\leq f^{p}(n)$ を満たす

$m<\omega$ が存在し, かつ

$*8$ 命題 3.1 から容易に予想できるとおり, $\mathrm{D}’$ は実は $\mathrm{D}$ と同等な forcing notion である. すなわち, $\mathrm{V}$ 上
$\mathrm{D}$-generic なフイルタから $\mathrm{V}$ 上 $\mathrm{D}’$-generic なフイルタを構成することが可能であり, かつ, その逆もま
た可能である. この事実の証明は, [2, Theorem 351] とほとんど同じである.
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3. $|s^{q}|\leq n<|s^{p}|$ を満たすすべての $n$ (こついて, $s^{p}(n-1)\leq f^{q}(m-1)<f^{q}(m)\leq$

$s^{p}(n)$ を満たす $m<\omega$ が存在する.

次の 2 つの命題は, 命題 22 および 23 と同様に, 容易に証明できる.

命題 3.3. $\mathrm{D}’$ は $\sigma$-centered である. ゆえに, 特に $\mathrm{D}’$ は $\mathrm{c}\mathrm{c}\mathrm{c}$ を満たす. $\text{口}$

命題 3.4. $\mathrm{V}$ を基底モデルとし, $G$ を $\mathrm{V}$ 上 $\mathrm{D}’$-generic なフィルタとする. $\mathrm{V}[G]$ におい

て, $d_{G}=\cup\{s^{p} : p\in G\}$ と定義する. このとき, $d_{G}\in\omega^{\uparrow\omega}$ となり, かつ, d。は $\mathrm{V}$ 上

$\subseteq$-dominating である. 口

以下, Cohen forcing $\mathbb{C}$ と, 本節で定義した $\mathrm{D}’$ の twO-step iteration によって, 基底モ

デルでコードされるボレル第一類集合をすべて含む第一類集合が付加されることを示す.

定義 3.5. $x\in 2^{\omega}$ と $f\in\omega^{\uparrow\omega}$ に対して, $2^{\omega}$ の部分集合 $E_{x,f}$ を

$E_{x,f}=\{z\in 2^{\omega} : \exists m<\omega\forall n\geq m\exists j\in[f(n), f(n+1))(z(j)\neq x(j))\}$.

と定義する.

明らかに, 任意の $x\in 2^{\omega},$ $f\in\omega^{\uparrow\omega}$ に対して $E_{x,f}\in \mathcal{M}$ である.

補題 3.6. $x\in 2^{\omega}$ と $f,$ $g\in\omega^{\uparrow\omega}$ について, $f\subseteq g$ ならば $E_{x,f}\subseteq E_{x,g}$ である.

証明. 明らか. 口

補題 3.7. $x,$ $y\in 2^{\omega}$ と $f,$ $g\in\omega^{\uparrow\omega}$ [こついて, $f\not\subset g$ ならば $E_{x,f}\not\subset E_{y,g}$ である.

証明. $x,$ $y\in 2^{\omega},$ $f,$ $g\in\omega^{\uparrow\omega}$ かつ $f$ 区 $g$
. であるとする.

$A=$ { $n<\omega$ : すべての $k<\omega$ [こついて $[f(k),$ $f(k+1))\not\subset[g(n),$ $g(n+1))$ }

とおく. 仮定により, $A$ は $\omega$ の無限部分集合である. $z\in 2^{\omega}$ を次のように定義する.

$z(j)=\{$
$y(j)$ ある $n\in A$ について $j\in[g(n),$ $g(n+1))$

$1-x(j)$ それ以外

このとき, $z\in E_{x,f}\backslash E_{y,g}$ であることが容易に確かめられる. 口

補題 3.8. $\mathrm{V}$ を基底モデルとし, $c\in 2^{\omega}$ を $\mathrm{V}$ 上の Cohen 実数, $d\in\omega^{\uparrow\omega}$ を $\mathrm{V}[c]$ 上

$\subseteq$-dominating な関数とする. このとき, $\mathrm{V}$ でコードされるすべてのボレル第一類集合
$X\subseteq 2^{\omega}$ について, $X\subseteq E_{c,d}$ である.
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証明. $X$ を $\mathrm{V}$ でコードされるボレル第一類集合とし, $x\in X$ を任意にとる. $c$ は $\mathrm{V}$

上の Cohen 実数であるから, 無限個の $j<\omega$ について $x(j)\neq c(j)$ が成り立つ. そこ

で, $\mathrm{V}[c]$ において, $\omega$ の無限部分集合 D。を, $D_{x}=\{j<\omega : x(j)\neq c(j)\}$ と定義す

る. $d$ は $\mathrm{V}[c]$ 上 $\subseteq$-dominating であるから, 有限個を除くすべての $n<\omega$ について

$D\text{。}\cap[d(n),$ $d(n+1))\neq\emptyset$ が成り立つ. したがって $x\in E_{c,d}$ である. 口

4Meager ideal への順序構造の埋め込み定理

補題 38 により, $\mathbb{C}$ と $\mathrm{D}’$ の twO-step iteration によって, 基底モデルでコードされる

第一類集合をすべて含む第一類集合が付加されることがわかった. したがって, twO-step

iteration $\mathbb{C}*\dot{\mathrm{D}}’$ ( $\dot{\mathrm{D}}’$ は $\mathrm{D}’$ を表す $\mathbb{C}$-name) をひとつの forcing notion とみて, これの

well-founded iteration を構成すれば, meager ideal への順序構造の埋め込み定理が証明

できるように思える. 実際, 与えられた順序構造が well-founded の場合には, これでうま

くい $\text{く}[3]$ .
しかし, 与えられた順序構造が well-founded でない場合には, 少々工夫を要する. well-

founded でない順序構造 $Q$ に対して, 第 2 節と同様の方法で well-founded iteration を構

成しようとすると, $x<y$ かつ rank(x) $=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}(y)$ と $\mathrm{A}1$ うことが起こりうるが, このとき

に, $x$ と $y$ のそれぞれの位置で付加される第一類集合 $E_{x},$ $E_{y}$ について, $E_{x}\subseteq E_{y}$ である

ことを保証しなければならない.
$\mathbb{C}*\dot{\mathrm{D}}’$ の $Q$ に沿った well-founded iteration によって $x$ の位置で付加される Cohen

実数と $\subseteq$-dominating な関数をそれぞれ $c_{x}$ , d。とし, $E_{x}=E_{c_{x},d_{x}}$ とおく. $x,$ $y\in Q$ は

$x<y$ かつ rank(x) $=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}(y)$ を満たすとする. このとき, $c_{x}$ と $c_{y}$
は互い [こ独立である

ために, たとえ $d_{x}\subseteq d_{y}$ が成り立っていても, $E_{x}\subseteq E_{y}$ は一般には成り立たない. した

がって, この方法で構成される $\{E_{x} : x\in Q\}$ は, $(Q, \leq)$ の順序構造を保っていない.

この不具合を解決する [こは, $x<y$ かつ rank(x) $=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}(y)$ を満たす $x,$ $y\in Q$ につい

ては, 共通の Cohen 実数 $c$ を用いて, $E_{x}=E_{c,d_{x}},$ $E_{y}=E_{c,d_{y}}$ とすればよい. すなわち,

すべての $x\in Q$ について独立に Cohen 実数を付加するのではなく, ひとつの rank では 1

個だけ Cohen 実数を付加し, 同じ rank をもつ $x$ については, すべて共通の Cohen 実数

を参照するのである. こうすれば, forcing の定義の中で $d_{x}\subseteq d_{y}$ さえ保証しておけば, 補

題 36 により, $E_{x}\subseteq E_{y}$ が成り立つ.

このことを考えに入れて, well-founded iteration を構成する.

与えられた順序構造 $(Q, \leq)$ に対し, $Q^{*},$ $R$ , rank function, $\ll$ , Q。などを第 2 節と同様
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に定義する. $D\subseteq Q$ について, $\overline{D}=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}$
” $D=$ {rank(x) : $x\in D$ } (rank function によ

る $D$ の像) とおく. さらに, $D\subseteq Q$ と $\xi<\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}(Q)$ に対し, $D_{\xi}=$ { $y\in D$ :rank(\emptyset $=\xi$ }
とおき, rank(x) $=\xi$ を満たす $x\in Q$ について, $D\leq x=\{y\in D_{\xi} : y\leq x\}$ と定義する.

定義 4.1. $Q^{*}$ 上の rank に関する帰納法によって, 各 $a\in Q^{*}$ に対して forcing notion
M。を次のように定義する.

M。の condition $p$ は $p=$ $(\{s_{\xi}^{p} : \xi\in\overline{D}^{p}\}, \{(t_{x}^{p},\dot{f}_{x}^{p}) : x\in D^{p}\})$ の形で, 次の条件を満

たすものとする.

1. $D^{p}\#\mathrm{h}$ Q。の有限部分集合,
2. 各 $\xi\in\overline{D}^{p}$ について $s_{\xi}^{p}\in \mathbb{C}(=2^{<\omega})$ であり, かつ

3. 各 $x\in D^{p}$ について, $t_{x}^{p}\in\omega^{<\omega},$ $j_{x}^{p}$ は $\omega^{\uparrow\omega}$ の元を表す $\mathrm{M}_{x}*\mathbb{C}$-name である $*9$ .

以下, 特に断ることなく, M。の condition $p$ の各成分を $s_{\xi}^{p},$ $t_{x}^{p},$
$j_{x}^{p},$ $D^{p}$ と表記する.

p\in M。と $b<a$ に対して, $D’=D^{p}\cap Q_{b}$ とし, $p$「 $b=(\{s_{\xi}^{p} : \xi\in\overline{D}’\},$ { $(t_{x}^{p}, j_{x}^{p})$ : $x\in$

$D’\})$ と定義する. このとき, $p$「 $b$ は $\mathrm{M}_{b}$ の condition となる.

M。の condition $p,$ $q$ について, $p\leq q$ とは, 以下の条件が満たされるときにいう.

1. $D^{p}\supseteq D^{q}$ ,
2. 各 $\xi\in\overline{D}^{q}$ }こついて $s_{\xi}^{p}\supseteq s_{\xi}^{q}$ ,

3. 各 $x\in D^{q}$ [こついて, $t_{x}^{p}\supseteq t_{x}^{q}$ であり, かつ, $\xi=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}(x)$ とすると, $\mathrm{M}_{x}*\mathbb{C}$ の

condition ($p$「 $x$ , $s_{\xi}^{p}$ ) は ($\mathrm{M}_{x}*\mathbb{C}$ による forcing の意味で) 以下の命題を force する:

(a) すべての $n<\omega$ {こついて, $j_{x}^{p}(n)\leq j_{x}^{q}(k)<j_{x}^{q}(k+1)\leq j_{x}^{p}(n+1)$ を満たす

$k<\omega$ が存在する.

(b) $|t_{x}^{q}|\leq n<|t_{x}^{p}|$ を満たすすべての $n$ [こついて, $t_{x}^{p}(n-1)\leq j_{x}^{q}(k)<j_{x}^{q}(k+1)\leq$

$t_{x}^{p}(n)$ を満たす $k<\omega$ が存在する.

4. $x,$ $y\in D^{q}$ [こついて, $x<y$ , かつ rank(x) $=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}(y)$ ならば, $n\geq 1$ かつ $|t_{y}^{q}|\leq$

$n<|t_{y}^{p}|$ を満たすすべての $n$ [こついて, $t_{y}^{p}(n-1)\leq t_{x}^{p}(k-1)<t_{x}^{p}(k)\leq t_{y}^{p}(n)$ を

満たす $k<\mathrm{t}t_{x}^{p}|$ が存在する.

上の定義は少々複雑に見えるかもしれないが, 大まかに言えば, 各々の rank $\xi$ について,

「まず, 1 個だけ共通の Cohen 実数 $c_{\xi}$ を付加し, その次に, rank(x) $=\xi$ を満たす $x\in Q$

それぞれについて, $\mathrm{V}^{\mathrm{M}_{x}*\mathbb{C}}$ 上 $\subseteq$-dominating な関数を付加する」 ということを繰り返す

$*9$ Cohen forcing notion $\mathbb{C}=2^{<\omega}$ は絶対的なので, $\mathbb{C}$ を Cohen forcing notion を表す $\mathrm{M}_{x}$-name と考
えても, 基底モデルの Cohen forcing notion と考えても, 同じことである.
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のである. あるいは, 「本来ならすべての $x\in Q$ の位置で $\mathbb{C}*\dot{\mathrm{D}}’$ の forcing を行いたい

が, (やむを得ず) $\mathbb{C}$ の部分は各 rank ごとにひとつに集約して, $\dot{\mathrm{D}}’$ の部分だけをそれぞれ

の $x\in Q$ の位置で行っている」 と考えることもできる.

以下, $\mathrm{M}_{Q}$ が求める forcing notion であることを示す. 証明の方針は Burke の論文 [6]
とほぼ同じである.

補題 4.2. $a,$ $b\in Q^{*}$ について, $a<<b$ ならば, $\mathrm{M}_{a}\subseteq \mathrm{M}_{b}$ であり, かつ, M。から $\mathrm{M}_{b}$ への

自然な埋め込みは complete embedding である.

証明. $a\ll b$ とする. $p,$ $q\in \mathrm{M}_{a}$ [こついて, $p,$ $q$ が M。で incompatible ならば, $\mathrm{M}_{b}$ でも

incompatible であることは明らか. また, $p\in \mathrm{M}_{b}$ [こ対して $p’=p$ 「 a\in M。と定めると,
$r\in \mathrm{M}_{a}$ かつ $r\leq p’$ ならば, $r$ と $p’$ の common extension となる $\mathrm{M}_{b}$ の condition を容

易に構成できる. 口

補題 4.3. 任意の $a\in Q$ について, 集合 $A_{a}=\{p\in \mathrm{M}_{Q} : a\in D^{p}\}$ は M。において
dense である.

証明. $a\in Q,$ $p\in \mathrm{M}Q$ かつ $a\not\in D^{p}$ と仮定する. q\in M。を以下のように定義する.

1. $D^{q}=D^{p}\cup\{a\}$ ,
2. $\alpha=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}(a)\not\in\overline{D}^{p}$ ならば $s_{\alpha}^{q}=\emptyset$ ,
3. $t_{a}^{q}=\emptyset$ , かつ $j_{a}^{q}$ は’の元を表す任意の $\mathrm{M}_{a}$-name,

4. その他の $q$ の成分は $p$ と同じ.

このとき $q\leq p$ かつ q\in A。である. 口

補題 4.4. 任意の $a\in Q$ と $N<\omega$ について, 集合 $A_{a}^{N}=\{p\in \mathrm{M}_{Q}$ : $a\in D^{p}$ かつ $|t_{a}^{p}|\geq$

$N\}$ は $\mathrm{M}Q$ (こおいて dense である.

証明. $a\in Q$ かつ $\alpha=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}(a)$ とする. p\in M。を任意にとる. 補題 43 により, $a\in D^{p}$

としても一般性を失わない. この $p$ に対し, q\in M。で, $q\leq p$ かつ $|s_{a}^{q}|\geq|s_{a}^{p}|+1$ を満

たすものが存在することを示せば十分である.

命題 13 を用いて, Dp\leq 。上の順序関係くを全順序く’ に拡張する. その結果, $D_{\leq a}^{p}=$

$\{x_{1}, \ldots, x_{n}\}$ かつ $x_{1}<’\cdots<’x_{n}=a$ と表せたとする. $i\leq 2^{n+1}-1$ [こ関する帰納法で,

condition の下降列 $p=p^{0}\geq p^{1}\geq\cdots\geq p^{2^{n+1}-1}=q$ を以下の手順で構成する.

ステツプ 1: まず, $w\in \mathrm{M}_{x_{1}},$ $v\in \mathbb{C},$
$h\in\omega^{\uparrow\omega}$ を, 次の条件を満たすように選ぶ.

1. $w\leq p^{0}[x_{1}$ ,
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2. $v<s^{p^{0}}$
- $\alpha\ovalbox{\tt\small REJECT}$

3. $h(|h\ovalbox{\tt\small REJECT} 2)\ovalbox{\tt\small REJECT} t\ovalbox{\tt\small REJECT},$ ( $|t\ovalbox{\tt\small REJECT}_{1}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathfrak{y}$ , かつ

4. $(w, v)1\vdash_{\mathrm{M}_{x_{1}}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathbb{C}}h\ovalbox{\tt\small REJECT} I\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}$. $\cdot$

これは $\dot{f}_{x_{1}}^{p^{0}}$ が狭義単調増加関数の name であることから可能である.

$l= \max(\{t_{x_{j}}^{p^{0}}(|t_{x_{j}}^{p^{0}}|-1) : 1\leq j\leq n\}\cup\{h(|h|-1)\})+1$ とおき, $p^{1}\in \mathrm{M}_{Q}$ を次のよう

に定義する.

1. $D^{p^{1}}=D^{w}\cup D^{p^{0}}$ ,

2. 各 $\xi\in\overline{D}^{w}$ に対し, $s_{\xi}^{p^{1}}=s_{\xi}^{w}$ ,

3. 各 $x\in D^{w}$ (こ対し, $t_{x}^{p^{1}}=t_{x}^{w}$ かつ $\dot{f}_{x}^{p^{1}}=j_{x}^{w}$ ,
4. $s_{\alpha}^{p^{1}}=v$ ,

5. $t_{x_{1}}^{p^{1}}=t_{x_{1}}^{p^{0}\wedge}\langle l\rangle$ かつ $j_{x_{1}}^{p^{1}}=j_{x_{1}}^{p^{0}}$ ,
6. 上記以外の $p^{1}$ の各成分は $p^{0}$ と同じ.

このとき, $p^{1}\leq p^{0}$ であることは容易にわかる.

ステップ 2: 再び $w\in \mathrm{M}_{x_{1}},$ $v\in \mathbb{C},$
$h\in\omega^{\uparrow\omega}$ を次の条件を満たすように選ぶ.

1. $w\leq p^{1}\mathrm{r}_{X_{1}}$ ,
2. $v\leq s_{\alpha}^{p^{1}}$ ,

3. $h(|h|-2)\geq t_{x_{1}}^{p^{1}}(|t_{x_{1}}^{p^{1}}|-1),$ $\mathrm{B}^{\mathrm{y}^{\tau}\supset}$

$4$ . $(w, v)|\vdash_{\mathrm{M}_{x_{1}}*\mathbb{C}}h\subseteq j_{x_{1}}^{p^{1}}$ .

そして, $l= \max\{t_{x_{\mathrm{j}}}^{p^{1}}(|t_{x_{j}}^{p^{1}}|-1), h(|h|-1)\}+1$ とおき, $p^{2}\leq p^{1}$ をステツ 71 と同様 [こ

構成する.

ステップ 3: 次は $x_{2}$ に着目する. $w\in \mathrm{M}_{x_{2}},$ $v\in \mathbb{C},$
$h\in\omega^{\uparrow\omega}$ を次のように選ぶ.

1. $w\leq p^{2}$ 「 $x_{2}$ ,
2. $v\leq s_{\alpha}^{p^{2}}$ ,
3. $h(|h|-2)\geq t_{x_{2}}^{p^{2}}(|t_{x_{2}}^{p^{2}}|-1)$ , かつ

4. $(w, v)|\vdash_{\mathrm{M}_{x_{2}}*\mathbb{C}}h\subseteq j_{x_{2}}^{p^{2}}$ .

そして, $l= \max\{t_{x_{\mathrm{j}}}^{p^{2}}(|t_{x_{\mathrm{j}}}^{p^{2}}|-1), h(|h|-1)\}+1$ とおき, 次のように $p^{3}\leq p^{2}$ を定義する.

1. $D^{p^{3}}=D^{w}\cup D^{p^{2}}$ ,

2. 各 $\xi\in\overline{D}^{w}$ [こ対し, $s_{\xi}^{p^{3}}=s_{\xi}^{w}$ ,
3. 各 $x\in D^{w}$ (こ対し, $t_{x}^{p^{3}}=t_{x}^{w}$ かつ $j_{x}^{p^{3}}=\dot{f}_{x}^{w}$ ,
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$x_{1}$

$\ovalbox{\tt\small REJECT} t_{x_{1}}^{r^{0}}(|t_{x_{1}}^{r^{0}}|-1)12458$. . .

$x_{2}$

$t_{x_{2}}^{r^{0}}(|t_{x_{2}}^{r^{0}}|-1)\ovalbox{\tt\small REJECT}^{36}$. . .

$x_{3}$

$x_{n-1}.\cdot.t_{x_{n-1}}^{r^{0}}(|t_{x_{n-1}}^{r^{0}}|-1)\ovalbox{\tt\small REJECT}^{2^{n}-12^{n+1}-2}..\cdot$

$x_{n}$

図 1: $x_{1},$ $\ldots,$
$x_{n}$ のそれぞれの位置にある $t$ を延長する順番

4. $s_{\alpha}^{p^{3}}=v$ ,

5. $t_{x_{2}}^{p^{3}}=t_{x_{2}}^{p^{2}\wedge}\langle l\rangle$ かつ $\dot{f}_{x_{2}}^{p^{3}}=j_{x_{2}}^{p^{2}}$ ,

6. 上記以外の $p^{3}$ の各成分は $p^{2}$ と同じ.

以下, 同様の手順を図 1 に示す順番で繰り返す. すなわち, 各ステツプにおいて, いずれ

かの $x_{j}$ に着目して, その位置にある成分 $t$ を長さ 1 だけ延長するのだが, その際,

1. それまでのステップですでに定義された $t$ の値をすべて上回り, かつ,

2. $t$ の末端の 1 区間が, 対応する $j$ によって定まる区間を少なくとも 1 つ含む

ように, $t$ の末端の値を選びたい. そこで, (2) の条件を満たすために, $j$ の値を, 延長前の

$t$ の末端の値より大きい値が 2 つ現れるところまで決定しておいて, その 2 つの値で定ま

る区間を含むように $t$ を延長するのである. そして, ある $j$ について, $x_{j}$ における $t$ の値

が連続して 2 つ定義されたら, 次に $x_{j+1}$ に着目して, その位置における $t$ を長さ 1 だけ

延長する. このとき, 特に $t$ の末端の 1 区間は, 条件 (1) により, $x_{j}$ における $t$ の末端の

区間を含むことになる. こうすることで, M。の condition であることの条件を崩すこと

なく, $x_{1},$ $\ldots,$ $x_{n}$ のそれぞれの位置における成分 $t$ を順に延長することができる.

この手順を繰り返し行うことにより, $(2^{n+1}-1)$ 番目のステツプで $x_{n}$ の位置の $t$ を長

さ 1 だけ延長することができる.

こうして最終的に得られる condition $p^{n}=q$ が, 証明の最初に示した条件を満たすこと

は, 容易に確かめられる. 口
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言うまでもなく, 上の証明がこれほど複雑なのは, $x<y$ かつ rank(x) $=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}(y)$ の場

合に, $t_{x}^{p}$ と $t_{y}^{p}$ の間に依存関係があり, $t_{y}^{p}$ だけを単独で延長することができないからであ

る. 与えられた順序構造 $Q$ が well-founded の場合には, 上の補題は自明である.

系 45. 任意の $N<\omega$ について, 集合 $A^{N}=\{p\in \mathrm{M}_{Q}$ : すべての $a\in D^{p}$ について

$|t_{a}^{p}|\geq N\}$ は $\mathrm{M}_{Q}$ において dense である.

証明. 補題 4.4 と同様の証明を, $\max\overline{D}^{p}$ に関する帰納法で行えばよい. すなわち,
「$\max$ $\overline{D}^{p}<\alpha$ を満たす condition $p$ については, $q\in A^{N},$ $q\leq p$ かつ $\max\overline{D}^{q}<\alpha$ を満

たす $q$ が存在する」 ことを保証しておいて, $\max\overline{D}^{p}=\alpha$ を満たす condition について,
補題 4.4 の証明で $w$ を選ぶ場面で, 常に $A^{N}$ の中から選ぶようにすればよい. $\text{口}$

補題 4.6. $\mathrm{M}Q$ は $\mathrm{c}\mathrm{c}\mathrm{c}$ を満たす.

証明. $A$ を $\mathrm{M}_{Q}$ の condition の非可算集合とする. $\Delta$-system lemma により, 非可算集合
$A’\subseteq A$ を, 次の条件を満たすように選ぶことができる.

1. 集合 $\{\overline{D}^{p} : p\in A’\}$ が $\rho$ を root とする $\Delta$-system をなし,

2. 集合 $\{D^{p} : p\in A’\}$ が $r$ を root とする $\Delta$-system をなし,

3. 各 $\xi\in r$ [こついて, すべての $p\in A’$ [こ対する $s_{\rho}^{p}$ が同一であり, かつ,

4. 各 $x\in r$ [こついて, すべての $p\in A’$ [こ対する $t_{x}^{p}$ が同一である.

このとき, $A’$ に属する任意の 2 つの condition は, $\mathrm{M}_{Q}$ において compatible である. 口

定義 4.7. $\mathrm{V}$ を基底モデル, $G$ を $\mathrm{V}$ 上 $\mathrm{M}_{Q}$ -generic なフィルタとする. $a\in Q$ に対し,
$G\mathrm{r}a=G\cap \mathrm{M}_{a}=\{p[a : p\in G\}$ とおく.

$\mathrm{V}[G]$ において, 各 $\alpha<\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}(Q)$ に対し, $c_{\alpha}=\cup$ { $s_{\alpha}^{p}$ : $p\in G$ かつ $\alpha\in\overline{D}^{p}$ } とおき,

また, 各 $a\in Q$ [こ対し, $d_{a}=\cup${ $t_{a}^{p}$ : $p\in G$ かつ $a\in D^{p}$ } とおく.

補題 4.8. $a\in Q$ かつ $\alpha=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}(a)$ とする. このとき, 以下が成り立つ.

1. $c_{\alpha}\in 2^{\omega}$ であり, かつ, c。は $\mathrm{V}[G\lceil a]$ 上の Cohen 実数である.

2. $d_{a}\in\omega^{\uparrow\omega}$ であり, かつ, d。は $\mathrm{V}[G[a][c_{\alpha}]$ 上 $\subseteq$-dominating である.

証明. (1) は明らか. (2) は, 補題 43, 4.4 および M。の定義から容易にわかる. 口

補題 4.9. $a,$ $b\in Q$ [こついて, $a\leq b$ ならば $d_{a}\subseteq d_{b}$ である.
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証明. $a\ll b$ の場合は, 補題 48 より明らか. $a<b$ かつ rank(a) $=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}(b)$ の場合は,

M。の定義から直ちにわかる. 口

補題 410. $a,$ $b\in Q$ (こついて, $a\not\leq b$ ならば dadゎである.

証明. 補題 4.4 の証明の論法を 2 回用いる.

$a\not\leq b$ とし, $\alpha=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}(a)$ , $\beta=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}(b)$ とお $\text{く}$ . $p\in \mathrm{M}_{Q}$ と $N<\omega$ \hslash ‘‘‘‘与えられたとす
る. 補題 43 により, $a,$ $b\in D^{p}$ として一般性を失わない. $\dot{d}_{a},\dot{d}_{b}$ を, それぞれ $d_{a},$ $d_{b}$ を表

す $\mathrm{M}Q$-name とする. これから, $q\in \mathrm{M}_{Q}$ および $n<\omega$ で, $q\leq p,$ $n>N$ かつ

$q|\vdash_{\mathrm{M}_{Q}}$ “すべての $k<\omega$ [こついて [$\dot{d}_{a}(k),\dot{d}_{a}(k+1))\not\subset[\dot{d}_{b}(n-1),\dot{d}_{b}(n))$”

を満たすものが存在することを示す. これ (こより, $[d_{a}(k),$ $d_{a}(k+1)$ ) $\subseteq[d_{b}(n-1),$ $d_{b}(n))$

を満たす $k$ が存在しないような $n<\omega$ が無限個存在する, すなわち $d_{a}\Subset d_{b}$ であること

が示される.

$n= \max\{N, |t_{b}^{q}|\}$ とおく.

まず, Dp\leq ゎ上の関係くを全順序関係く’ に拡張する. その結果, $D_{\leq b}^{p}=\{x_{1}, \ldots, x_{m}\}$

かつ $x_{1}\leq^{J}\cdots\leq’x_{m}=b$ と表せたとする.. $<’$ に関して補題 4.4 と同様の方法を用いて,
$p’\leq p$ を, $|t_{b}^{p’}|=n+2,$ $t_{a}^{p’}=t_{a}^{p}$ かつ $t_{b}^{p’}(n)>t_{a}^{p’}(|t_{a}^{p’}|-1)$ を満たすよう [こ構成する. こ

の構成は可能である. なぜなら, 仮定により $a\not\leq b$ , すなわち, $1\leq j\leq m$ を満たすすべて

の $j$ {こつ 1)て $a\not\in Q_{x_{j}}$ であり, したがって, $p$ から $p’$ への拡張のプロセス [こおいて $t_{a}^{p}$ は

一切変更されないからである.

次に, Dp\leq ’。上の関係 $<$ を全順序関係 $<’’$ こ拡張し, その結 .’
$D_{\leq a}^{p’}=\{y_{1}, \ldots, y\iota\}$ か

つ $y_{1}\leq’’\cdots\leq’’y_{l}=a$ と表せたとする. $<’’$ に関して補題 4.4 の方法を用いて, $q\leq p’$

を, $|t_{a}^{q}|=|t_{a}^{p’}|+1$ かつ $t_{a}^{q}(|t_{a}^{p’}|)>t_{b}^{q}(n+1)=t_{b}^{p’}(n+1)$ を満たすよう [こ構成する.

このとき, condition $q$ は「区間 [$d_{b}(n),$ $d_{b}(n+1))$ は $d_{a}$ (こよって定まる区間を含まな

い」 ことを force することが容易に確かめられる. 口

定義 4.11. $\mathrm{V}[G]$ において, 各 $a\in Q$ に対し, $\alpha=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}(a)$ とし, Ea=Ec。,d。 とおく.

補題 4.12. $a\in Q$ とする. $\mathrm{V}[G\mathrm{r}a]$ でコードされるすべてのボレル第一類集合 $X\subseteq 2^{\omega}$

に対し, XE。が成り立つ.

証明. 補題 38 および 48 から導かれる. 口

補題 4.13. $a,$ $b\in Q$ について, $a\leq b$ ならば $E_{a}\subseteq E_{b}$ であり, かつ, $a\not\leq b$ ならば

$E_{a}\not\subset E_{b}$ である.
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証明. $a\ll b$ ならば, 補題 4.12 より明らかに EaEゎである. $a<b$ かつ rank(a) $=$

rank(b) ならば, 補題 36 および 49 より, $E_{a}\subseteq E_{b}$ が成り立つ. $a\not\leq b$ のときは, 補

題 37 および 4.10 より, $E_{a}\not\subset E_{b}$ となる. 口

補題 414. $\mathrm{V}[G]$ において, すべての $2^{\omega}$ の第一類集合 $X$ に対して, XE。を満たす
$a\in Q$ が存在する.

証明. $X$ はボレル集合として一般性を失わない. $Q$ に関する仮定により, $Q$ の任意の可

算部分集合は strict upper bound をもつので, $X$ のボレルコードはある $a\in Q$ に関する

$\mathrm{V}[G\mathrm{r}a]$ に属する. このとき, 補題 4.12 により, XE。が成り立つ. 口

以上により, 下記の主定理が証明された.

定理 4.15(Meager ideal への順序構造の埋め込み定理). $(Q, \leq)$ を, 順序集合で, 特に,

すべての可算部分集合が strict upper bound をもつ (すなわち, すべての可算集合 $A\subseteq Q$

について, ある $b\in Q$ が存在して, すべての $a\in A$ [こつ $\mathrm{t}$ )で $a<b$ となる) ものとする.

このとき, $\mathrm{M}_{Q}$ による拡大モデルにおいて, $(\mathcal{M}, \subseteq)$ は $Q$ と順序同型でかつ cofinal な部

分集合 $\{E_{a} : a\in Q\}$ を含む. すなわち, $\{E_{a} : a\in Q\}$ について以下が成り立つ.

1. すべての $X\in \mathcal{M}$ について, XE。を満たす $a\in Q$ が存在する.

2. $a,$ $b\in Q$ について, $a\leq b$ のとき, かつそのときに限り $E_{a}\subseteq E_{b}$ である.

5Null ideal と自然数上の組合せ論

この節からは, null ideal への順序構造の埋め込み定理に移る.

$N$ への順序構造の埋め込み定理を示すためには, 基底モデルでコードされるすべて

の零集合を含む零集合を付加する forcing notion を考え, その well-founded iteration
を構成すればよい. そのための forcing notion の候補としては, amoeba forcing A と,

localization forcing $\mathrm{L}\mathbb{O}\mathbb{C}$ があるが, 本稿では localization forcing を用いる.

本節では, localization forcing を導入するための準備として, [1] で述べられている, ボ

I/)零集合と $\omega^{\omega}$ における組合せ論的性質との関係について説明する.
$h\in\omega^{\uparrow\omega}$ を, $1\leq n<\omega$ ならば $2^{h(n)-h(n-1)}\geq n+1$ となるよう [こ選ぶ $*10$ (たとえば,

$h(n)=n^{2}$ はこの条件を満たす). 各 $n<\omega$ について, $\{C_{i}^{n} : i<\omega\}$ を, $2^{\omega}$ の閉かつ開の

$*10[1]$ では $h(n)=n$ として定義されている. しかし, そのままでは, 定義 55 以降の議論がうまくいかな
いため, ここでは $2^{h(n)-h(n-1)}\geq n+1$ という条件を付け加えている.
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(clopen) 集合で測度が $2^{-h(n)}$ のものをすべて並べたものとする. 以降の節では, このよ

うな $h$ および $C_{i}^{n}$ は, すべて「あらかじめ選ばれていて, 議論の間ずつと固定されている」

ものとする $*11$ .

定義 5.1. $f\in$ ’に対し, $H_{f}\subseteq 2^{\omega}$ を,

$H_{f}=\cap\cup C_{f(n)}^{n}Nn>N=$ { $z\in 2^{\omega}$ : 無限個の $n<\omega$ について $z\in C_{f(n)}^{n}$ }

と定義する.

このとき, $H_{f}$ は $G_{\delta}$-集合で, かつ測度零である. 次の命題は, $\{Hf : f\in\omega^{\omega}\}$ が $N$ の

cofinal な部分集合になっていることを示している. この意味で, $N$ の元はある $f\in$ ’で

コードされていると考えることができる.

命題 5.2. 任意の零集合 $X\subseteq 2^{\omega}$ について, $X\subseteq H_{f}$ となる $f\in\omega^{\omega}$ が存在する.

証明. $\{\sqrt n : n<\omega\}$ を, 互いに交わらない $\omega$ の無限部分集合の族とする. 各 $n<\omega$ に対

し, $\epsilon_{n}=\sum_{i\in J_{n}}2^{-h(i)}$ とおく. $X$ は零集合であるから, 各 $n<\omega$ に対し, 開集合 $O_{n}$ を,
$X\subseteq O_{n}$ かつ $\mu(O_{n})<\epsilon_{n}$ を満たすようにとれる. さらに, 各 $O_{n}$ に対し, $J_{n}$ から $\omega$ へ

の関数 $f_{n}$ を, $O_{n} \subseteq\bigcup_{i\in J_{n}}C_{f_{n}(i)}^{i}$ を満たすように選ぶ. $f\in\omega^{\omega}$ を, すべての $n<\omega$ につ

いて $f\mathrm{r}J_{n}=f_{n}$ となるように定義する. このとき, すべての $x\in X$ [こついて, x\in Cf|.。)

を満たす $i<\omega$ が無限個存在する. したがって, $X\subseteq H_{f}$ である. 口

定義 5.1 と同様に, スラローム (定義は第 1 節参照) に対しても, 次のように零集合を対

応させる.

定義 5.3. $\varphi\in S$ に対し, $H_{\varphi}\subseteq 2^{\omega}$ を

$H_{\varphi}=\cap\cup\cup C_{i}^{n}Nn>Ni\in\varphi(n)=$ { $z\in 2^{\omega}$ : 無限個の $n<\omega$ [こついて
$z\in i\in\varphi(n)\cup C_{1}^{n}$

. }

と定義する.

このとき, $H_{\varphi}$ はやはり $G_{\delta}-$集合で測度零であり, さらに, 次が成り立つ.

命題 5.4. 1. $f\in\omega^{\omega}$ と $\varphi\in S$ に対し, 有限個を除くすべての $n<\omega$ について

$f(n)\in\varphi(n)$ ならば, $H_{f}\subseteq H_{\varphi}$ である.

$*112^{\omega}$ の閉かつ開の集合は, 基本開集合の有限和で表せる (かつ, 2‘ の基本開集合は $2^{<\omega}$ の元と 1 対 1 に

対応する) ため, 絶対的な概念である. ゆえに, ここで選んだ $c_{i}^{n}$ は, 任意のモデルにおいて有効である.
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2. $\varphi,$ $\psi\in S$ に対し, 有限個を除くすべての $n<\omega$ について $\psi(n)\subseteq\varphi(n)$ ならば,
$H_{\psi}\subseteq H_{\varphi}$ である.

明らかに, これらの命題の逆は成り立たない. 特に, $\varphi\in S$ に対する $H_{\varphi}$ の形で表され

る集合もやはり零集合なので, 適当な $f\in\omega^{\omega}$ を選ぶと $H_{\varphi}\subseteq H_{f}$ となっている.

ここで, $H_{\varphi}$ の形で表される零集合に対して, $H_{\varphi}$ と交わらない閉集合を具体的に構成す

るアルゴリズムを定義する. このアルゴリズムは, 以下の節で重要な役割を果たす.

定義 5.5. スラローム $\varphi\in S$ に対して, 関数 $r_{\varphi}\in\omega^{\omega}$ を, $n<\omega$ に関する帰納法で次の

ように定義する. $r_{\varphi}(0)=0$ とし, $1\leq n<\omega$ に対しては,

$r_{\varphi}(n)= \min\{i<\omega : C_{i}^{n}\subseteq C_{r_{\varphi}(n-1)}^{n-1}\backslash \cup C_{j}^{n}\}j\in\varphi(n)$
.

と定める.

関数 $h$ は $2^{h(n)-h(n-1)}\geq n+1$ を満たすよう [こ定められて t)るので, $j,$ $k<\omega$ [こ対し

て $\mu(C_{j}^{n-1})\geq(n+1)\cdot\mu(C_{k}^{n})$ が成り立つ. したがって, $C_{i}^{n} \subseteq C_{r_{\varphi}(n-1)}^{n-1}\backslash \bigcup_{j\in\varphi(\mathrm{n})}C_{j}^{n}$

を満たす $i<\omega$ は常に存在する. ゆえに, 上述の $r_{\varphi}$ の定義は妥当である.

定義 5.6. $\varphi\in S$ に対し, $R_{\varphi}= \bigcap_{n<\omega}C_{t_{\varphi}(n)}^{n}$ と定義する.

命題 5.7. 任意の $\varphi\in S$ について, $R_{\varphi}$ は空でない閉集合である.

証明. 定義から明らかに, $R_{\varphi}$ は空でない閉集合の ( $\subseteq$ に関する) 減少列の共通部分であ
る. また, カントール空間 $2^{\omega}$ はコンパクトである. 口

命題 5.8. 任意の $\varphi\in S$ について, $R_{\varphi}\cap H_{\varphi}=\emptyset$ である.

証明. $A_{\varphi}= \bigcup_{n<\omega}\bigcup_{i\in\varphi(n)}C_{i}^{n}$ とおく. すると, 明らかに $H_{\varphi}\subseteq A_{\varphi}$ である. また, $r_{\varphi}$
の

作り方より, $R_{\varphi}\cap A_{\varphi}=\emptyset$ が成り立つ. したがって, $R_{\varphi}\cap H_{\varphi}=\emptyset$ である. 口

命題 5.9. $\varphi,$ $\psi\in S$ {こついて, 無限個の $n<\omega$ [こついて $r_{\varphi}(n)\in\psi(n)$ であれば,
$H_{\psi}\not\subset H_{\varphi}$ である.

証明. 仮定より, $R_{\varphi}\subseteq H_{\psi}$ が成り立つことは明らかである. このことと, 命題 57 および

58 より, $H_{\psi}\not\subset H_{\varphi}$ であることがわかる. 口

命題 59 を使うと, $\varphi,$ $\psi\in S$ について, $H_{\psi}$ が $H_{\varphi}$ の部分集合でないことの証明を, 自

然数上の組合せ論的性質によって行うことができる. このことは, 第 7 節における, イデ
アル $N$ への順序構造の埋め込み定理の証明で重要な役割を果たす.
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注意すべき点は, 命題 59 に現れる $\varphi,$
$\psi,$

$r_{\varphi}$ はすべて自然数上の組合せ論の言葉で表

される概念であるにもかかわらず, $\varphi$ と $r_{\varphi}$ の対応関係は $h$ と $C_{i}^{n}$ の選び方に強く依存し

ていることである. これは, $H_{f},$ $H_{\varphi}$ を定義することにより, 零集合を関数やスラロームを

使ってコードすることはできたが, $r_{\varphi}$ を使って議論するときには, コードとしての関数や

スラロームそのものの情報だけではなく, コード化のスキームにまで立ち戻らなければな

らないことを意味する. すべての議論に先立って $h$ および $C_{i}^{n}$ を選んで固定しなければ

ならない最大の理由は, まさにこの点にある.

6Localization forcing

この節では, [2, Section 3.1] で導入されている localization forcing の定義と性質につ

いて述べる.

定義 6.1. Localization forcing $\mathrm{L}\mathbb{O}\mathbb{C}$ は, 次のように定義される $*12$ . $\mathrm{L}\mathbb{O}\mathbb{C}$ の condition
$p$ は $p=(s^{p}, F^{\mathrm{p}})$ の形であって, $s^{p}\in \mathcal{T},$ $F^{p}$ は $\omega^{\omega}$ の有限部分集合で, かつ, $|s^{p}|\geq|F^{p}|$

を満たすものである. 以下, $\mathrm{L}\mathbb{O}\mathbb{C}$ の condition $p$ について, 特に断ることなく $p$ の第 1 成

分と第 2 成分をそれぞれ $s^{p},$ $F^{p}$ で表す.
$\mathrm{L}\mathbb{O}\mathbb{C}$ の condition $p,$ $q$ に対して, $p\leq q$ とは, 以下が成り立つときにいう.

1. $s^{p}\supseteq s^{q}$ ,
2. $F^{p}\supseteq F^{q}$ , かつ,

3. $|s^{q}|\leq n<|s^{p}|$ を満たすすべての $n$ と, すべての $f\in F^{q}$ (こついて, $f(n)\in s^{p}(n)$

である.

次の命題は, $\mathrm{L}\mathbb{O}\mathbb{C}$ の定義から明らかであろう.

命題 6.2. $\mathrm{V}$ を基底モデルとし, $G$ を $\mathrm{V}$ 上 $\mathrm{L}\mathbb{O}\mathbb{C}$-generic なフイルタとする. $\mathrm{V}[G]$ にお

いて, $\varphi c=\cup\{s^{p} : p\in G\}$ と定義する. このとき, $\varphi_{G}\in S$ となり, かつ, $\mathrm{V}$ こ属するす

べての ’の元 $f$ について, 有限個を除くすべての $n<\omega$ について $f(n)\in\varphi_{G}(n)$ が成

り立つ.

次の命題により, $\mathrm{L}\mathbb{O}\mathbb{C}$ は基底モデルでコードされるすべてのポレル零集合を含む零集

合を付加することがわかる.

$*12$ ここで述ぺる $\mathrm{L}\mathbb{O}\mathbb{C}$ の定義は [2, Section 31] による定義とは異なるが, 表現が違うだけで実体は同じで
ある. 本稿で定義を変えているのは, well-founded iteration の定義を簡潔にするためである.
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命題 63. $\mathrm{V}$ を基底モデル, $G$ を $\mathrm{V}$ 上 $\mathrm{L}\mathbb{O}\mathbb{C}$ -generic なフイルタとし. HG=H,。とお

く. このとき, $\mathrm{V}[G]$ において, $\mathrm{V}$ でコードされるすべての $2^{\omega}$ のボレル零集合 $X$ につい

て $X\subseteq H_{G}$ が成り立つ.

証明. 命題 5.4 および 62 より直ちに導かれる. 口

命題 6.4. $\mathrm{L}\mathbb{O}\mathbb{C}$ は $\sigma$-linked である. ゆえに, 特に $\mathrm{L}\mathbb{O}\mathbb{C}$ は $\mathrm{c}\mathrm{c}\mathrm{c}$ を満たす.

証明. 集合 $L=\{p\in \mathrm{L}\mathbb{O}\mathbb{C} : |s^{p}|\geq 2\cdot|F^{p}|\}$ が $\mathrm{L}\mathbb{O}\mathbb{C}$ において dense であることは容易

にわかる. $L$ が可算個の hnked な集合の和で表せることを示せば十分である.

各 $t\in \mathcal{T}$ に対し, $L_{t}=\{p\in L:s^{p}=t\}$ . とおく. このとき, 明らかに $L=\cup\{L_{t}$ : $t\in$

$\mathcal{T}\}$ が成り立つ. また, $t\in \mathcal{T}$ と $p,$ $q\in L_{t}$ に対して, $(t, F^{p}\cup F^{q})$ は $\mathrm{L}\mathbb{O}\mathbb{C}$ の condition

であり, かつ $p,$ $q$ の common extension である. したがって, すべての $t$ (こつ 1)で, $L_{t}$ (こ

属する condition はどの 2 つも $\mathrm{L}\mathbb{O}\mathbb{C}$ において compatible である. 口

第 5 節で定義したとおり, $\mathrm{V}[G]$ において, \mbox{\boldmath $\varphi$}。をもとに r,。および $R,G$ を定義する

ことができる $*13$ . $r_{\varphi}$ の定義から明らかに, $r_{\varphi}(n)$ の値は, $\varphi$ の先頭部分 $\varphi$ 「 $(n+1)\in \mathcal{T}$

によって決定されている. したがって, $r_{\varphi_{G}}$ を表す $\mathrm{L}\mathbb{O}\mathbb{C}$-name $\dot{r}$ を, 特に, 「$p\in \mathrm{L}\mathbb{O}\mathbb{C}$ に

対し, $|s^{p}|=n$ ならば $p$ は $\dot{r}$ 「 $n$ の値を決定する」 という性質を満たすように構成するこ

とができる.

本節の残りの部分で述べる結果は, 第 7 節では直接的には用いられない. しかし, 以下

に示すアイデアは, 主定理の証明の中で有効に活かされている.

Localization forcing の product $\mathrm{L}\mathbb{O}\mathbb{C}\cross \mathrm{L}\mathbb{O}\mathbb{C}$ を考える. $\mathrm{L}\mathbb{O}\mathbb{C}\cross \mathrm{L}\mathbb{O}\mathbb{C}$ による拡大モ

デルにおいて, generic に付加される 2 つの零集合は, 互いに他を含まない (すなわち, $\subseteq$

に関して比較不可能である) ことを示す.

命題 6.5. $G=G_{1}\cross G_{2}$ は $\mathrm{V}$ 上 $\mathrm{L}\mathbb{O}\mathbb{C}\cross \mathrm{L}\mathbb{O}\mathbb{C}$-generic なフイルタで, $G_{1}$ と $G_{2}$ はどち

らも $\mathrm{V}$ 上 $\mathrm{L}\mathbb{O}\mathbb{C}$-generic であるとする. $\mathrm{V}[G]$ において, $i=1,2$ について $\varphi_{i}=\varphi_{G}$ : およ

び $H_{i}=H_{\varphi_{i}}$ とおく. このとき, $H_{1}\not\subset H_{2}$ および $H_{2}\not\subset H_{1}$ である. .

証明. 対称性より, $H_{1}\not\subset H_{2}$ のみを示せぱ十分である. $r_{2}=r_{\varphi_{2}},$ $R_{2}=R_{\varphi 2}$ とおく.

$R_{2}\neq\emptyset$ であり, かつ, $R_{2}\cap H_{2}=\emptyset$ は常に成り立つから, $R_{2}\subseteq H_{1}$ を示せばよい.

$*13$ 特に, この文脈においては, R,。は $\mathrm{V}$ 上の random 実数からなる集合になっている. なぜなら, 命

題 62 により, $\mathrm{V}$ でコードされるポレル零集合はすべて H,。に含まれ, かつ, R,。は $H,G$ の外側に

あるからである.
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$\dot{r}_{2}$ を, $r_{2}$ を表す $\mathrm{L}\mathbb{O}\mathbb{C}$-name で, 特に, $|s^{p}|=n$ ならば $p$ が $\dot{r}_{2}$ 「 $n$ の値を決定するよう

なものとする. $(p_{1},p_{2})\in \mathrm{L}\mathbb{O}\mathbb{C}\cross \mathrm{L}\mathbb{O}\mathbb{C}$ および $N<\omega$ を任意にとる. これから, $(q_{1}, q_{2})\in$

$\mathrm{L}\mathbb{O}\mathbb{C}\cross \mathrm{L}\mathbb{O}\mathbb{C}$ と $n<\omega$ で, $(q_{1}, q_{2})\leq(p_{1},p_{2}),$ $n>N$ かつ $(q_{1}, q_{2})|\vdash\dot{r}_{2}(n)\in s^{q_{1}}(n)$ を

満たすものが存在することを示す. これにより, 無限個の $n<\omega$ について $r_{2}(n)\in\varphi_{1}(n)$

が成り立つ, すなわち, $R_{2}\subseteq H_{1}$ であることがわかる.

$n= \max\{N, |s^{p_{1}}|, |s^{p_{2}}|\}+1$ とする. $q_{2}\leq p_{2}$ を, $|s^{q_{2}}|\geq n+1$ となるよう (ことる. す

ると, condition $q_{2}$ は $\dot{r}_{2}(n)$ の値を決定しているので, 特 (こ $q_{2}|\vdash\dot{r}_{2}(n)=k$ とする. ここ

で, $q_{1}\leq p_{1}$ を, $|s^{q_{1}}|\geq n+1$ かつ $k\in s^{q_{1}}(n)$ を満たすよう (こ選ぶことができる. このと

き, $(q_{1}, q_{2})$ が求める condition であることが容易に確かめられる. 口

7Null ideal への順序構造の埋め込み定理

この節では, 第 6 節で導入した localization forcing の well-founded iteration を定義

し, それを用いて Null ideal への順序構造の埋め込み定理を証明する. ただし, 本節では,
埋め込まれる順序構造 $Q$ は well-founded であることを仮定する.

$(Q, \leq)$ を well-founded な順序構造とする. $Q^{*}$ , rank function, Q。などの定義は第 2
節と同一とする.

定義 7.1. $Q^{*}$ 上の rank に関する帰納法によって, 各 $a\in Q^{*}$ に対して forcing notion N。

を次のように定義する.

N。の condition $p$ は $p=\{(s_{x}^{p}, F_{x}^{p}) : x\in D^{p}\}$ の形で, 次の条件を満たすものとする.

1. $D^{p}$ it Q。の有限部分集合,

2. 各 $x\in D^{p}$ について, $s_{x}^{p}\in \mathcal{T},$ $F_{x}^{p}$ は $\omega^{\omega}$ の元を表す Nエー name の有限集合であ

り $*14$ , かつ,

3. 各 $x\in D^{p}$ について, $|s_{x}^{p}|\geq|F_{x}^{p}|$ が成り立つ.

以下, 特に断ることなく, N。の condition $p$ の各成分を $s_{x}^{p},$ $F_{x}^{p},$ $D^{p}$ と表記する.

$*14$ 正確には, $F_{x}^{p}$ は $\mathrm{r}_{\omega^{\omega}}$ の有限部分集合を表す $\mathrm{N}_{x}- \mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{e}$ 」 として定義すべきであろう. しかし, そのよう

に定義したとても, $F_{x}^{p}$ の濃度がすべて決定されているような condition の全体は dense であり, さらに,
濃度が $n$ に決定されていれば, 「濃度 $n$ の集合の $\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{e}$」 と $\mathrm{r}_{n}$ 個の name の集合」 は自然に同一視で
きるのて, $F_{x}^{p}$ は name の集合としても, forcing notion としては同等である. もつとも, その意味では,

$F_{x}^{p}$ はドットをつけて $\dot{F}_{x}^{p}$ と書くべきかもしれないが, ここでは 「 $F_{x}^{p}$ は name の集合であって, それ自
体は name ではない」 という立場をとり, ドットをつけないことにする.
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p\in N。と $b<a$ (こ対して, $D’=D^{p}\cap Q_{b}$ とし, $p$「 $b=\{(s_{x}^{p}, F_{x}^{p}) : x\in D’\}$ と定義す
る. このとき, $p\mathrm{r}b$ は $\mathrm{N}_{b}$ の condition となる.

N。の condition $p,$ $q$ について, $p\leq q$ とは, 以下の条件が満たされるときにいう.

1. $D^{p}\supseteq D^{q}$ ,

2. 各 $x\in D^{q}$ Gこついて, $s_{x}^{p}\supseteq s_{x}^{q},$ $F_{x}^{p}\supseteq F_{x}^{q}$ , かつ, $|s_{x}^{q}|\leq n<|s_{x}^{p}|$ を満たすすべての

$n<\omega$ とすべての $j\in F$ (こついて $p$「 $x\mathrm{I}\vdash_{\mathrm{N}_{x}}j(n)\in s_{x}^{p}(n)$ である.

補題 7.2. $a,$ $b\in Q^{*}$ について, $a\ll b$ ならば, N。から $\mathrm{N}_{b}$ への自然な埋め込みは complete
embedding である.

証明. 補題 42 と同様. 口

補題 7.3. 任意の $a\in Q$ について, 集合 $B_{a}=\{p\in \mathrm{N}_{Q} : a\in D^{p}\}$ は N。において dense
である.

証明. $p\in \mathrm{N}_{Q}$ かつ $a\not\in D^{p}$ とする. $q\in \mathrm{N}Q$ を次のように定義する.

1. $D^{q}=D^{p}\cup\{a\}$ ,
2. $s_{a}^{q}=\emptyset,$ $F_{a}^{q}=\emptyset$ , かつ

3. $q$ の残りの成分は $p$ と同じ.

このとき, $q\leq p$ かつ q\in B。である. 口

補題 7.4. 任意の $a\in Q$ と $N<\omega$ について, 集合 $B_{a}^{N}=\{p\in \mathrm{N}_{Q}$ : $a\in D^{p}$ かつ $|s_{a}^{p}|\geq$

$N\}$ は N。において dense である.

証明. $p\in \mathrm{N}_{Q},$ $a\in Q$ かつ $N<\omega$ とする. 補題 73 により, $a\in D^{p}$ と仮定して一般性を

失わない.

$|s_{a}^{p}|<N$ と仮定する. $r\in$ N。 を, $r\leq p$ かつ, すべての $j\in F_{a}^{p}$ [こついて $r$

が $j\mathrm{r}N$ の値を決定するように選ぶ. $|s_{a}^{p}|\leq n<N$ を満たす各々の $n$ について,
$K_{n}=$ { $k<\omega$ : $r$ 1\vdash N。ある $\dot{f}\in F_{a}^{p}$ &こついて $j(n)=k$ } とおく. $q$ を次のよう (こ定義

する.

1. $D^{q}=D^{q}\cup D^{r}$
フ

2. $\text{各}x\in D^{f}$ [こついて, $s_{x}^{q}=s_{X}^{r}$ かつ $F_{X}^{q}=F_{x}^{r}$ ;
3. $s_{a}^{q}$ は, 以下の条件によって定まる $\mathcal{T}$ の元とする: $|s_{a}^{q}|=N,$ $s_{a}^{q}\supseteq s_{a}^{p}$ かつ,

$|s_{a}^{p}|\leq n<N$ を満たす各々の $n$ {こついて $s_{a}^{q}(n)=K_{n}$ ;
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4. $q$ のその他の成分は $p$ と同じ.

この $q$ について, $q\leq p$ かつ $q\in B_{a}^{N}$ が成り立つことは容易に確かめられる. 口

補題 7.5. 任意の $a\in Q$ と $\omega^{\omega}$ の元を表す $\mathrm{N}_{a}$-name $\dot{f}$ について, 集合 $B_{a}^{\dot{f}}=\{p\in \mathrm{N}Q$ :
$a\in D^{p}$ かつ $j\in F_{a}^{p}$ } は $\mathrm{N}_{Q}$ (こおいて dense である.

証明. $p\in \mathrm{N}_{Q},$ $a\in Q$ かつ, $j$ を $\omega^{\omega}$ の元を表す $\mathrm{N}_{a}$ -name とする. 補題 73 により,
$a\in D^{p}$ と仮定して一般性を失わない.

補題 7.4 を用いて, $q\leq p$ を, $|s_{a}^{q}|\geq|s_{a}^{p}|+1$ を満たすように選ぶ$*15$ . そのうえで,

$r\in \mathrm{N}_{Q}$ を

1. $F_{a}^{r}=F_{a}^{q}\cup\{j\}$ , かつ

2. $r$ の残りの成分は $q$ と同じ

とおくこと [こより定める. このとき, $r\leq q$ かつ $r\in B_{a}^{j}$ となる. $\text{口}$

補題 7.6. 集合 $L=$ {$p\in \mathrm{N}_{Q}$ : すべての $x\in D^{p}$ について $|s_{x}^{p}|\geq 2\cdot|F_{x}^{p}|$ } は $\mathrm{N}_{Q}$ におい

て dense である.

証明. 補題 7.4 の証明と同様の議論を, $\max\overline{D}^{p}$ こ関する帰納法で行えばよい. (系 45 の

証明を参照せよ. ) $\text{口}$

補題 7.7. N。は $\mathrm{c}\mathrm{c}\mathrm{c}$ を満たす.

証明. 補題 76 に示されている $\mathrm{N}_{Q}$ の dense な部分集合 $L$ が $\mathrm{c}\mathrm{c}\mathrm{c}$ を満たすことを示せば

十分である.
$A$ を $L$ の非可算部分集合とする. $\Delta$-system lemma により, 非可算集合 $A’$ を,

1. 集合 $\{D^{p} : p\in A’\}$ が $r$ を root とする $\Delta$-system をなし, かつ,

2. 各 $x\in r$ {こついて, すべての $p\in A’$ (こ対する $s_{x}^{p}$ が同一である

ようにとることができる. このとき, $A’$ に属する任意の 2 つの condition は $\mathrm{N}_{Q}$ において

compatible である. 口

$*15$ この下準備が必要となる理由は, $F_{a}^{q}$ に name を付け加えて $r$ を構成したときに, $r$ が $\mathrm{L}\mathbb{O}\mathbb{C}$ の condition
であるための条件 (3)(定義 7.1) を満たすようにするためである.
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定義 78. $\mathrm{V}$ を基底モデル, $G$ を $\mathrm{V}$ 上 $\mathrm{N}_{Q}$-generic なフィルタとする. $\mathrm{V}[G]$ において,

各 $a\in Q$ に対し, $\varphi_{a}=\cup$ { $s_{a}^{p}$ : $p\in G$ かつ $a\in D^{p}$ } と定義する. また, $a\in Q$ に対し,
$G$「 $a=G\cap \mathrm{N}_{a}=$ {$p$「 $a:p\in G$} とおく.

補題 73 および 7.4 より, すべての $a\in Q$ について \mbox{\boldmath $\varphi$}。は定義され, かつ, $\varphi_{a}\in S$ と

なる.

補題 7.9. $\mathrm{V}[G]$ において, 任意の $a\in Q$ と $f\in\omega^{\omega}\cap \mathrm{V}[G[a]$ に対し, 有限個を除くす

べての $n<\omega$ (こついて $f(n)\in\varphi_{a}(n)$ が成り立つ.

証明. 補題 75 および N。の定義から導かれる. 口

定義 7.10. 各 $a\in Q$ に対し, Ha=H,。とおく.

このとき, すべての $a\in Q$ について $H\text{。}\in N$ である. 集合 $\{H_{a} : a\in Q\}$ が $\subseteq$ に関し

て $(Q, \leq)$ と順序同型で, かつ $N$ において cofinal であることを示せば, 証明が完結する.

補題 7.11. $a\in Q$ とする. $\mathrm{V}[G\mathrm{r}a]$ でコードされるすべてのボレル零集合 $X\subseteq 2^{\omega}$ に対

し, XH。力城り立つ.

証明. 補題 79 および命題 5.4 から導かれる. 口

補題 7.12. $\mathrm{V}[G]$ において, すべての $2^{\omega}$ の零集合 $X$ に対して, XH。を満たす $a\in Q$

が存在する.

証明. 補題 414 と同様. 口

補題 7.13. $a,$ $b\in Q$ について, $a\leq b$ ならば $H_{a}\subseteq H_{b}$ である.

証明. 補題 7.11 より明らか. 口

第 5 節と同じように, $a\in Q$ に対し, ra=r,。および Ra=R,。を考える. このとき,

第 6 節で述べたとおり, $r_{a}$ を表す $\mathrm{N}_{a}$-name $\dot{r}_{a}$ を, 特に 「$p\in \mathrm{N}$。に対し, $a\in D^{p}$ かつ

$|s_{a}^{p}|=n$ ならば, $p$ は $\dot{r}_{a}\mathrm{r}n$ の値を決定する」 という性質を満たすように構成することが

できる.

補題 7.14. $a,$ $b\in Q$ [こついて, $a\not\leq b$ ならば $H_{a}\not\subset H_{b}$ である.

証明. $a\not\leq b$ とする. $R_{b}\neq\emptyset$ であり, かつ, $R_{b}\cap H_{b}=\emptyset$ は常に成り立つから, RbH。

を示せば十分である.
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$p\in \mathrm{N}_{Q}$ かつ $N<\omega$ とする. 補題 73 により, $a,$ $b\in D^{p}$ と仮定して一般性を失わない.

これから, $q\leq p$ および $n>N$ を, $q|\vdash_{\mathbb{N}_{Q}}$
“

$\dot{r}_{b}(n)\in s_{a}^{q}(n)$
” を満たすよう (こ選ぶ. このこ

とから, 無限個の $n<\omega$ について $r_{b}(n)\in\varphi_{a}(n)$ , すなわち RbH。が成り立つことが
示される.

$n= \max\{N, |s_{a}^{p}|, |s_{b}^{p}|\}+1$ とおく.

補題 4.4 により, $p’\leq p$ を, $|s_{b}^{p’}|\geq n+1$ となるようにとる. ここで, 仮定により $a\not\leq b$

であるから, 補題 4.4 の構成法より, 特に, $s_{a}^{p’}=s_{a}^{p}$ かつ $F_{a}^{p’}=F_{a}^{p}$ が成り立つように $p’$

を構成することができる.

この condition $p’$ は, $\dot{r}_{b}(n)$ の値を決定している. そこで, 特 (こ $p’|\vdash_{\mathrm{N}_{Q}}\dot{r}_{b}(n)=k$ と

する.

次に, $|F_{a}^{p’}|\leq|s_{a}^{p}’|\leq n$ であることから, 補題 4.4 と同様の構成法により, $q\leq p’$ を,
$|s_{a}^{q}|\geq n+1$ かつ $k\in s_{a}^{q}(n)$ を満たすよう [こ選ぶことができる.

この $q$ が求めるものであることは, 容易に確かめられる. 口

以上により, 下記の主定理が証明された.

定理 7.15 (Null ideal への順序構造の埋め込み定理). $(Q, \leq)$ を, well-founded な順序
集合で, 特に, すべての可算部分集合が strict upper bound をもつ (すなわち, すべての可
算集合 $A\subseteq Q$ について, ある $b\in Q$ が存在して, すべての $a\in A$ について $a<b$ とな

る) ものとする. このとき, N。による拡大モデルにおいて, $(N, \subseteq)$ は $Q$ と順序同型でか

つ cofinal な部分集合 $\{H_{a} : a\in Q\}$ を含む. すなわち, $\{H_{a} : a\in Q\}$ について以下が成

り立つ.

1. すべての $X\in N$ について, XH。を満たす $a\in Q$ が存在する.

2. $a,$ $b\in Q$ について, $a\leq b$ のとき, かつそのとき {こ限り $H_{a}^{\cdot}\subseteq H_{b}$ である.

問題 7.16. 順序集合 $(Q, \leq)$ が well-founded とは限らない場合に, null ideal への順序構
造の埋め込み定理は証明できるか
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