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序

$S=\{0,1\}$ と $S^{3}$ から $S$ への写像 $g$ との組 $(S, g)$ を基本セノレオートマトン (Elementary Cellular
Automata, ECA) と呼ぶ. $2^{8}=256$ 通りの ECA $(S, g)$ が存在し, それぞれの ECA $(S, g)$ には次のよ

うにして定まるルール番号 $\mathrm{R}\mathrm{N}(S, g)$ が与えられる.

$\mathrm{R}\mathrm{N}(S, g)=\sum_{a,b,c}g(a, b, c)2^{a2^{2}+b2+\mathrm{c}}$
.

ECA $(S, g)$ が与えられたとき, 次のようにして $g:S^{\mathrm{Z}}arrow S^{\mathrm{Z}}$ を定義できる.

$\forall x\in S^{\mathrm{Z}},$ $\forall i\in \mathrm{Z},$ $(g(x))_{i}=g(x_{i-1}, x_{i}, x_{i+1})$

$S^{\mathrm{Z}}$ の要素を configuration と呼ぶ. ここで $\mathrm{Z}$ は, 整数全体の集合である. 特に (..., 0, 0, 1, 0, 0, .. ) を

single seed configuration と呼ぶ.

ECA $(S, g)$ の $g$ を local rule, $g$ から定められる $g:S^{\mathrm{Z}}arrow S^{\mathrm{Z}}$ を global rule と呼び, $g$ の bold face
$g$ で書き表すことにする. $g$ は, $S^{\mathrm{Z}}$ 上の dynamics を定める.

$x\in S^{\mathrm{Z}}$ , $g^{0}(x)\neg-x$ , $g^{t+1}(x)=g(g^{t}(x)),$ $t\geq 0$ .
$x\in S^{\mathrm{Z}}$ を initial configuration としたとき, dynamics $g$ が定める時空間パターンとは, {(ち $g^{t}(x)$ ), $t\geq 0$}
のことである. 一般的に我々が問題にするのは, ECA $(S, g)$ が定める $S^{\mathrm{Z}}$ 上の dynamics $g$ の解析及び

時空間パターン $\{(t, g^{t}(x)), t\geq 0\},$ $x\in S^{\mathrm{Z}}$ の特性である.

二つの ECA’s $(S, f)$ と $(S, g)$ は次の条件を満たすとき, 対称であると呼ばれる.

$\forall a,$ $b,$ $c\in S$, $f(a, b,c)=g(a, b, c)$ .

このとき, $f$ が定める dynamics と $g$ が定める dynamics とは同値である.

S.Wolfram(1983) は, 詳細な計算機シュミレーションによって基本セルオートマトンを分類したが, そ

れらは必ずしも厳密なものではない. これに対して G.Braga, G.Cattaneo, P.Flocchni and C.Quaranta
Vogliotti(1995) は, 明確な判定基準による分類を行い, 0-quiescent local rule (定義はこの後で提示す

る) を持つ基本セルオートマトンを以 Tのような $C_{1},$ $C_{2},$ $C_{3}$ の三つのクラスに分類した. また, それ

ぞれのセルオートマトンがどのクラスに属するかの判定を行うアルゴリズム的な手法を提示している.

$C_{1}$ : $\forall x\in \mathcal{F}$, $\lim_{tarrow\infty}l(g^{t}(x))=0$ ,

$C_{2}$ : $\forall x\in F$ , $\sup_{t\in \mathrm{N}}l(g^{t}(x))<\infty$ ,

$C_{3}$ : $\exists x\in F$, $\sup_{t\in \mathrm{N}}l(g^{t}(x))=\infty$ .
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本稿で問題にするのは $C_{3}$ クラスに属する local rule の内, 特に Sierpinski class と呼ばれるクラス (こ

属する $g$ によって定まる dynamics $g$ がどのような growth of time-space pattern を示すか [こつし $\mathrm{a}$て議

論することである.
$S$ 上には離散位相が定義されていて, その直積位相が $S^{\mathrm{Z}}$ 上に定義されているとする. また left shift

transformation $\sigma_{L}$ : $S^{\mathrm{Z}}arrow S^{\mathrm{Z}}$ および right shift transformation $\sigma_{R}$ : $S^{\mathrm{Z}}arrow S^{\mathrm{Z}}$ は次のように定義され

る; $x\in S^{\mathrm{Z}}$ に対して
$(\sigma_{L}(x))_{i}=x_{i+1}$ , $(\sigma_{R}(x))_{i}=x_{i-1}$ , $i\in \mathrm{Z}$ .

ECA $(S, g)$ は, $g(0,0,0)=0$ であるとき 0–quiescent であると呼ばれる.

$\mathcal{F}=\{x\in S^{\mathrm{Z}}|\exists i\in \mathrm{Z}, \exists j\in \mathrm{Z}, i\leq j, x= (\ldots,0, 0, x_{i}, \ldots, x_{j},0,0, \ldots)\}$

と書き, $\mathcal{F}$ の要素を 0-finite configuration と呼ぶ. 特に $($ ..., 0, 0, 0, $\ldots)\in \mathcal{F}$ であると約束する. $g$ 力\prec

0-quiescent であれば, $g(F)\subseteq F$ である. よって $g$ は, $F$ 上での dynamics を定める.
$\underline{i}$ $\underline{j}$

$x\in F$ に対して $x=$ $(\ldots, 0, 0, 1, \ldots, 1,0,0\ldots)$ であるとき, $l(x)=j-i+1$ と定め, $x$ の length of

pattern と呼ぶ.

以降では, ルール番号を明記する必要がある時, ルール番号 $n$ を持つセルオートマトンの local rule

とそれから決まる global rule をそれぞれ $g_{n}$ 及び $g_{n}$ と書く. また, shift transformation と $g_{n}$ との

合成関数を $h\text{ヵユ}$ =\sigma 。 $\mathrm{o}g_{n}$ , $h_{Rn}=\sigma_{R}\mathrm{o}g_{n}$ と書くが, ルール番号を明記する必要がな $\mathrm{A}\mathrm{a}$ とき (ま, 簡単

に $h_{L}=\sigma_{L}\mathrm{o}g,$ $h_{R}=\sigma_{R}\mathrm{o}g$ と書 $\langle$ ことにする.

混乱を生じることなく, $g$ を以下のように定義される $S^{n+2}$ から $S^{n}$ への写像であるとみなすこと力く

ある.

$\forall(y_{1}, \ldots,y_{n+2})\in S^{n+2}$ , $g(y_{1}, \ldots,y_{n+2})\equiv(g(y_{1},y_{2},y_{3}),g(y_{2},y_{3},y_{4}), \ldots,g(y_{n}, y_{n+1},y_{n+2}))\in S^{n}$.

$g(y_{1}, \ldots, y_{n+2})=(x_{1}, \ldots, x_{n})$ であるとき. $(y_{1}, \ldots, y_{n+2})$ を $(x_{1}, \ldots, x_{n})$ の predecessor であると呼 $S^{\triangleleft}\backslash$ .

Notations (1) 1 の block とは, 1 が 2 個以上並んだもので, 例えば $(1, 1)$ や (1, 1, 1) などを指

し, 長さ $n$ の 1 の block とは, $n$ 個の 1 が並んだものであり, $1_{n}=(1,$$\cdot\cdot\sim$
.

$,$

$1$ と書く. 同様に長さ $n$

の 0 の block とは, $0_{n}=(\sim^{0,\cdots,0}$ である. 特に断ることなく 0 を $($ ..., $\mathrm{o}^{n},$

$\mathrm{o}),$ $(0,0, \ldots),$ $(\ldots, 0,0,0, \ldots)$

等を表すものとして使うが, $\backslash \mathrm{i}\mathrm{E}\mathrm{S}\mathrm{b}n$は生じない. 1 に関しても同様である.

(2) $a^{i}=(a_{1}^{i}, \ldots, a_{m_{\mathrm{i}}}^{i})\in S^{m_{i}},$ $i=1,$ $\ldots,n$ に対して

$(a^{1}, \cdots, a^{n})=(a_{1}^{1}, \ldots, a_{m_{1}}^{1}, \ldots, a_{1}^{n}, \ldots, a_{m_{n}}^{n})$ ,

$(0, a^{1})=$ ( $\ldots,0$ , 0, 0, aH, ..., 。ml1),
$(a^{1},0)=(a_{1}^{1}, \ldots, a_{m_{1}}^{1},0,0,0, \ldots)$ ,

$(0, a^{1},0)=(\ldots,0, 0, 0, a_{1}^{1}, \ldots, a_{m}^{1},0,0,0, \ldots)$

と約束する. 0 の代わりに 1 を入れ替えた場合も同様である.

(3) $x=(\ldots, x_{-1}, x_{0}, x_{1}, \ldots)\in S^{\mathrm{Z}}$ に対して, 以下のような記法を用いる.

$x_{i,j}=(x_{i}, \ldots,x_{j}),$ $i\leq j$ , $x_{-\infty,i}=(\ldots,x_{i-1}, x_{i})$ , $x_{i,\infty}=(x_{i},x_{i+1}, \ldots)$ .

また $a=(a_{1}, \ldots, a_{n})\in S^{n}$ に対して $x=(\begin{array}{l}ix_{-\infty,i},a,x_{i+1,\infty}\end{array})\in S^{\mathrm{Z}}$ は. $x_{i-n+1}=a_{1},$ $\ldots,$ $x_{i}=a_{n}$ である

ことを意味する. つまり $i$ lよ, $a$ の最後の要素が $x$ 中において位置する座標番号を意味する.
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(4) $a=(a_{1}, \ldots, a_{n})\in S^{n}$ と $x\in S^{\mathrm{Z}}$ (こ対して

$\exists i\in \mathrm{Z}$ , $x_{i}=a_{1},$ $\ldots,x_{i+n-1}=a_{n}$

であるとき, $a\in x$ と書くことにする. 従って, 例えば $1_{n}\in x$ は, ある $i\in \mathrm{Z}$ に対して $x_{i}=\cdots=$

$x_{i+n-1}=1$ であることを意味する.

1. Sierpinski Gasket を生成するセルオートマトン

$C_{\mathit{8}}=\{g_{18},g_{26},g_{82},g_{90},g_{146},g_{154},g_{210},g_{218}\}$

と置く.

$g(0,0,1)=g(1,0,0)=1,$ $g(1,0,1)=g(0,1,\mathrm{O})=g(0,0,0)=0$

を満たす local transition function を持つ ECA を集めたものが $C_{\epsilon}$ であり, $g_{26}$ と $g_{82},$ $g_{154}$ と $g_{210}$

はそれぞれ互いに対称の関係にある ECA の組である. これらの rule に従い sigle seed configuration
を時間発展させると Sierpinski Gasket が得られる.

$\sigma_{L}$ を $S^{\mathrm{Z}}$ 上の shift transformation とする.

$\mathcal{W}_{\mathrm{e}v\mathrm{e}n}\equiv\{x|x_{2m}=0, m\in \mathrm{Z}\}$ ,
$\mathcal{W}_{odd}\equiv\{x|x_{2m+1}=0, m\in \mathrm{Z}\}$

とする. 明らかに $(\mathcal{W}_{\mathrm{e}v\mathrm{e}n}\backslash \{0\})\cap(\mathcal{W}_{odd}\backslash \{0\})=\phi$である. また, $\mathcal{W}=\mathcal{W}_{\mathrm{e}v\mathrm{e}n}\cap \mathcal{W}_{odd}$ と置く.

Proposition 11 (1) $g\in C_{s}$ とし, $h_{L}=\sigma_{L}\mathrm{o}g$ とする. 次のことが成立する.

$\forall x\in \mathcal{W}_{\mathrm{e}v\mathrm{e}n}$ , $(h_{L}(x))_{i}=\{$
0, $i=2m$,
$x_{i}\oplus x_{i+2}$ , $i=2m+1$ ,

$\forall x\in \mathcal{W}_{odd}$ , $(h_{L}(x))_{i}=\{$
0, $i=2m+1$ ,
$x_{i}\oplus x_{i+2}$ , $i=2m$,

である. このことから,

$\forall x\in \mathcal{W}_{\mathrm{e}v\mathrm{e}}$ , $h_{L}(x)\in \mathcal{W}_{\mathrm{e}v\mathrm{e}n}$ ,
$\forall x\in \mathcal{W}_{odd}$ , $h_{L}(x)\in \mathcal{W}_{odd}$ .

さらに

$\forall t\geq 0,$ $\forall x,y\in \mathcal{W}_{\mathrm{e}v\mathrm{e}n}$ , $h_{L}^{t}(x\oplus y)=h_{L}^{t}(x)\oplus h_{L}^{t}(y)$ ,
$\forall t\geq 0,$ $\forall x,$ $y\in \mathcal{W}_{odd}$ , $h_{L}^{t}(x\oplus y)=h_{L}^{t}(x)\oplus h_{L}^{t}(y)$.

(2) $g\in C_{\epsilon}$ とし, $h_{R}=\sigma_{R}\mathrm{o}g$ とする. 次のことが成立する.

$\forall x\in \mathcal{W}_{\mathrm{e}v\mathrm{e}n}$, $(h_{R}(x))_{i}=\{$
0, $i=2m$,
$x_{i-2}\oplus x_{i}$ , $i=2m+1$ ,

\forall x\in \eta \sim d山 $(h_{R}(x))_{i}=\{$
0, $i=2m+1$ ,
$x_{i-2}\oplus x_{i}$ , $i=2m$,
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である. このことから,

$\forall x\in \mathcal{W}_{\mathrm{e}ve}$ , $h_{R}(x)\in \mathcal{W}_{even}$ ,

\forall x\in \Delta \sim d小 $h_{R}$ (x)\in \Delta \sim d小

さらに

$\forall t\geq 0,$ $\forall x,$ $y\in \mathcal{W}_{\mathrm{e}v\mathrm{e}n}$ , $h_{R}^{t}(x\oplus y)=h_{R}^{t}(x)\oplus h_{R}^{t}(y)$ ,

$\forall t\geq 0,$ $\forall x,y\in \mathcal{W}_{odd}$ , $h_{R}^{t}(x\oplus y)=h_{R}^{t}(x)\oplus h_{R}^{t}(y)$ .

Proof 任意の $x\in S^{\mathrm{Z}}$ に対して $(h_{L}(x))_{i}=g(x_{i}, x_{\mathrm{i}+1}, x_{i+2})$ であり $g(0,0,1)=g(1,0,0)=1,$ $g(1,0,1)$

$g(0,1, \mathrm{O})=g(0,0,0)=0$ であることに注意すれば, Proposition は明らかである 口

Proposition 12 $g\in C_{\epsilon}$ に対して, $h_{L}=\sigma_{L}\circ g$ とする. $x=(0,1,0)0\in \mathcal{W}_{odd}$ に対して

$A_{0}=(x)$ , $A_{n}=\{$

$\backslash$

$x$

$h_{L}(x)$

$h_{L}^{2}(x)$

$h_{L}^{2^{n}-1}(x)/$

’
$n\geq 1$

と置けば, 次のことが成立する.

$A_{n}=(\begin{array}{l}A_{n-1}\sigma_{L}^{2^{n}}A_{n-1}\oplus A_{n-1}\end{array})$ , $n\geq 1$ ,

$h_{L}^{2^{n}-1}(x)$
$=(\ldots, 0, 0, 0,1,0-(2^{n+1}-2), 1, \mathrm{Q}, \ldots,\mathrm{Q}, 01,0, 0, 0, .. )$ ,

$\forall t\geq 0$ , $(h_{L}^{t}(x))_{0,arrow}=(1,0)$ .

$C_{\epsilon}$ に属するルールが single-seed configuration に対して入れ子構造を持つ time-space pattern を生
成することを意味している.

Proof $n$ に関する帰納法で証明する. $x^{t}=h_{L}^{t}(x),$ $t\geq 0$ と書き, $x^{0}=h_{L}^{0}(x)=x$ とする.

$A_{0}=(\ldots,0,0,0,1,0,0,0, \ldots)0$ ,
$x^{1}=x^{2^{1}-1}$

$=(\ldots,0,0,0,1,0,1,0,0,0, \ldots)-2^{1}0$

$=$
$(\ldots,0, 0, 0,1,0-2^{1}, 0, 0, \ldots)\oplus(\ldots,0,0,0,1,0,0,0, \ldots)0$

$=(\sigma_{L}^{2^{1}}x^{0})\oplus x^{0}$

であるから,

$A_{1}=(\begin{array}{l}A_{0}\sigma_{L}^{2^{1}}A_{0}\oplus A_{0}\end{array})$ ,

$x^{2^{1}-1}=(\ldots,0, 0, 0,1,0-(2^{1+1}-1), 01, 0, 0, 0, ..)$

となり, $n=1$ の場合は成立する.
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$n=n$ の場合成立するとして, $n=n+1$ の場合を調べる.

Aヘー $1=(\begin{array}{l}A_{n}x^{2^{n}}\vdots x^{2^{n+1}-1}\end{array})$

であるが, $x^{2^{n}},$
$\ldots,$

$x^{2^{n+1}-1}$ がどのようになるかを調べる. 帰納法の仮定より,

$x^{2^{n}-1}=$ $(\ldots,0, 0, 0,1, 0-(2^{n+1}-2), 1, 0, 1, \ldots, 0, 01, 0, 0, 0, .. )$
$(*)$

であることと, $C_{s}$ [こ属するノレーノレの local transition rule $g$ が

$g(0,1, \mathrm{O})=g(1,0,1)=0,$ $g(0,0,1)=g(1,0,0)=1$

を満たしていることから,

$x^{2^{n}}=(\ldots, 0, 0, 0,1,0-2^{n+1}, 0, \ldots, 0, 0, 01, 0, 0, 0, ..)$

$=$
$(\ldots, 0, 0, 0,1,0-2^{n+1}, 0, 0, \ldots)\oplus(\ldots,0,0,0,1,0,0,0, \ldots)0$

$=(\sigma_{L}^{2^{n+1}}x^{0})\oplus x^{0}$ .

よって,

$\forall t\geq 0$ , $x^{2^{n}+t}=h_{L}^{t}(\sigma_{L}^{2^{n+1}}x^{0}\oplus x^{0})$

$=(\sigma_{L}^{2^{n+1}}h_{L}^{t}(x^{0}))\oplus h_{L}^{t}(x^{0})$

となる. ここで h。が $\sigma_{L}$ と可換であり, また Proposition 1J による $\oplus$ に関する保存性を用いた. 従っ

て, $0\leq t\leq 2^{n}-1$ を考え, 再度帰納法の仮定 $(*)$ を用いると,

$(\begin{array}{l}x^{2^{n}}x^{2^{n}+1}\vdots x^{2^{n+1}-1}\end{array})=(\begin{array}{lll}\sigma_{L}^{2^{n+1}} x^{0}\oplus x^{0} \sigma_{L}^{2^{n+1}} x^{1}\oplus x^{1} \vdots \sigma_{L}^{2^{n+1}} x^{2^{n}} -1\oplus x^{2^{n}-1}\end{array})=(\sigma_{L}^{2^{n+1}}A_{n}\oplus A_{n})$ ,

$x^{2^{n+1}-1}=(\ldots,0, 0, 0,1, 0-(2^{n+1+1}-2), 1, 0, 1, \ldots, 0, 01, 0, 0, 0, \ldots)$

となり, 帰納法での証明が完了する. 口

$h_{R}=\sigma_{R}\circ g(g\in C_{s})$ に対しても Proposition 12 と同様のことが成立する.
$C_{s}$ に属するルールの $\mathcal{W}$ 上での dynamics は同一であり, それはルール 90 と同様である. この

dynamics は, よく知られている. 次に問題にするのは, $\mathrm{f}\backslash \mathcal{W}$ たは $S^{\mathrm{Z}}\backslash \mathcal{W}$ に属する configuration
から出発したとき, どのような軌道を描くかである.

$\mathcal{W}$ は, 1 が孤立し, 1 と 1 との間の 0 の個数が奇数であるような configurations 全体の集合であり,

必ずしも $\mathcal{F}$ の部分集合ではないことに注意しておく.

2. ルール 18 と 146
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ルール 18 と 146 の local transition function は次の表で与えられているようなものである.

$\mathcal{U}$ : 長さ 3 以上の 1 のブロックを含まない configurations 全体の集合,

とする.

ルール 18 に対して, (1, 1, 1) の predecessor は存在しない. 従って, このことから, 次の Proposition

が成立することが容易にわかる.

Proposition 21(ルーノレ 18)

$h_{L18}(S^{\mathrm{Z}})\subset \mathcal{U}$ , $h_{L18}(\mathcal{U})\subset \mathcal{U}$ .

この Proposition から, 任意の $x\in S^{\mathrm{Z}}$ に対して, $h_{L18}(x)$ には, 長さが 3 以上の 1 のブロツクは含

まれず, 1 が存在しても, それは孤立している力 $\mathrm{a}$ , または長さが 2 のブロ $\backslash \backslash /$ クでしかないことがわかる.

Lemma 22 $(/\triangleright-/\triangleright 146)$ (1) ルール番号 146 において
$(0,1,\ldots,1,0)\check{n\geq 3}$

の predecessor は,
$(0,1,\ldots,1,0)\check{n+2}$

に限る.

(2) $x=(\ldots,\dot{0},)?\ldots$ に対して,

$\forall t\geq t$ , $(h_{L146}^{t}(x))_{i-1,i+2}\neq(0,1,1,1)$

である.

Proof (1)

$g_{146}(y_{1},y_{2},y_{3}, \ldots,y_{n+2}, y_{n+3},y_{n+4})=(0,1, \ldots, 1,0)\check{n}$

とする. つまり

$g$ ( $y_{1},$ $y_{2}$ ,y3)=0ラ

$g(y_{2}, y_{3},y_{4})=1,$ $\ldots$ , $g$ ($y_{n+1},y_{n+2}$ , yn+3)=1プ

$g(y_{n+2},y_{n+3},y_{n+4})=0$

である. $g(1,1, \mathrm{O})=g(0,1,1)=g(0,1,0)=0$ であることと $n\geq 3$ であることから $(y_{2}, y_{3}, \ldots, y_{n+2}, y_{n+3})$

には 0 が存在しない. また $g(1,1,1)=1,$ $g(0,1,1)=g(1,1,0)=0$ であることから $y_{1}=y_{n+4}=0$ で

ある.

(2)

$h_{L146}^{t}.(x)=(\ldots, i-1i0,1, 1,1,\ldots, 1\check{n\geq 3}, 0, ..)$

とすれば, Lemma 22 より

$0\leq\forall m\leq t$ ,
$h_{L146}^{m}(x)=(\ldots,0,1,1,1,\ldots,1,0, \ldots)i-1i\tilde{n+(t-m\rangle\cdot 2}$
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であり, よって $x_{i}=1$ でな $[]$}ればならないが, これは $x_{i}=0$ に反する. 口

この Lemma 22 から次の Proposition 23 は, 明らかである.

Proposition 23(ルール 146) (1) $h_{L146}(\mathcal{U})\subset \mathcal{U}$.
(2) $\forall x\in \mathcal{F},$ $\exists t\geq 0$ , $h_{L146}^{t}(x)\in \mathcal{U}$ .
(3) $x\in S^{\mathrm{Z}}$ に対して,

$\sup\{n|1_{n}\in x\}<\infty\Rightarrow\exists t\geq 0,$ $h_{L146}^{t}(x)\in \mathcal{U}$ .

(4) $x\in S^{\mathrm{Z}}$ に対して,

$\sup\{n|1_{n}\in oe\}=\infty\Rightarrow\{\begin{array}{l}\forall t\geq 0,h_{L146}^{t}(x)\not\in \mathcal{U}\lim_{tarrow\infty}d(h_{L146}^{t}(x),\mathcal{U})=0\end{array}$

Proof (4) の後半の証明を行ってお $\langle$ . Lemma 22 の (1) と (2) のよって,

$x_{i,j}=(0_{k}, 1_{l}, 0_{m})$ , $k\geq 1,$ $l\geq 1,$ $m\geq 1,$ $i-j+1=k+l+m$

であるような configuration $x$ に対して

$\exists T,\forall t\geq T$, $1_{3}\not\in(h_{L146}^{t}(x)_{i,j})$

である. つまり $(h_{L146}^{t}(x))_{i,j}$ には, 長さ 3 以上の 1 のブロックが含まれない. 従って, 初期 configuration
中の長さ 3 以上の 1 のブロックが存在していた場所には, 十分時間がたっと. 長さ 3 以上の 1 のブロッ
クが存在しなくなる. 口

$\mathcal{U}$ に属する configuration 中の 1 は, 長さ 2 のブロックである力 $\mathrm{a}$ , または孤立してぃる. 従って, local
transition function としては, (1, 1, 1) に対応する値を用いる必要はない. 従って, $\mathcal{U}$ 上では, ルール

146 とルール 18 きは全く同じ力学を描くことになる.

Proposition 24(ルール 18 と 146)

$\forall x\in \mathcal{U},$ $\forall t\geq 0$ , $h_{L18}^{t}(x)=h_{L146}^{t}(x)$ .

$\mathcal{W}\subset \mathcal{U}$ であり, $h_{L18}(\mathcal{W})\subset \mathcal{W},$ $h_{L146}(\mathcal{W})\subset \mathcal{W}$ であることから, 問題は, $x\in \mathcal{U}\backslash \mathcal{W}$ から出発した
ときの軌道がいずれは $\mathcal{W}$ に入るのかどうかである.

3. ルール 154 とルール 210

ルール番号 154 と 210 の local transition function は, 次の表で与えられる. これら二っのルールが
互いに対称であることがわかる. この節では, ルール 154 のセルオートマトンが生或する時空間パター
ンについて調べる.

$\ovalbox{\tt\small REJECT}(a, b, c)(1,1,1)(1,1,0)(1,0,1)(1,0,0)(0,1,1)(0,1,0)(0,0,1)(0,0,0)$

$g_{154}(a, b, c)$ 1 0 0 1 1 0 1 0
$g_{210}(a, b, c)$ 1 1 0 1 0 0 1 0

$g_{154}(a, b, c)$ 1 0 0 1 1 0 1 0
$g_{210}(a, b, c)$ 1 1 0 1 0 0 1 0
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$B=\{1_{n}|n\geq 0\}$ , $10$ は empty であると約束する,

$\mathcal{W}_{f}=$ { $(1,$ $01j_{1}$” $0_{j_{2}},1,$ $\ldots$ , 1, $0_{j_{r}},$
$1$ ) $|j_{1},$

$\ldots$ ,j嫁奇数, $r\geq 1$ } $\cup\{(1)\}$

とする. 10 と同様に $0_{0}$ は empty であると約束する.

Proposition 31 $1_{n}\in B,$ $w\in \mathcal{W}_{f}$ に対して, 次の関係式が成立する.

$\forall t\geq 0$ , $h_{R154}^{t}(0,1_{n},w,0)=(0,1_{n}, 0)\oplus h_{R154}^{t}(0,w, 0)iii$. $(**)$

$(0, w, 0)i\in \mathcal{W}$ であるから, Proposition 22 より,

$\forall g\in C_{\mathit{8}},$ $\forall t\geq 0$ , $h_{R154}^{t}(0, w, 0)=h_{R}^{t}(0,w, 0)ii$

である ここで $h_{R}=\sigma_{R}\mathrm{o}g$ である.

Proof $g_{154}(0,0,1)=g_{154}(0,1,1)=g_{154}(1,1,1)=1$ であることから,

$(h_{R154}(0,1_{n}, w, 0))_{arrow,i}i=(0,1_{n})$ .

また, $g_{154}(0,0,1)=g_{154}(0,1,1)=g_{154}(1,1,1)=1,$ $g_{154}(1,1,0)=g_{154}(0,1,0)=0$ であることから

$(h_{R154}(0,1_{n}, w, 0))_{i+1,arrow}i=(h_{R154}(0_{n},w, 0))_{i+1,arrow}i$ .

さらに Propositions 1J と L2 とから

$\exists w’\in \mathcal{W}_{f}$ , $h_{R154}(0, w, 0)=(0,w’,0)ii$

であるから, この $w’$ を用いて,

$h_{R154}(0,1_{n},w, 0)=i(0,1_{n}, 0)i\oplus(0,w’, 0)=i(0,1_{n}, w’, 0)i$

となる. よって $t$ 1こ関する帰納法によって $(**)$ が成立することがわかる. 口

$1_{n_{1}},1_{n_{2}}\in B,$ $w_{1},$ $w_{2}\in \mathcal{W}_{f}$ として, $(0, 1_{n_{1}}, w_{1},0_{m}, 1_{n_{2}}, w_{2},0)ikl$ の $h_{R154}$ による時間発展を考える.

$m$ は偶数の場合のみを考えればよく, さらに次の二つの場合を考えればよい.

(1) $w_{1}=(1)$ かつ $m$ は 2 以上の偶数,

(2) $w_{1}\neq(1)$ かつ $m$ は 0 以上の偶数,

ここで, 0 は偶数に含まれるとしている. $m$ 力埼数の場合は, 上記の二つのいずれかの場合に帰着され

る. 任意の $x\in S^{\mathrm{Z}}$ [こ対して $(h_{R154}(x))_{i}=g_{154}(x_{i-2}, x_{i-1}, x_{i})$ であること [こ注意すれば.

$\forall t\geq 0$ , $(h_{R154}^{t}(0,1_{n_{1}}, w_{1},0_{m}, 1_{n_{2}}, w_{2},0))_{arrow,k}ikl=(h_{R154}^{t}(0,1_{n_{1}},w_{1},0))_{arrow,k}i$

$=((0,1_{n_{1}},0)i\oplus h_{R154}^{t}(0,w_{1},0))_{arrow,k}i$ by Proposition 3. 1

であるから, $m$ が偶数であることに注意すれば, Proposition 32 から

$\forall t\geq 0$ , $(h_{R154}^{t}(0,1_{n_{1}},w_{1},0_{m}, 1_{n_{2}}, w_{2},0))_{p}ikl=\{$
0or 1, $p=k$ ,
0, $p=k-1$ .
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$T..h$ . $t\tau T$ . $g(0,0,1)=g(1,0,1)=g(0,1,1)=g(1,1,1)=1T^{-}h$ $p_{\backslash }\dot{\mathrm{b}}$.
$\forall t\geq 0$ , ( $h_{R154}^{t}$ (0, $\mathrm{i}_{n_{1}}^{j},$ $w_{1},0_{m}k$ , ln。, $w_{2},0$)) $=(h_{R154}^{t}(^{kl}0, 1_{n_{2}}, w_{2},0))_{k+1,arrow}$ .

従って Proposition 3.1 より

$\forall t\geq 0$ , $h_{R154}^{t}(0,1_{n_{1}},w_{1},0_{m}, 1_{n_{2}}, w_{2},0)=ikl(((0, \mathrm{i}_{n_{1}},0)i\oplus h_{R154}^{t}(\mathrm{o}^{i}, w_{1},0))arrow,k$,

$((0, 1_{n_{2}},0)\oplus h_{R154}^{t}(0, w_{2},0))_{k+1,arrow)}kll$

となる. 以上の議論を単純に拡張することによって, 次の定理が得られる.

Theorem 33 $1_{n_{i}}\in \mathcal{B},$ $w_{i}$. $\in \mathcal{W}_{f},$ $i\in \mathrm{Z}$ とする. $w_{i}$ と $m_{i}$ は, 上記の (1) または (2) の条件を満た
すとする.

(1) $x=(\ldots,1_{n-1}, w_{-1},\overline{0}_{m-1},1_{n_{0}}^{0}, w_{0},0_{m_{\mathrm{O}}}^{\mathrm{o}},1_{n_{1}}^{1}, w_{1},0_{m_{1}}^{1}, \ldots)i_{-1}k_{1ikik}$ に対して,

$\forall t\geq 0$ , $h_{R154}^{t}(x)=\{$..., $((^{ki_{-1}i_{-1}}\mathrm{o}^{2},1_{n_{-1}},0)\oplus h_{R154}^{t}(0, w_{-1},0))_{k_{-2}+1,k_{-1}}$ ,

$((0,1_{n_{0}}^{0},0)\oplus h_{R154}^{t}(0^{0}, w_{0},0))_{k_{-1}+1,k_{0}}k_{-1ii}$ ,

$((0^{0},1_{n_{1}}^{1},0)\oplus h_{R154}^{t}(0^{1}, w_{1},0))_{k_{0}+1,k_{1}}kii,$ $\ldots)$ .

(2) $x=(^{k_{-1}ikik}0,1_{n_{0}}^{0}, w0,0_{m_{0}}^{0},1_{n_{1}}^{1}, w_{1},0_{m_{1}}^{1}, \ldots)$ に対して,

$\forall t\geq 0$ , $h_{R154}^{t}(x)=(0,$ $((0^{1i},1_{n_{0}}^{\mathrm{o}},0)\oplus h_{R154}^{t}(^{i}0^{0},w_{0},0))_{k_{-1}+1,k_{0}}k_{-}$ ,

$((^{ki}0^{0},1_{n_{1}}^{1},0)\oplus h_{R154}^{t}(^{i}0^{1}, w_{1},0))_{k_{0}+1,k_{1}},$ $\ldots)$ .

(3) $x=(\ldots, i_{-1}k_{-1}i1_{n_{-1}}, w_{-1},0_{m-1},1_{n_{0}}^{0}, w\mathit{0},0)$ に対して,

$\forall t\geq 0$ , $h_{R154}^{t}(x)=(\cdots,$ $((0,1_{n_{-1}}^{1},0)\oplus h_{R154}^{t}(^{i_{-}}0^{1}, w_{-1},0))_{k_{-2}+1,k_{-1}}k_{-2}i_{-}$ ,

$((0^{1i},1_{n_{0}}^{\mathrm{o}},0)\oplus h_{R154}^{t}(^{i}0^{\mathrm{o}}, w_{0},0))_{k_{-1}+1,arrow)}k_{-}$ .

(4) $x=(^{k}0,1_{n_{0}}^{0}, w\mathit{0},0_{m_{0}}^{\mathrm{o}},1_{n_{1}}^{1}, w_{1},0_{m_{1}}^{1}, \ldots,1_{n_{\mathrm{p}}}^{p}, w_{p}, 0)-1ikiki$に対して,

$\forall t\geq 0$ , $h_{R154}^{t}(x)=(((^{ki}\overline{0}^{1},1_{n_{0}}^{0},0)\oplus h_{R154}^{t}(^{i}0^{0}, w_{0},0))_{arrow,k_{0}}$ ,

$((^{ki}0^{0},1_{n_{1}}^{1},0)\oplus h_{R154}^{t}(^{i}0^{1}, w_{1},0))_{k_{0}+1,k_{1}},$
$\ldots$ ,

$((^{k_{p}}\mathrm{o}^{-1},1_{n_{p}}, 0)\oplus h_{R154}^{t}(0, w_{p}, 0))_{k_{p-1}+1,arrow}i_{p}i_{\mathrm{p}},$$\ldots)$
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Theorem 33 は, ルール番号 154 のセルオートマトンが生成する時空間パターンが, 様々な $w\in \mathcal{W}$

を初期 configuration とする時空間パターンを切り張りしたものであり, 従ってその時空間パターンの

生成のありようが完全にわかったことになる. また, $\mathcal{W}$ 上でのルール 154 の dynamics がルール 154
に固有のものではなく, $C_{\acute{s}}$ に属するセルオートマトンに共通であることことから, ルール 154 が生成
する時空間パターンが基本的にルール 90 によって定まっていると言ってもよいことがわかる.
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