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Intrduction
閉集合上の連続関数を正則関数で近似する事は、正則関数の性質を知るうえで重
要なことであり、様々な定理が考えられてきた。
正則関数で連続関数を近似する方法としては大きく分けて以下の二つの考え方が
ある。

1. $\mathbb{C}^{n}$ の閉集合 $I\mathrm{t}^{f}$ 上の連続関数を $K$ の近傍上の正則関数で近似する。

2. $\mathbb{R}’$’ 上の連続関数を $C^{\prime \mathrm{t}t}$ 級関数で近似する。

1. の考え方としては $\mathbb{C}$ 上の領域に対する Rmge の定理 (Theorcm 1.1 参考文献
[7] $)$ が重要である。 Runge の定理は Mergelyan によって拡張された。 (Theorem
12 参考文献 [5] $)$ また、 多変数の場合には $\mathrm{O}\mathrm{k}\mathrm{a}$-tVeil の定理 (Theorcm 13) など
がある。
2. の考え方として、最も有名な定理は Weierstrass の多項式近似定理である。 こ

の定理を $\mathbb{R}$ 上の連続関数の近似に拡張したのは Carleman (参考文献 [1]) であ
る。 さらに $\mathbb{R}^{n}$ の連続関数に対して拡張したのは A. Sakai (Theoreni 15 参考文
献 [8] $)$ である。

1 章ではこの A. Sakai の結果を拡張して $\mathbb{C}$ のコンパクト集合と総実閉集合との
直積,-\llcorner での近似定理を与える。 (Theorem 16)

A. Sakai の手法は L. H\"omander
$i$ J. Wermer の論文 $\lfloor 2r$ ] によるものであり、 $L^{2}$

評価式を使うものである。
$L^{2}$ 評価式を用い.$\text{て}$正則関数による近似を考える時に必要になるのは擬凸近傍系
の存在である。擬凸近傍系については、 $\mathbb{C}^{n}$ の線型部分空間に関して良く知られ
ている。 $\mathbb{C}^{\iota}$’ の (実の意味での) 線型部分空間 $V$ が複素直線を含まない場合につ
いては擬凸近傍系が存在することが知られており、逆に $V$ が複素部分空間にな
る時も Siu [9] により擬凸近傍系が存在ずることが示されている $($ Theore.m $2.2)_{\text{。}}$

しかし、 その中間の状態、すなわち $\mathbb{C}^{m}\mathrm{x}\mathbb{R}^{n}$ というような形の部分空間に関し
ては擬凸近傍系が存在しない。 (Theorem 23, 参考文献 [4])
2 章では $\mathbb{C}^{n}\cross \mathbb{R}^{m}$ より少し小さな部分集合として、非有界な領域の閉包と $\mathbb{R}^{m}$

との直積を考え、擬凸近傍系が存在しないことを示す。 (Corollaxy 27)

1 近似定理について

この章では A. Sakai の論文の結果を用いて総実閉集合と $\mathbb{C}$ の閉集合との直積上
の正則関数の空間の性質を調べる。まずは今知られている結果から述べる。
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Theorem 11(Runge)
$U$ を $\mathbb{C}$ の単連結な有界領域とする。 この時 $U$ 上の任意の正則関数 $f$ に対して
$U$ 上 $f(z1$, に広義一様収束する多項式の列 $\{p_{n}(z)\}_{n=1}^{\infty}$ が存在する。
$U$ が $\mathbb{C}$ の有界領域で $\mathbb{C}\backslash U$ の連結成分が有限とする。 また $\mathbb{C}\backslash U$ の連結成分を
$\mathrm{A}_{0_{\dot{\prime}}}’I\acute{\mathrm{t}}_{1},$

$\ldots,$
$I\iota_{n}^{r}\dot,$ ($K_{0}$ は外側の集合) とする。 この時 $z_{1},$ $\cdots,$ $z_{n},$ $z_{i}\in K_{\mathrm{i}}$ とすれ

ば $U$ 任意の正則関数 $f$ に対して、 多項式列 $pij,$ $\cdot i=0,1,$ $\cdots,$ $n,$ $j\in \mathrm{N}$ が存在
して

$\rho j(z)=p0,j(z)+.\sum_{*=\mathrm{J}}^{n}pij(1/(z-z_{i}))$

が $U$ 上 $f$ に広義 $\sim\cdot\cdotarrow$様収束する。

Theorem 1.2 (Mergelyan)
If を $\mathbb{C}$ の単連結なコンパクト集合とする。 この時 $K$ の内部で正則、 $K$ で連続
な関数 $f$ は $K$ 上多項式で–^様近似できる。

Theorem 1.3 (Oka-Weil)
$K$ を $\mathbb{C}^{n}$ の多項式凸なコンパクト集合とする。 この時 $K$ の近傍で正則な関数 $f$

は $K$ 上多項式で一様近似できる。

Definition1.4
$\bullet$

$\mathbb{R}^{n}$ の領域 $U$ に対し、 $U$ 上の実数値連続関数 $f$ が $C^{\Gamma}$ の皆既関数 (eychaustion
funtion) であると [ま、 任意の実数 $r$ に対して $\{x\in U_{1}.f(x)<r\}$ が $U$ 内
で相対コンパクトになることである。

$\bullet$
$\mathbb{C}^{n}$ の領域上の $C^{2}$ 級実数値関数 $f$ の Levi-form , $L[f\mathrm{i}\xi]$ を次式で定義する。

$L[f; \xi]=\sum_{j,k}\frac{\partial^{2}f}{\partial z_{j}\partial_{\sim k}^{\eta}-}\backslash \mathrm{f}_{j}\xi_{k}^{-}$
$(\xi\in \mathbb{C}^{n})$

$\bullet$
$\mathbb{C}^{n}$ の閉集合 $I$ が総実 (totaly real) であるとは $I$ の近傍 $U$ と $U$ 上の $C^{\mathit{2}}$

級非負多重劣調和関数 $\rho$ で $I=\{z\in U;\rho(z)=0\},$ $L[\rho;\xi]>0$ となるも
のが存在することである。例として $\mathbb{C}^{n}$ 内の $\mathbb{R}^{n}$ , すなわち

$\mathbb{R}^{r\iota}=\{(z_{1}, \cdots, z_{n})\in \mathbb{C}^{n} ; {\rm Im} z_{1}={\rm Im} z_{2}=\cdots={\rm Im} z_{n}=0\}$

が挙げられる。 これは $\mathbb{C}^{n}$ 上定義された、非負多重劣調和関数
$\rho(z)=\sum_{:}({\rm Im} z_{i})^{2}$ Gこ対し $\mathbb{R}^{n}=\{z\in \mathbb{C}^{n} ; \rho(.z)=0\}$ となって $\mathrm{A}\mathrm{a}$る事力] ら

明らかである。

$\bullet$
$\mathbb{C}^{n}$ の部分集合 $A$ に対して $C(A)$ を $A$ 上の複素数値連続関数全体とする。

$\bullet$ $A\subset \mathbb{C}^{n}$ に対して $C^{\alpha}(A)$ を $A$ 上の複素数値 $C^{\alpha}$ 級関数全体とする。
$(\alpha\in \mathrm{N}\cup\{\infty\})$

$\bullet$
$\mathbb{C}^{n}$ の領域 $U$ に対して $O(U)$ を $U$ 上の正則関数全体とする。

$\bullet$
$\mathbb{C}^{n}$ の閉集合 $K$ に対し $H(K)$ を「 $K$ の近傍上の正則関数の $K$ への制限全
体を一様収束の位相に関して完備化したもの」 とする。
また $K$ の近傍 $U$ に対して $H(K, U)$ を「 $U$ 上の正則関数の If への制限全
体を一様収束の位相に関して完備化したもの」 とする。
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$\bullet$
$\mathbb{C}^{n}$ の部分集合 $I$ に対して

$\hat{H}(K\cross I)=$ {$F;F$ は $K\cross I$ 上連続, $F(\cdot,$ $t)\in H(K)$ }

と定義する。

Theorem 1.5(Sakai)
$\mathbb{C}^{n}$ の閉集合 $I$ に対し、 以下の条件を満たす $U,$ $\rho,$ $\sigma$ が存在すると仮定する。

$\bullet$ $U$ は $I$ の近傍

$\bullet$

$\rho$ は $U$ 上で定義された非負な $C^{2}$ 級関数で、 $I$ 上 $L[\rho;\xi]>0$ であり、
$I=\{z;\rho(z)=0\}$ が成り立つ。 すなわち垣ま総実閉集合

$\bullet$ $\sigma$ は [値の $C^{2}$ 級関数で、 $U$ の多重劣調和な皆既関数である。

$\bullet U$ 上 $L[ \rho;\xi]\geq\frac{1}{\sigma}L[\sigma^{2} ; \xi]$

この時

$C(I)=H(I)$

が成立する。

Theorem 1.6
$\mathbb{C}^{n}$ の閉集合 $I$ を Theorem 15 と同様とする。 また $\mathbb{C}$ のコンパクト集合 $K$ を
$\mathbb{C}\backslash K$ の連結成分が有限個となるものとする。 この時

$H(K\cross I)=\hat{H}(K\cross I)$

が成立する。

この定理の証明のためにいくつか補題を用意する。

Lemma 1.7
$K\subset \mathbb{C}$ をコンパクト集合とし、 $I\subset \mathbb{C}^{n}$ をコンパクトな総実閉集合とする。 こ

の時

$H(K\cross I)=\hat{H}(K\cross I)$

が成立する。

Proof
$H(K\cross I)\subset\hat{H}(K\cross I)$ は定義より明らか。
$\hat{H}(K\cross I)\subset H(K\cross I)$ を示す。
任意の $F\in\hat{H}(K\cross I),$ $\epsilon>0$ に対し $K\cross I$ の近傍上の正則関数 $f$ で $K\cross I$ 上

$|F(z, w)-f(z, w)|<\epsilon$ となるものが存在することを示そう。
$I\acute{\iota}\cross$ 月まコンパクトなので $F$ は $K\cross I$ 上一様連続。従って $\delta>0$ が存在して
$t,t’\in I,$ $|t-t’|<\delta$ ならば $|F(z,t)-F(z, t’)|<\epsilon/3$ である o
$\{V_{i}\}_{i=1}^{m}$ を $\sup\{|z-z’|;z, z’\in V_{i}\}<\delta,$ $I\subset\cup V_{i}$ となる $I$ の有限開被覆、また
$\{\rho_{i}\}$ を $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\rho_{i}\subset V_{l}$. となる 1 の分割 (すなわち $\rho_{i}\in C^{\infty}(\mathbb{C}^{n}),$ $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\rho_{i}\subset V_{\dot{l}}$ か

つ、 $\sum_{i}\rho_{1}(z)$ は $I$ の近傍で恒等的に 1) とする。 さらに $t_{i}\in V_{\dot{l}}\cap I$ とする。
この時 $F_{1}\in C(K\cross I)$ を

$F_{1}(z,t)= \dot{.}\sum_{=0}^{m}\rho_{i}(t)F(z, t_{i})$
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とずると $K\cross I\mathrm{h}|F(z, t)-F](z,$ $t\ovalbox{\tt\small REJECT}<\epsilon/3$ である。 またここで $F(\cdot, t)arrow H(K)$

より $K$ の近傍 $D$ と $D$ 上の正則関数 $h_{\mathrm{i}},$ $\ovalbox{\tt\small REJECT} i\ovalbox{\tt\small REJECT} 1,2,$ $\cdot\cdot$ . $777\ovalbox{\tt\small REJECT}$ が存在して、 $K\cross I$

上

$|F(z, t_{i})-h_{i}(z)|<\epsilon/\cdot 3$

である。 この $h_{i}$ を用 $|_{\sqrt}\mathrm{a}$て

$F_{2}(z, t)= \sum_{i=0}^{n}h_{i}(z)\rho_{i}(t)$

とすれば $K\mathrm{x}I$ 上 $|F_{1}(z,t)-F_{2}(z, t)|<\epsilon/3$ である。
また

$\llcorner$

「 $8$ ] より $I$ の近傍 $U$ が存在して、 $H(I, U)$ が $I$ 上の連続関数の空間と一致
する。 従って $U$ 上の正則関数乃で、 $I$ 上

$|p_{i}(t)- \rho_{i}(t)|<\frac{\epsilon}{3n(1+\sup|F_{2}|)}$

となるものが取れる。 よって

$f(z, w)= \sum_{i=0}^{n}h_{i}(z.)p:(w)$

とすれば $K\cross I$ 上 $|F_{2}(z, t)-f(z, t)|<\epsilon/3$ である o
明らかに $f$ は $D\cross U$ 上正則であり、 $K\cross I_{-}\mathrm{k}|F(z, t)-f(z, t)|<\epsilon$ となってい
る。
よって任意の $F\in A,$ $\epsilon>0$ に対し、 $K\cross I$ 上 $|F(z, w)-f(z, w)|<\epsilon$ となる

$D\cross \mathbb{C}$ 上の正則関数 $f$ が存在する。 従って

$H(K\cross I)=\hat{H}(K\cross I)$

Lemma 1.8(Sakai)
$K,$ $I,$ $U,$ $p,$ $\sigma$ は Theorem 16 と同様とする。
$\mathbb{R}$ 上の実数値 $C^{\infty}$ 級関数 $\lambda$ で、 $[-\infty, 1]$ 上 $\lambda(t)=1,$ $[1,2]$ 上 $0\leq\lambda(t)\leq 1$ ,
$[2, \infty]$ 上 $\lambda(t)=0$ を満たすものを取る。
$\lambda_{m}(w)=\lambda(\sigma(‘ w.)/m)$ とし $\hat{\rho}(w)=a\rho(w),$ $(a= \sup(|\lambda’|+2|\lambda’’|+1))$ とする。
また $G_{r}=\{w\in \mathbb{C} ; \sigma(w)<r\}$ とする。 (定義より $G_{r}$ [ま $U$ 内相対コンパクト)
さらに $\rho_{0}(w)=\hat{\rho}(w)\underline{\rho_{m}(w},)=\hat{\rho}(w)-m\lambda_{m}(w)$ とする。 (この時 $L(\rho_{m} ; \xi)>0$

$)$ ここで $J_{m}=\{w\in G_{2m+3;}\rho_{m}(w)<0\}$ とする $\text{。}$

この時

1. $f\in C$“(U) ならば $f|_{J_{0}}\in H(J_{0}, U)$

2. $f\in C^{\infty}(U)$ かつ $\overline{G_{2m}’}$ の近傍で $f$ が正則ならば $f|_{J_{m}}\in H(J_{m}, U)$

証明は A. Sakai [8] の Lemma 2 による。

Lemma L9
$K,$ $I,$ $U,$ $G_{r},$ $J_{m}$ は Lemma 18 と同様のものとする。
$\Omega 0,$ $\Omega_{1},$

$\cdots,$
$\Omega_{l}$ を $\mathbb{C}\backslash K$ の連結成分 ( $\Omega_{0}$ は外側の領域) とする。

$\{z_{i}\}_{i=1}^{l}$. を $z_{i}\in U_{i}$ となるよう [こ取り、 $r_{i}>0$ を $\{z;|z-z_{i}|\leq r_{i}\}\cap K=\emptyset$ とな
るように取る。 さらに $K$ の近傍 $D_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}D’$ を

$D=\{z\in \mathbb{C} ; |z|<r_{0}, |z-z_{j}|>r_{i}\}$ , $D’=\mathbb{C}\backslash \{z_{1}, \cdots, z_{l}\}$

とする。 (ただし $r_{0}>>1$ )
また、 $I_{m}=\overline{G_{2m+3}}\cap I$ とする。 この時
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1. $F\in\hat{H}(\overline{D}j\prec I_{0})$ ならば $F\in H(\overline{D}\cross J_{0}, D^{J}\cross \mathbb{C})$

2. $F\in C(\mathbb{C}\cross U)$ が $\overline{D}\cross\overline{G_{2m}’}$ の近傍で正則で、 さらに $F|_{\overline{D}}$

。
$I_{m}\in\hat{H}(\overline{D}\cross I_{m})$

ならば $F|_{\overline{D}\cross J_{\pi}}$. $\in H(\overline{D}\cross J_{m}, D’\cross \mathbb{C})$

Pfoof

1. Lemma 17 より明らか。

2. $C(\mathbb{C}\cross U)$ 上の連続関数 $F$ が.–$D$ $\mathrm{x}G_{2m}$ の近傍で正則、 $F|_{\overline{D}\mathrm{x}I_{m}}\in\hat{H}(\overline{D}\cross I_{m})$

とする。
まず Runge の定理により $H(\overline{D})$ の任意の元は $\overline{D}$ 上

$\sum_{j=0}^{m}a_{\{\mathrm{I},j}(w)z^{j}+\sum_{i=1}^{n}(\sum_{j=1}^{m}\frac{a_{i,j}(w)}{(_{\sim\sim i}i^{f-})^{j}},)$

という形の関数で一様に近似できる。 これを用いると $m\in \mathrm{N},$ $\alpha_{\dot{*},j}\in C^{\infty}(U)$

, $\beta_{i,j}\in \mathcal{O}(U)$ が存在して

$F_{1}$ $(.z, w)= \sum_{j=0}^{m}\alpha_{0,j}(w)z^{j}+.\sum_{1=1}^{l}.(\sum_{j=1}^{m}\frac{\alpha_{i,j}(w)}{(\approx-z_{i})^{j}})$

$F_{2}(z, w)= \sum_{j=0}^{m}\beta_{0,j}(w)z^{j}+\sum_{i=1}^{l}(\sum_{j=1}^{m}\frac{\beta_{i,j}(w)}{(_{\tilde{O}},--z_{i})^{j}})$

とすれば $\overline{D}\cross I_{m}$ 上 $|F-F_{1}|< \frac{\overline{6}}{3},$
$\overline{D}\mathrm{x}\overline{G_{2m}’}$ 上 $|F-F_{2}|<\check{\frac{}{3}}$

. とできる。
ここで $\rho$ を $\rho\in C^{\infty}(U),$ $0\leq\rho(w)\leq 1$ で、 $\overline{G_{2m}}$ 上 $\rho(w)=1$ , さらに

$\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\rho$ が $\overline{G_{2m}}$ に十分近いものとする。 この時 $ui,j(w)$ を

$u:,j(w)=\rho(w)\beta_{*j}’.’(w)+(1-\rho(w))\alpha_{i,j}(w.)$

とする。 この時

$F_{3}(z, w)= \sum_{j=0}^{m}.u_{0,j}(w)z^{j}+\sum_{i=1}^{l}(\sum_{j=1}^{m}\frac{\mathrm{e}\iota_{i,j}(w)}{(z-\approx_{i})^{j}})$

とすれば $F\cross J_{m}$ 上 $|F(z, w)-F_{3}.(z, w)|<(2\epsilon)/3$ である.
さてここで $u_{i,j}$ について考える。 $u_{i,j}$ の定義より u\in C’’(U)、 かつ $\overline{G_{2m}}$

の近傍で正 $\mathrm{R}^{1}1_{\text{。}}$ 従って Lemma L8 より $v_{j,j}\in \mathcal{O}(U)$ で $J_{m}$ }-.

$|u_{i,j}(w)-v_{i,j}(w)|< \frac{\epsilon}{3(lm+1)R^{j}}$ $R= \max\{r_{0},$ $\frac{1}{r_{1}},$ $\frac{1}{r_{2}},$

$\cdots,$
$\frac{1}{r_{l}}\}$

となるものを取ることができる。 この $v_{i,j}$ を用いて

$F_{0}( \approx, w)=\sum_{j=0}^{m}v_{0,j}(w)z^{j}+.\sum_{1=1}^{l}.(_{j=\mathrm{t}}\sum^{m}(_{\vee}^{\gamma}-z_{i})^{j})(\begin{array}{l}wi\end{array})v_{i,j}$
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とすれば $F_{0}(\approx, w)\in \mathcal{O}(D’\cross L^{\Gamma})$ である。 また
–

$D\cross J_{\gamma}$。上

$|F(z, ’|\iota’)-F_{0}(z, w)|<\epsilon$

となっている。従って $F\in C(\mathbb{C}\cross U)$ が $\overline{D}\mathrm{x}\overline{G_{2m}}$ の近傍で正則であり、 さ
らに $F|_{\overline{D}\mathrm{x}I_{m}}\in\hat{H}(\overline{D}\mathrm{x}I_{m})$ ならば $F|_{\overline{D}}$

、
$J_{m}\in H(\overline{D}\mathrm{X}_{\backslash }J_{m}, D’\cross U)$ である。

Lemma 1.10
$K,$ $D$ を Lenuna1.9 と同じものとする。 この時

$\hat{H}(K\cross I)=\{F|_{K\mathrm{x}I;}F\in\hat{H}(\overline{D}\cross I)\}$

が成り立つ。

Proof
$\hat{H}(K\cross I)$ の任意の元 $F$ と任意の $\epsilon>0$ に対し $\hat{H}(\overline{D}\cross I)$ の元 $F_{0}$ が存在し

$K\cross I$ 上 $|F(z, t)-F_{0}(z, t)|<\epsilon$ が成立すればよ \dagger
$\sqrt$ ‘。

$F\in\hat{H}(K\cross I)$ とすると $F$ の連続性より $I$ の局所有限な開被覆 $\{V_{i}\}_{i\in}\mathrm{z}$ として、
$w,$ $w’\in V_{i}\cap I$ ならば $|F(z, w)-F(z, w’)|< \frac{\epsilon}{2}$ となるものが存在する。
よって $w_{j}\in V_{i}$ とすれば、任意の $w\in V_{i}$ (こ対し

$|F(z, \mathrm{e}v)-F(.z, w_{i})|<\frac{\epsilon}{2}$

となる。従って $\rho_{i}(w)\in C$“(I), $0\leq\rho:(w)\leq 1$ を $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\rho i\subset V_{i}$ となる 1 の分割
とし、

$F_{1}(z, w)= \sum\infty F(z, w_{i})\rho_{i}(w)$

$i=-\infty$

とすれば $K\mathrm{x}I$ 上 $|F(z, u’)-F_{1}(z, w)|<\epsilon/\underline{9}$ である。
また $F(z, w_{i})\in H(K)$ より Runge の定理によって $f_{i}\in H(\overline{D})$ として $K\mathrm{f}_{-}$

$|F(z, w_{i})-f_{i}(z)|<\epsilon/2$ となるようなものが存在する。 従って

$F_{0}(z, w)= \sum_{i=-\infty}^{\infty}f_{i}(z)\rho_{i}(w)$

とすれば $F_{0}\in\hat{H}(\overline{D}\cross I)$ かつ $K\cross I$ 上 $|F_{1}(z, w)-F_{0}(z, w)|<\epsilon/2$ である。
よって $K\cross I$ 上 $|F(z, w)-F_{0}(z, w)|<\epsilon$ である。
以 $\mathrm{f}_{-}$より $\hat{H}(K\mathrm{x}I)$ の任意の元 $F$ と任意の $\epsilon>0$ に対し $\hat{H}(\overline{D}\cross I)$ の元 $F_{0}$ が

存在し $K\cross I$ 上 $|F(z,w)-F_{0}(z, w)|<\epsilon$ が成立する。

Lemma 1.11
$D,$ $D’,$ $U,$ $I_{m}$ は Lemma 19 と同様のものとする。 $\hat{H}(\overline{D}\cross I^{\cdot})$ の元 $\hat{F}$ に対し
$D’\cross U$ 上の正則関数列 $F_{m}$ で

1. $\overline{D}\cross I_{m}$ 上

$|\hat{F}(z, w)-F_{1n}(z, w)|<\epsilon_{m}$ $c.m=( \underline{\frac{1}{9}}-\frac{1}{2^{m+2}})\epsilon$
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2. $\overline{D}\cross(\overline{G_{2m-2}}\cap J_{m-1})$ 上

$|F_{m-1}(z, u \mathit{7})-I_{rn}(z, w)|<\frac{\overline{b}}{2^{m+1}}$.

となるものが存在する。

Proof
証明は帰納法を用いる。

1. $m=0$ の時
$\hat{F}\in C^{\infty}$

.
かつ $F|_{\overline{D}\mathrm{x}I_{0}}$ より

$F_{0}\in \mathcal{O}(D’\mathrm{x}U)$ を $\overline{D}\cross I_{0}$ 上 $|\hat{F}(z,w)-F_{0}(z, w)|<\epsilon/4$ となるように取
る。 これは Lemma 17 で $F_{0}$ の存在が示される。 よって Lemma は成立。

2. $m\leq k$ まで Lerruna が成立していると仮定する。
$\overline{D}\cross I_{k}$. 上 $|\hat{F}(z,w)-F_{k}(z,w)|<\epsilon_{k}$ なので $I_{k}\cup\overline{G_{2k+2}}$ の近傍 $V_{k}$ で

$\overline{D}\cross(I_{k+1}\cap V_{k})$ 上 $|\hat{F}(z, w)-F_{k}(z,w)|<\epsilon_{k}$ となるものが存在する.
さらに $\rho_{k}\in C^{\infty}(U, [0,1])$ を

$\bullet$ $I_{k}\cup\overline{G_{2k+2}}$ の十分小さな近傍で $\rho_{k}(.w)=1$

$\bullet$ Sllpp. $\rho_{k}\subset V_{k}$

となるよう Jこ取る。 このとき

$\hat{F}_{k}.(z, u\})=\rho_{k}(w)F_{k}(z, w)+(1-\rho_{k}(w))\hat{F}(z, w)$

とすると F^k、は $\overline{G_{2k+2}}$ の近傍で正貝 1で、 $\overline{D}\cross I$ 上 $|\hat{F}_{k}(z, w)-\hat{F}(.z, w)|<\epsilon_{k}$

である。 従って Lemma 15. より $F_{k+1}\in \mathcal{O}(D’\cross U)$ で $\overline{D}\cross J_{k+1}$ 上

$|F_{k+1}(z, w)- \hat{F}_{k}(z, t)|<\frac{\epsilon}{2^{k+3}}$

となるものを見つけることができる。 この時 $\overline{D}\cross I_{k}$ 上

$|\hat{F}(z, t)-F_{k+1}.(z,t)|\leq|\hat{F}(z, t)-\hat{F}_{k}(z, t)|$ . $+|\hat{F}_{k}(z, t)-F_{k+1}(z,t)|$

$< \epsilon_{k}+\frac{\epsilon}{2^{k+3}}=\epsilon_{k+1}$

また $\overline{D}\cross\overline{G_{2k+2}’}$ 上 $F_{k}(z, w)=\hat{F}_{k}(z, w)$ であり、さら [こ $\overline{D}\cross J_{k}$ 上 $|\hat{F}_{k}(z, w)-$

$F_{k+1}(z, w)|<\epsilon/2^{k+3}$ より $\overline{D}\cross(\overline{G_{2k+2}}\cap J_{k+1})$ 上

$|F_{k}(z, w)-F_{k+1}(z, w)|< \frac{\epsilon}{2^{k+3}}$

である。 これは $m=k+1$ でも Lemma が成立することを示している。

よって Lemma は成立する。

Proof of Theorem 1.6
$D,$ $D’,$ $U,$ $G_{r},$ $J_{m},$ $I_{m}$ は今までの補題と同様のものとする。 まず

$\hat{H}(\overline{D}\cross I)=$ { $F\in\hat{H}(\overline{D}\cross I);g\in \mathcal{O}(D\cross U)$ が存在して $F|o\mathrm{x}I=g|D\mathrm{x}I$} (1)
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が成立する事を示す。
任意の $F\in\hat{H}(\overline{D}\cross I)$ と任意の $\epsilon>0$ に対して、 $D\cross I[perp]$. $|F(_{\backslash }z, t)-g(z, t)|<\epsilon$

となる $g\in O(D\cross U)$ が存在すれば良い。
$F\in\hat{H}(_{\backslash }\overline{D}\cross I)$ と仮定する。
まず Runge の定理より

$\bullet$
$D’ \mathrm{x}$ U.E可微分

$\bullet\hat{F}(\cdot, w)$ が $D’$ 上正則

$\bullet$ $\overline{D}\cross I-\}_{--}|F(z, u))-\hat{F}(z, \tau\iota))|<\epsilon/2$

となる $\hat{F}$ が存在する。
Lemma 1.11 より $D’\cross U$ 上の正則関数列 $F_{m}$ で

1. $\overline{D}\cross I_{m}$ 上

$|\hat{F}(z, w)-F_{m}(z, w)|<\epsilon_{m}$ $\epsilon_{m}=(\frac{1}{2}-\frac{1}{2^{r\prime\iota+2}})\epsilon$

2. $\overline{D}\cross(\overline{G_{2m-2}}\cap J_{m-1})$ 上

$|F_{m-1}(z, w.)-F_{m}(z, \mathrm{u})|<\frac{\epsilon}{2^{m+1}}$

となるものが存在する。
さてここで $A_{m}=\overline{D}\cross(\overline{G_{2m}}\cap J_{m})$ とすれば

$A_{0}\subset A_{1}\subset\cdots\subset A_{m}\subset A_{m+1}\subset\cdots$ $m=0\cup A_{m}=\overline{D}\cross l^{\gamma}\infty$

である $0$
また $A_{m}$ 上 $|F_{m}(z, w)-F_{rn+1}(z, w)|<\epsilon/2^{m+3}$ なので $F_{m}$ は $\overline{D}\cross U$ 上

ある $\hat{g}$ に広義一様収束する。 $F_{m}$ は正則なので $.\hat{q}$ は $D\cross U$ 上正則。 $\hat{g}|_{D\cross}u=g$

とする。
この時、任意の $w\in I$ に対し $w\in\overline{G_{2m}}$ となるような $m\in \mathrm{N}$ が存在する。 よっ
て $(z, w)\in\overline{D}\mathrm{x}I$ (こおいて

$|F(z, w)-\hat{g}(z, u))|\leq|F(z, w)-\hat{F}(z, \tau v)|+|\hat{F}(z, w)-\hat{g}(z, w)|$

$\leq\frac{\epsilon}{2}+|\hat{F}(z, w)-F_{m}(z, w)|+|\hat{F}(z, w)-\hat{g}(z, w)|$

$< \frac{\epsilon}{2}+\epsilon_{m}+\sum_{j=m}^{\infty}|F_{j}(z,w)-F_{j+1}(z$ ,w月

く $\frac{\hat{\mathrm{e}}}{2}+(\frac{1}{2}-\frac{1}{2^{m+2}})\epsilon+\sum_{j=m}^{\infty}\frac{\epsilon}{2^{j+3}}=\epsilon$

以上より式 (1) は成立する。
ここで Lermna 1.10 より $\hat{H}(K\cross I)=H(K\cross I, D\mathrm{x}U)$ である。
よって Theorem 16 は示された。
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2 擬凸近傍系について

Deflnition21
$\mathbb{C}^{?\mathit{1}}$

. の閉集合 $I\dot{\iota}^{-}$ が擬凸近傍系を持つとは、 $I\mathrm{i}^{-}$ の任意の近傍 $U$ に対して $K$ の擬
凸な近傍 $V$ が存在して $K\subset V\subset U$ となること。

Definition2.2(Stein 多様体)
複素多様体 $M$ の複素部分多様体 $S$ が Stein 部分多様体とは、 $\mathbb{C}^{r}$ の複素閉部分
多様体 $S’$ が存在して、 $S$ と $S’$ は複素同型。

Theorem 2.3(Siu)
$M$ を複素多様体、 $S$ を $M$ の Stein 部分多様体とする。 この時 $S$ は擬凸近傍系
を持つ。

特に $\mathbb{C}^{n}$ の複素アファイン部分集合は擬凸近傍系を持つ。

Theorem 2.4 (Kazama)
$n,$ $m\neq 0$ とする。 この時 $\mathbb{C}^{m}\cross \mathbb{R}^{n}$ は $\mathbb{C}^{m+n}$ 内で擬凸近傍系を持たない。

Theorem 2.5
$U$ を $\mathbb{C}$ 上の非有界な領域とする。また $D\subset \mathbb{C}$ を単位円板とする。 この時 $\overline{U}\cross\overline{D}$

は $\mathbb{C}^{2}$ 内で擬凸近傍系を持たない。

この定理の証明のために補題を一つ用意する。

Le $\mathrm{m}\mathrm{m}\mathrm{a}$ $26$

$U,$ $D$ は Thcorem 2.4 と同様のものとする。
また $z\in \mathbb{C},$ $0<r<\infty$ Gこ対し $B(z_{0}, r)=\{z\in \mathbb{C};|z-z_{0}|<r\}$ とずる。
まず以下の条件を満たす $z_{*}$

. $\in \mathbb{C},$ $0<r:<\infty,$ $(i=1,2, \cdots)$ を考える。

1. $\lim_{*arrow\infty}.|z_{i}|=\infty$

$2$ . $\overline{B(z_{\mathrm{i}},r_{i})}\subset U$

3. $B(z_{i+1}, \frac{1}{2}r_{1+1}.)\subset E(z_{i},$ $\frac{3}{4}$ r�

次に $V\subset \mathbb{C}^{2}$ を $\overline{U}\cross\overline{D}$ の擬凸近傍とする。 また $z\in\overline{U}$ に対し $V_{z}$ を

$V_{z}=\{w\in \mathbb{C};(z, w)\in V\}$

とする。 (明らかに $V_{z}$ は $\overline{D}$ の近傍) さらに $d_{V}(z)$ を

$d_{V}(z \dot{)}=\inf\{|w-w’|;w\in\overline{D}, w’\not\in V_{w}\}$

とする。
この時 $\epsilon=\min\{1,$ $\inf\{d_{V}(z);z\in\overline{B(z_{1},r_{1}.)}\}\}$ とすれば $dv(zi)\leq\epsilon c^{n-1}$ となる

$c\in(0,1)$ が存在する。

Proof
$V$ は開集合、 $B(z_{1}, r_{1})$ はコンパクトなので $\epsilon>0$ である。

$B(z_{1}, r_{1})\cross B(0,1+\epsilon.)\subset V$ である。 また $B(z_{2}, \frac{1}{2}r_{2})\subset B(z_{1}, \frac{3}{4}r_{1})$ なので
$B(z_{2}, \frac{1}{2}r_{2})\cross B(0,1+\epsilon)\subset V$ である。 従つて

$B(z_{2},\underline{\frac{1}{9}}r_{2})\cross B(0,1+\epsilon)\cup B(z_{2}, r_{2})\cross B(0,1)\subset V$
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である。 $B(z_{2}, \ovalbox{\tt\small REJECT} r_{2})\cross B(0,1+\epsilon)\mathrm{U}B(z_{2}, r_{2})\cross B(0,$ $\mathfrak{y}$ は $(z_{2},0)$ を中心とする完
全 Reinitardt 領域、 $V$ は擬凸領域なので

$\{(z_{\backslash ,\prime}w)\in \mathbb{C}^{2}$ ; $|z-z_{2}|<r_{2},$ $|w|<1+\epsilon,$ $|w|<(1+\epsilon)^{(1\text{。}\mathrm{g}r_{2}-\log|z-z_{2}|)/1\text{。}\mathrm{g}2}\}\subset V$

である。 よって $B(z_{2}, \frac{3}{4}r_{2})\mathrm{x}B(0, (1+\epsilon)^{a})\subset V$ , (ただし $a=2-(\log 3)/(\log_{\sim}^{\eta})$ )
ここで $\epsilon\leq 1$ より $c\in(0,1)$ が存在して $(1+\epsilon)^{a}\geq 1+c\epsilon$ である。 以上より
$B(z_{2},1+c\epsilon)\subset V$ である。従って $d_{V}(z_{2})\geq c\epsilon$

同様に $dv(z_{3})\geq c^{2}\epsilon$ である。 帰納的}こ $dv(z_{n})\geq c^{n-1-}.\cdot$ であることがわかる。
よって Lemma 25 は成立する。

Proof of Theorem 2.4
$\{z_{i}\},$ $d_{V}(z)$ を Lemma 25 と同様の条件を満たすものとする。
まず以下の条件を満たすような $g\in C([0, \infty))$ を考える。

$\bullet g(t)>0$

$\bullet$ $t \geq\max\{|z_{1}|, |z_{2}|, \cdots, |z_{n}|\}$ ならば $g(t)<c^{n-1}e^{-n}$

$\lim_{iarrow\infty}|z_{i}|=\infty$ より、 このような $g$ が存在することは明らか。 この $g$ を用い

て、 $A\subset \mathbb{C}^{2}$ を

$A=\{(z, w)\in \mathbb{C}^{2}$ ; $|w|<1+g(|z|$垣

とすれば $A$ は $\overline{[\Gamma}\cross\overline{D}$ の近傍。
$\overline{U}\cross\overline{D}$ の擬凸な近傍 $V$ として $\overline{U}\cross\overline{D}\subset V\subset A$ をみたすものが存在すると仮定
する。
この時 Lemma 25 より $\epsilon>0$ が存在して $d_{V}(z_{n})\geq c^{n-1}\epsilon$ となる。
一方 $V\subset A$ より $d_{V}(z_{n})<c^{n-1}e^{-n}$ である。 よって $\epsilon<e^{-n}$ である。 ここで $n$

は任意なので $\epsilon=0$ となる。 これは $\epsilon$ の取り方に反ずる。
よって $\overline{C\Gamma}\mathrm{x}\overline{D}$ は擬凸近傍系を持たない。

Corollary 2.7
$U\subset \mathbb{C}^{n}$ を非有界な領域、 $V\subset \mathbb{C}^{m}$ を領域とする。 この時 $\overline{U}\cross\overline{V}\neq \mathbb{C}^{n+m}$ なら

ば $\overline{U}\cross\overline{V}$ は擬凸近傍系を持たない。

Corollary 2.8
$U\subset \mathbb{C}$ を非有界な領域とする。 この時

$\overline{U}\cross \mathbb{R}=\{(z, \iota\iota))\in \mathbb{C}^{2} ; z\in\overline{U}, {\rm Im} w=0\}$

は擬凸近傍系を持たない。

Proof
$U$ に対して $U’$ を $\overline{U’}\subset U$ となるような非有界な領域とする。
また $a,$ $c,$ $z_{n}\in U’,$ $g\in C([0, \infty))$ を Lemma 25, Theorem 2.4 の証明の時と
同様に

$\bullet a=2-(\log 3)/(\log 2)$

$\bullet$ $0<t<1$ ならば $(1+t)^{a}>1+ct$

$\bullet \mathrm{h}.\mathrm{m}_{\dot{\iota}arrow\infty}|z_{i}|=\infty$
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$\bullet\overline{B(z_{i},r_{i})}\subset U$’. $B(z_{i+1}, \frac{1}{2}r_{\dot{f}+1})\subset B(.z_{i},\cdot\frac{\mathit{3}}{4}r_{i\grave{)}}$. $g(t)>0$

$\bullet$ $t \geq\max\{|z_{1}|, |z_{9}.|, \cdots., |z_{n}|\}$ ならば $g(.t)<c^{n-1}e^{-n}.$.

となるように取る。 さらに $A\tau \mathbb{C}^{2}\sim$ を

$A=\{(z,w) ; |{\rm Im} w|<g(|z|)\}$

と定義する。
$\overline{U}\cross \mathbb{R}$ が擬凸近傍系を持つと仮定する。
仮定より $\overline{U}\cross \mathbb{R}\subset V\subset A$ となるような $\overline{U}\cross \mathbb{R}$ の擬凸近傍 $V$ を取ることができ
る。
この時 $z\in U$ (こ対し $hv(z)$ を

$h_{V}(z)= \inf\{y;y>0, (z, iy)\not\in V\}$

と定義する。 さらに $V’\subset \mathbb{C}^{2}$ を

$V’=\{(z, w)\in V_{f}.z\in U\}\cup\{(z, \mathrm{c}v)\in \mathbb{C}^{2} ; z\in U, {\rm Im} w<0\}$

とすると、 明らか{こ $V’$ は擬凸である。 また $h_{V}(.z)=h_{V’}(z)$ が成り立っ。
ここで $V’$ は $\overline{U’}\cross\overline{B(0,-i)}$ の擬凸近傍になっている。従って

$dv’(z)= \inf\{|w-\tau v’| ; w\in\overline{.D}, ?v’\not\in V_{w}\}$

とすれば Lemrna 25 より $d_{V’}(z_{n})\geq\epsilon c^{n-1}$ となる $\epsilon>0$ が存在する。
一方明らか [こ $d_{V’}(z)\leq h_{V’}(z)$ である。 従って

$\epsilon c^{n-1}\leq d_{V’}(z_{n})\leq h_{V’}(z_{n})=h_{V}(z_{n})\leq g(|z_{n}|)<c^{n-1}e^{-n}$

が成り立つ。 (最後の不等式は $V\subset A$ より) ここで $n$ は任意なので $\epsilon=0$ とな
る。 これは矛盾。
従って $\overline{U}\cross \mathbb{R}\subset V\subset A$ となる擬凸集合 $V$ は存在しない。 よって $\overline{U}\cross \mathbb{R}$ は擬凸
近傍系を持たない。

Notes and Remarks
現在考えているのは、 より複雑な形の直積集合に対する擬凸近傍系の存在や近似
定理についてである。単純なものとしては $\mathbb{C}$ のコンパクト集合 $K$ と $\mathbb{R}$ との直
積についてである。 Theorem 16 や、 Corollary 27 が成立しない $K$ の例として
Swiss-cheese という図形がある。 これは閉円板から無数の円板集合を除いたもの
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Swiss-cheese

また $\mathbb{R}^{n}$ の閉集合から $\mathbb{C}^{m}$ への連続関数 $f$ の像が擬凸近傍系を持つための $f$ の

条件などの問題が考えられる。 $\mathbb{R}^{n}$ のコンパクト集合 $K$ に対して $f(K)$ が擬凸近

傍系を持つための十分条件として

$\bullet$ $f$ は $C^{1}$ 級関数

$\bullet f^{*}(|dz|^{2})=0$

$\bullet$ $K$ 上

$\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}\frac{\partial(f_{1},f_{2},\cdots,f_{m})}{\partial(x_{1},x_{2},\cdots,x_{n})}=n$

ならば良い。 しかし [2] からわかるように、 この条件は必要条件ではない。
具体的には $\mathbb{R}^{2}$ の単位閉円盤 $\overline{D}$ を

$f(t, s)=(t^{3}+2is, t^{2}-3its)$

によって $\mathbb{C}^{2}$ に写した像 $f(\overline{D})$ が擬凸近傍系を持つか。 という問題が考えられる。
この場合は原点が特異点になっている。
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