
$p$-adic analogue of Shintani’s formula

京大理 加塩朋和 (Tomokazu K.ashio)
Faculty of Science, Kyoto University

Introduction
Shimura’s CM-period と (多重) ガンマ面数, 及び (総実代数体上の) $L$函数の

.
$s=0$

での微分とはそれぞれ関係がある. 例として the Chowla-Selberg formula と Y化 shida’s

conjecture[14] を号 $f$る.

The Chowla-Selberg formula.

(0. 1) $\pi p_{K}(\mathrm{i}\mathrm{d}, \mathrm{i}\mathrm{d})^{2}\sim\prod_{a=1}^{d-1}\Gamma(.\frac{a}{d})^{\omega_{K}\chi(a)/2h_{K}}=d\exp(\frac{L’(0,\chi)}{L(0,\chi)})$ .

ここに $K$ は判別式一 $d$ の虚 2 次体, $px$ は Shimura’s CM-period symbol, $\omega_{K},$ $h_{K}$ はそれ
ぞれ $K$ の類数と $K$ に含まれる 1 のべき根の個数, $\chi$ は $K/\mathrm{Q}$ に対応する Dirichlet 指標と
する.. また $a,$ $b\in \mathrm{C},b\neq 0$ に対し $a\sim b$. は $a/b\in\overline{\mathrm{Q}}$ を意味する.

Yoshida’s conjecture. $F$ を総実な体, $K$ を $F$ 上 abelian を CM-field とする. $G=$

Gal(K/F) と置き, $\tau\in G$ に対して

(0.2) $\sigma\in J_{K}p_{K}(\sigma, \tau\sigma)\sim\pi^{-[K:\mathrm{Q}]\mu(\tau)/2}\exp(\sum_{x\epsilon\delta_{-}}\chi(\tau)\frac{L’(0,\chi)}{L(0,\chi)})$ .

$\mathrm{d}$ また $\tau$が $\mathrm{i}\mathrm{d}$, complex conjugation, その他の時, それぞれ $\mu(\tau)=1,$ $-1,0$ とする.

ここで Yoshida’s conjectureはより精密な形の予想を持つ. すなわち Shintani’s formula
(\S 1) を用いて右辺を多重ガンマ函数で表し, 分解することにより (大まかに言うと) CM-
period を多重ガンマ函数で表しているのである. つまり the Chowla-Selberg brmula の
一般化を与えている.
現 $\pi_{\wedge}..$

’ この予想及び結果の $p$進化について吉田敬之教授と共同で研究を行っており, い

くつかの或果が得られた. ここでは Shintani’s formula の $p$進化について紹介したい.
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1Shiritani’s formula
この章では, 総実体上の partial zeta函数の $s=0$ での微分を多重ガンマ函数で表した

Shintani’s formula 1こついて復習しよう [13]. $r$ を正整数とする. $a_{i}$ , x\in R+&こ対して $r$ 重

Riein $\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{n}$ zeta 函数を

(1.1) $\zeta_{r}(s, (a_{1}, \ldots, a_{r}),x)=\sum_{m_{1}=0}^{\infty}\sum_{m_{l}=0m_{r}}^{\infty}\cdots.\sum_{=0}^{\infty}\{x+\overline{.\sum_{1=1}^{r}}$

.
$a_{i}m:.\}^{-s}$

で定義する. これは ${\rm Re}(s)>r$ で収束し全 $s$ 平面有理壓に解析接続される. 更に

$\log(\rho_{r}((a_{1}, \ldots, a_{r})))=-\lim_{xarrow 0}\{[\frac{d}{ds}\zeta_{r}(s, (a_{1}, \ldots, a_{r}), x)]_{s=0}+\log x\}$ ,

(1.2) .
$[ \frac{d}{ds}\zeta_{r}(s, (a_{1}, \ldots, a_{r}), x)]_{s=0}=\log(\frac{\Gamma,(x,(a_{1},\ldots,a_{f}))}{\rho_{r}((a_{1},\ldots,a_{r}))})$

と置くと.$.\Gamma r$ $(x, (a_{1}.’. . :, a_{r}.))$ は Barnes [1] によって導入された $r$ 重ガンマ函数であり次を
満たす.

(1.3) $\log(.\frac{\Gamma_{1}(x,(1))}{\rho_{1}((1))})=-\log(\sqrt{2\pi})+\log(\Gamma(x))$ .

更に多重 zeta函数の拡張を行う. $A=(a:_{\dot{\theta}})$ を $n\mathrm{x}r$行 $\mathrm{F}\mathrm{I}\mathrm{J}$ $(a_{j,:}>0)$ とし, $x=(x_{1}, \ldots, x_{r})$ ,
$x:\geq 0,$ $x\neq 0,$ $\xi=(\xi_{1}, \ldots, \xi_{r}),$ $\xi_{1}\in \mathrm{C},$ $|\xi:|\leq 1$ とする.

(1.4) $\zeta_{r}(s, A, x,\xi)=\sum_{m_{1}=0}^{\infty}\sum_{m_{2}=0}^{\infty}\cdots\sum_{m_{f}=0}^{\infty}\xi^{m}\prod_{j=1}^{r\iota}\{.\sum_{1=1}^{f}$ aj,:(\pi 匈 $+x:$ ) $\}^{-s}$

を考える. ここで $\xi^{m}=$ 垣 lr.$=1\xi_{i}^{m}.\cdot$ とする. これは ${\rm Re}(s)>r/n$で収束し全 $s$ 平面有理源に
解析接続される. 今 $\zeta_{r}(s, A, x)=\zeta_{r}(s, A, x, (1, \ldots, 1))$ と置こう. すると

(1.5) $[ \frac{d}{ds}\zeta_{r}(s, A,x)]_{s=0}=\sum_{j=1}^{n}\log(\frac{\Gamma_{r}(x^{l}A_{j},A_{\dot{f}})}{\rho_{r}(A_{j})})+\frac{(-1)^{r}}{n}\sum_{l}C_{l}(A).\prod_{1=1}^{r}\frac{B_{l}.(x_{})}{l_{\dot{*}}!}$

.

が成り立つ. ただし $l$ は $l=(l_{1}, \ldots, l_{r}),$ $l_{1}+\cdots+l_{r}=r,$ $l_{1}$. $\geq 0$ を満たすもの全体を走
り, $B_{l}(x)$ は Bernoulli多項式を表し , $A_{j}=(aj,1, \ldots, aj,r),$ $C \iota(A)=\sum_{1\leq j},{}_{k\leq n\dot{o}\neq k}C\iota i,k(A)$

であり
-. . .. $\Gamma^{1}[\underline{r}$

’ $\backslash$ ’ , $\underline{r}$

1 -11 du
$C_{l_{\beta^{1}},k}(A)= \int_{0}^{\downarrow}\{\prod_{--1}^{\cdot}(a_{\mathrm{j},m}+a_{k,m}u)^{l_{m}-1}-\prod_{--1}^{\cdot}a_{j^{m}m}^{l-1},|\frac{du}{u}$

0 $\mathrm{t}_{\hat{m}=1}^{\wedge^{\mathrm{r}}}\vee\cdot$

. ’

$\hat{m}=1\wedge$

”$..-ju$
である.
次に総実体上の partial zeta 函数を考える. $F$ を $n$ 次の総実な体とし, $J_{F}=\{\sigma:|$

$i=1,2,$ $\ldots,$
$n\},$ $F$ の無限素点全体を $\infty_{1},$

$\ldots,$
$\infty_{\mathrm{n}}$ と置ぐ. $F$ の整 idea垣に対し, $\mathit{0}_{\mathrm{f}}$ を
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$\mathrm{f}\infty_{1}\cdots\infty_{n}$ を法とする $F$ の ideal類群とする. また $O_{F}$ を $F$ の整数環, $E_{F}^{+}$ を総正単数群,
$E_{\mathrm{f}}^{+}=\{u\in E_{F}^{+}, u\equiv 1(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}|\mathrm{f})\}$ と書くことにする. $\mathrm{c}\in C_{\mathrm{f}}$ に対し partial zeta函数を

$\zeta_{\mathrm{f}}(s, \mathrm{c})=\sum_{\mathfrak{g}}N\mathrm{g}^{-s}$

で定める. ただし $g$ は $\mathrm{c}$ の類に含ま-れ $\delta$ 整� $\overline{\dot{\mathrm{d}}}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{f}$ 全体を走\mbox{\boldmath $\tau$}.

partial zeta函数を上で拡張された多重 zeta函数で表すために, cone分解というものを
考える. $x\in F$ に対して $x^{(:)}.=\sigma:(x)$ と書くことにする. すると $x$ }$arrow(x^{(1)}, x^{(2)}, \ldots, x^{(n)})$

により $F$ を $\mathrm{R}^{n}$ の部分環に埋め込むことが出来る. また $\mathrm{R}^{n}$ の中の $r$個の一次独立なベク
ト $j\triangleright v_{\dot{l}}(i=1,2, .|.., r)$ に対し-c. $C(v_{1}, v_{2}, \ldots,.v_{r})=\{t_{1}v_{1}+t_{2}v_{2}+\cdots+t_{f}v_{r}|t_{\dot{l}}\in \mathrm{R}^{+}\}$ と

置き, $v_{1},$ $\ldots,$
$v_{r}$ を basis とする $r$ 次元の open simplicial cone と呼ぶ. すると次のことが

言える.

う
$\iota_{\sim}^{\sim}\text{取れる}.\acute{\text{す}}fx\mathrm{b}\epsilon\epsilon^{\mathrm{D}}jl^{}\sim \text{つ}\dot{\mathrm{A}}^{\mathrm{a}}’ \text{て}v_{j,1},$$\ldots,v_{j_{1}r(j)}.\mathrm{t}\mathrm{h}^{\backslash }-,\mathrm{A}\mathit{4}\mathrm{f}\mathrm{i}1\mathrm{Z}\dot{\text{で}},\cdot\theta^{\mathrm{a}\text{つ}}\mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{m}\mathrm{a}1\text{有}|:\mathrm{f}\mathrm{l}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{A}\cdot J\text{及}\sigma\xi\beta \mathrm{f}\mathrm{l}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\text{の}\overline{\pi}v_{j,\dot{\iota}}\in O_{F}(j\in J, i=1,2, \ldots, r(j))$

が次のよ

$\mathrm{R}^{+n}=\mathrm{u}\mathrm{u}_{\mathrm{f}}uC(v_{j,1}, v_{j,2}, \ldots, v_{j,r(j)})j\in J_{u\in E^{+}}^{\cdot}$

ただし目は非交和を表す.

Lemma 2. 記号は上記の通りとし, 更に整 ideal $a$ を $a^{-1}\in c$ となるように取る. 必要
なら取り変えて vj,j.\in af.とする. $v_{j}=(v_{j,1}, v_{j,2}, \ldots, v_{j,r(l)})$ と置き, 次のように定義する.

$R(a^{-1},j)=R(a^{-1}, C(vj))$

$= \{x=(x_{1},x_{2}, \ldots, x_{tU)})\in \mathrm{Q}^{\mathrm{r}(j)}.|0<x_{i}\leq 1, \sum_{\dot{\iota}=1}^{r(j)}x_{1}.vj,:\in.a, \equiv 1\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \mathrm{f}\}$ ,

この時, $R(a^{-1}, j)$ は有限集合であり, 次が成り立つ.

$\zeta_{\mathrm{f}}(s, \mathrm{c})=Na^{\epsilon}\sum_{j\in J}a\sum_{e\in R(\mathrm{u}^{-1}1j)}\zeta(s, A_{v_{j}}, x)$
.

ただし $\bigwedge_{\mathrm{j}}$ tよ $(i, l)$ 或分を $v_{j,\overline{l}}^{\sigma}$ とする $n\mathrm{x}r(j)$行列とする.

さて, この Lemma と式 (1.5) より次を得る.

Shintani’s formula. 記号は上記の通りとする. 次が成り立つ.

$[ \frac{d’}{ds}\zeta_{\mathrm{f}}(s, \mathrm{c})]_{\epsilon=0}=\log(Na)\zeta_{\mathrm{f}}(0, e)$

$+ \sum\sum$ $\sum\cdot\log(\frac{\Gamma_{\mathrm{r}U)}(x\mathrm{b}_{j}^{\sigma},v_{j}^{\sigma})}{\rho r(j)(v_{j}^{\sigma})})$

$\sigma\in J_{\mathrm{F}}j\in J$ x\epsilon R(『1\mbox{\boldmath $\theta$}.)

$+ \overline{\sum_{j\in Joe\in}}\sum_{R(a^{-1}\dot{\theta})}\frac{(-1)^{r(j)}}{n}\sum_{l}C_{l}(A_{v_{j}}.\cdot).\prod_{1=1}^{r(j)}\frac{B_{l_{t}}(x_{\dot{l}})}{l_{\dot{\iota}}!}$ .
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2 $\mathrm{p}$-adic multiple gamma functions
この章では, 古典的な多重ガンマ函数の定義 [1] に習い, $p$進多重 zeta函数 [3] の $s=0$

での微分により.$p$ 進多重ガンマ函数を定義する. $p$ を素数, その上にある $F$ の素 ideal を
一つ固定して $.\mathfrak{P}$ と置く. $F$ には $\mathfrak{P}$ による位相が入っていると煮え, 完備化した体を $F_{\mathfrak{P}}$

と置く.. $\rceil||_{\mathrm{p}}$ は $|p|_{p}\cdot=1/.p$で正規化した $p$ 進乗法付値を表,すものとする,. r- 叡正整数,とす
る. この時連続函数 $f(X)=f(X_{1},’\ldots, X_{r})$ : $\mathrm{Z}_{p}^{r}arrow F\mathfrak{P}$ に対 $\text{し^{}\vee}C$

(2.1) $J_{X}(f(X).)= \lim_{\iota_{1}arrow\infty}\lim_{\iota_{2}arrow\infty}\cdots\lim_{\mathrm{t}_{f}arrow\infty}.\frac{1}{p^{l_{1}+l_{2}+\cdots+l_{t}}}\sum_{n_{1}=0}^{p^{\mathrm{t}_{1-1}}}\sum_{n_{2}=0}^{p^{l_{2-1}}}\cdots\sum_{n_{r}=0}^{p^{l_{f}}-1}.\cdot f(n)$.

(2.2) x\in F石に対して; $J_{X}((X+x)^{m})=B_{m}(x)$ .

(2.3) $J_{X}( (\begin{array}{l}.Xm\end{array}).)=\frac{(-1)^{m}}{m+1}$ .

$J_{X_{1},\ldots,X_{r}}(f(X_{1}, \ldots,X_{\epsilon})g(X_{\epsilon+1}, \ldots,X_{r}))$

(2.4)
$=Jx_{1},\ldots X\cdot(f(X_{1}, \ldots, X_{s}))Jx_{+1,}.\ldots,x_{r}(g(X_{s+1,.,:}.,X_{r}))$ .

ここで $a_{1}.,$ $a\in O_{F_{\phi}},$ $a_{i}\neq 0(i=1,2, \ldots, r),$ $s\in \mathrm{Z}_{p}$ に対し $p$進多重 zeta函数を次で定義
する.

(2.5)
$\zeta_{p,r}(s,\cdot(a_{1}, a_{2}, \ldots, a_{f}),a)=\frac{(-1)^{t}J\mathrm{x}(\theta_{p}^{(0)}(f(X))f(X)^{r}(\theta_{p}^{(-1)}(f(X))f(X))^{-\epsilon})}{(r-s)(r-1-s)\cdots(1-s)a_{1}a_{2}\cdots a_{f}}.$ .

ただし\Xi p-己号は $f(X)= \sum_{1=1}^{\gamma}.a:X:+a,$ $\theta_{p}$ は Teichm\"uller character, つまり $\theta_{p}$ : $\mathrm{O}_{\overline{\mathrm{Q}_{\mathrm{p}}}}arrow\overline{\mathrm{Q}}$

で次で定められるものである. $|x|_{p}<1$ の時 $\theta_{p}(x)=0,$ $|x|_{p}=1$ ならば $\mathrm{Q}_{p}$ の有限次拡大
体 $K$ で $K\ni x$ となるものを取り, $f$ を $O_{K}$ の剰余体と $\mathrm{Z}/p\mathrm{Z}$ との拡大次数と置く. この時
$\theta_{p}(x)=\lim_{larrow\infty}x^{p^{fl}}$ で定める. これを用いて, $|x|_{p}<1$ ならば $\theta_{p}^{(n)}(x)=0,$ $|x|_{p}=1$ ならば
$=(\theta_{p}(x))^{n}$ と定める. 更に $y\in 1+\overline{\mathfrak{P}}$に対して $y^{\mathit{8}}$ は $\sum_{k=0}^{\infty}(_{k}^{\ell})(y-1)^{k}$ で定義する. この $p$

進多重 zeta函数は次の性質を持つ.

Lemma 3, $a:,$ $a\in O_{F_{\mathfrak{P}}},$ $a_{i}\neq 0(i=1,2, \ldots, r)$ , s\in Zp&こ対し $p$ 進多重 zeta函数
は収束し, $s=0$ で解析的である. 更に $a_{1}.$ , $a\in F$ , 果, $a>0,$ $|a_{l}|_{p},$ $|a-1|_{p}<1(i=$

.

1, 2, $\ldots,$
$r$), $k=0,1,2,$ $\ldots$ に対して

$\zeta_{p,r}(-k, (a_{1}, a_{2}, \ldots, a_{r}), a)=\zeta_{r}(-k, (a_{1}, a_{2}, \ldots, a_{r}), a)$ .
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次に $p$ 進 $r$ 重ガンマ函数を次で定義する. $a_{i},$ $a\in O_{F_{\eta\}}},$ $a_{i}\neq 0^{\cdot}(i=1,2, \ldots, r)$ に対して

(2.6) $L \Gamma_{p,r}(a, (a_{1}, a_{2}, \ldots, a_{r}))=\frac{d\zeta_{p,r}(s,(a_{1},a_{2},\ldots,a_{r}),a)}{ds}.|_{s=0}$

と置く. この $p$ 進 $r$ 重ガンマ函数け次の性質を持つ.

Lemma 4. $L\Gamma_{p,r}((a_{1}, \ldots, a_{r}), a)$ は $a_{i},$ $a\in O_{F\varphi}.’ a_{i}\neq 0(i=1,2, \ldots, r)$ で連続であ
り, $a$. $\in \mathrm{Z}_{p}$ に対して

$L\Gamma_{p,1}(a,$(1) $)=\log_{p}(\Gamma_{p}(a))$ .

ここで $\log_{p}$ : $\mathrm{C}_{p}^{\mathrm{x}}arrow \mathrm{C}_{p}\#\mathrm{h}$ Iwasawa $p$ 進 $\log$函数を表しており, $\Gamma_{p}$ は Morita $p$進ガンマ
函数であり $\Gamma_{p}(n)=(-1)^{n}$ 垣 in$=1\mathrm{p}\{\dot{*}-1i(n=1,2, \ldots)7^{(}$ 定義され $\mathrm{Z}_{p}$ 上の連続函数に延ばし
たものである. この定義と性質は古典的な多重ガンマ函数のそれを踏襲している.

3p-adic zeta $\mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{t}_{\acute{1}}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}$ over totally real fields
この章では $p$ 進 partial zeta函数の構或を Cassou-Nogu\‘es[5] に習っで行う. $\zeta_{r}(s, A, x)$

の形の多重 zeta函数は (少なくとも簡単には) $p$進での類似を持たない. そのためまず.
は $p$ 進化できる形への変形を行う. 記号は 51 と同じとする.$\cdot$ $\mathrm{c}\in C_{\mathrm{f}}$ に対して整 ideal $a,.\mathrm{b}$

を次の様に取る. $a^{-1}\in \mathrm{c}$ を固定する. それに対して open simplicial cones を Lemma 1,2
の様に取る. 旧よ $\mathrm{f}$ と互いに素であり, $\mathrm{b}\neq(1)$ かつ $C_{\mathrm{f}}$ の中で $\mathrm{b}=1$ , 更に次を満たすもの
を取る.

(i) $(\mathrm{b}, \mathfrak{D})=1$ ,
(ii) $(\mathrm{b}, (v_{\dot{l}\dot{\beta}}))=1$ for all $j\in J,$ $i=1,2\ldots,$ $r(j)$ ,
(iii) $O_{F}/\mathrm{b}\simeq \mathrm{Z}/b\mathrm{Z}$ .

ここで $\mathfrak{D}$ は $F$ の共役差積, $b$ は $\mathrm{b}\cap\cdot \mathrm{Z}$ の正整数の生或元とする. 次に

(3.1) $\zeta_{\mathrm{f}}(s, a^{-1}, \mathrm{b})=(N\mathrm{b}^{1-\epsilon}-1)\zeta_{\mathrm{f}}(s, \mathrm{c})$

と置こう. $\mathrm{e}(x)=$
.

$\exp(2\pi ix)$ と表すことにする.. 次の Lemma及び Theoremが成り立つ.

Lemma 5. $\nu\in \mathfrak{D}^{-1}\mathrm{b}^{-1}$ を次を満たすように取れる. $Tr(\nu)=.c/b,$ $0\neq c\in.\mathrm{Z},$ $(b.’ c)=$

$1$ であり, かつ

各 $i,j$ に対して $\mathrm{e}(Tr(v:,j\nu))$ は 1 の原始 $b$ 乗根,

$\sum_{\mu=0}^{b-1}\mathrm{e}(Tr(\alpha\mu\nu))=\{$

0 $\alpha\in O_{F},$ $\not\in \mathfrak{y}$ の時,
$N\mathrm{b}=b$ $\alpha\in 6\emptyset$時.

Theorem 6. $\xi_{j,:}=\mathrm{e}(Tr(v_{j,:}\nu)),$ $\xi_{x}=\mathrm{e}(Tr(\nu\sum_{1=1}^{r(j)}.X:^{v}j,|.))\text{と}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ $\langle$ fl,

$\zeta_{\mathrm{f}}(s, a^{-1}, \mathrm{b})=Na^{\epsilon}\sum_{\mu=1}^{b-1}\sum_{j\in Jx\in}\sum_{R(a^{-1_{\dot{\theta})}}}\xi_{l}^{\mu}\zeta_{r(j)}(s, A_{v_{f}}, x, (\xi_{j,1}^{\mu}, .\ldots,\xi_{j,r0)}^{\mu}.))$ .
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$\circ(s, A\ovalbox{\tt\small REJECT} x, \xi)$ の形の多重 $\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{a}$函数は (ある条件の下で) $P$ 進化できる. これを見て行こ
う. $P$ を $r$ 変数の関数とする. この時 $r$ 変数の形式的ベキ級数を次の様に定める.

$R(P)(T)= \sum_{k}\frac{\lambda_{k}(P)}{(1-T)^{k}}$ .

ここで $k=,$ $(k_{1}, \ldots, k_{r})$ は $k_{i}=0,1,$ $\ldots(i=1,2, \ldots, r),$ $k\neq 0$ を満たす $k$ 全体を走り,
$T=(T_{1}, T_{2}, \ldots, T_{r}),$ $(1-T)^{k}=(1-T_{1})^{k_{1}}(1-T_{2})^{k_{2}}\cdots(1-T_{r})^{k_{r}}$ ,

$\lambda_{k}(P)=\sum_{l_{1}=0}^{k_{1}}\cdots\sum_{l_{r}=0}^{k_{r}}\{l_{1}k_{1\}\ldots\{\}P(-l_{1},-l_{2},\ldots,-l_{f})}k_{\mathrm{r}}l_{r}$
’

$\{_{b}^{a}\}=\{$

$(-1)^{b-1}(_{b-1}^{a-1})$ $a,$ $b\geq 1$ の時,

1 $a=0$ の時,

0 $a\geq 1,$ $b=0$ の時,

と置いた. この時次が成り立つ.

Lemma 7. $A=$. $(a_{\{i})$ は $n\mathrm{x}r$ 行列 $(aj,|$. $>0),$ $x=(x_{1}, \ldots, x_{r}),$ $x_{1}$
. $\geq 0,$ $x\neq 0$ , また

各 $i$ において $\xi_{1}$. $\neq 1$ は 1 のべき乗根であるとする. この時 $k=0,1,$ $\ldots$ に対して

$\zeta_{r}(-k, A|, x,\xi)=R(\prod_{j=1}^{n}\{.\sum_{1=1}^{f}aj,:(X_{\dot{l}}+x:)\}^{k})(\xi)$ .

ここで (ある種の) $p$進多重 zeta函数を定義する. $p$ は odd prime とする ($p=2$でも条
件を厳しく \check ltれば同様の議論ができる). $\cdot$

aj,:, $X:\in O\mathrm{p}$ は $|a_{j,1}..|_{p},$ $|$ � jn$=1 \{\sum_{1-}^{\mathrm{r}}.-1aj,:x:\}-1|_{p}$

$<1$ を満たす元, $\xi_{i}\neq 1$ は pがその位数を割らない 1 のべき乗根 $(j=1, \ldots, n, i=1, \ldots,r)$

としたとき

(3.2) $\zeta_{p,r}(s, A,x,\xi)=R(\prod_{j_{-}^{-}1}^{n}\{.\sum_{1=1}^{r}a_{j,:}(X_{i}+x:)\}^{-s})(\xi)$

と定義する. ただし右辺の収束は $p$進位相で考える. この $p$進 $r$ 重 zeta函数は次の性質を
満たす.

Lemma 8. 上記の条件で $\zeta_{\mathrm{p},r}(s, A, x, \xi)$ は収束する. 更に $aj_{||}.,$ $x:\in F$ , $a\text{工}:>0,$ $x_{i}\geq 0$

と仮定すると $k=0,1,2,$ $\ldots$ に対して

$\zeta_{p,\mathrm{r}}(.-k, A, x, \xi)=\zeta_{r}(-k,A,x,\xi)$

が成り立つ.

52



53

この $p$進多重 zeta函数を使って $p$進 partial zeta函数を構戒する. (p) の上の prime ideal
は全て $\mathrm{f}$ を割っていると仮定する. この時

(3.3) $\zeta_{p,\mathrm{f}}(s, a^{-1},\cdot \mathrm{b})=(\theta_{p}^{(-1)}(Na)(Na))^{s}\sum_{\mu=1}^{c-1}\sum_{j\in Jx\in-},\sum_{R(-\alpha^{-1},j)}..\xi_{x}^{\mu}\zeta_{p,r}(s, A_{v_{j}}, x, \xi_{j}^{\mu})$,

(3.4) $\zeta_{p,\mathrm{f}}(s, \mathrm{c})=\frac{\zeta_{p,\int}(s,a^{-1},\mathrm{b})}{(\theta_{p}^{(-1)}(N\mathrm{b})N\mathrm{b})^{1-\epsilon}-1}$

と定義する. すると次の性質を持つ.

Theorem 9. 上 $\ni \mathrm{p}$己の条件で $k=0,1,2,$ $\ldots k\equiv 0(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p^{f}-1)$ に対して

$\zeta_{p,\mathrm{f}}(-k, \mathrm{c})=\zeta_{\mathrm{f}},(-k, \mathrm{c})$ .

ただし $f$ は $O_{F}^{\cdot}/\mathfrak{P}$ と $\mathrm{Z}/p\mathrm{Z}$ の拡大次数とする. 更に $\chi_{1}$ を $C_{\mathrm{f}}$ の odd character, また $\Theta_{p}$ を
$_{p}(\mathrm{c})=\theta_{\mathrm{p}}(N(\mathrm{c}))$で定義される chamcter とする. すると $p$ 進 $L$ 函数は

$L_{p,\int}(1-m, \chi)=L_{\mathrm{f}}(1-m,\chi\Theta_{p}^{-m}),$ $(1\leq m\in \mathrm{Z})$

で特徴付けられ, 次で表せる.

$L_{p,\mathrm{f}}(s, \chi)=\sum_{\epsilon\in C_{1}}\chi\Theta_{p}^{-1}(c)\zeta_{p,\mathrm{f}}(s, \mathrm{c})$
.

4the derivatives at $\mathrm{s}=\mathrm{O}$ of $\mathrm{p}$-adic zeta $\mathrm{f}\dot{\mathrm{u}}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}$

$p$ 進 partial zeta函数の微分を計算する. 中心となるアイデアは Cassou-Nogu\‘es [4] が
用いている, 式 (3.2) の形の $p$ 進多重 zeta函数が項別微分できて分解できる, と言うこと
である. すなわち次のが成り立つ.

$\mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{m}\acute{\mathrm{a}}10$ . $a_{j,:},$ $x:\in O_{\mathfrak{P}}$ は $|a_{\mathrm{j},:}|_{p},$ $| \sum_{1=1}^{r}.a_{j_{-}:}x_{i}-1|_{p}<1$ を満たす元, $\xi_{\dot{l}}\neq 1$ は $p$が

その位数を割らない 1 のべき乗根 $(j=1, \ldots, n, i=1, \ldots, r)$ としたとき

$\frac{d}{ds}\zeta_{\mathrm{p},r}(s,$ $A,$ $x,$ $\xi)|,=0=R(-1o\mathrm{g}_{\mathrm{P}}(\prod_{j=1}^{n}\{\sum_{i_{-}^{-}1}^{r}aj,|.(X.\cdot+x_{i})\}))(\xi)$

$= \sum R(-\log_{p}(n\{.\sum_{\dot{l}=1}^{r}a_{j,1}.(X:+x:)\}))(\xi)$

$j=1$

$= \sum\frac{d}{ds}\zeta_{p,r}(s,$ $A_{j)}x,$$\xi)|_{s=0}n$
$j_{-}^{-}1$

この Lemma と cone の取替え等の操作, 及び若干の計算により次の主定理を得る.
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Theorem 11. $f,$ $\mathrm{c},$ $a,$ $\mathrm{b},$ $v_{j,i_{\rangle}}b$ を上記の様に取る, $\alpha C\mathrm{Q}_{F}$ は $\mathrm{b}\ovalbox{\tt\small REJECT}(\alpha)$ となる元とする
ここで新しく open simplicial cones $\{C(vj’)|j’C\ovalbox{\tt\small REJECT}\}$ を次を満たすように取る.

(a) $vj’,i\in\cdot a\mathrm{f}$ であり各々総正である.

て$b$) {-C.. $(.v_{j’})|j’$. $\in J’$ } は $\{C(vj)|j\in J\}$ の細分である..

(c) $u_{j’}$ \in Ef+.が存在し, $\{C(u_{j’}v_{j’})|j’\in J’\}$が $\{C((b/\alpha)v_{j})|j\in J\}$ の細分となる.

この $\circ$時

$[ \frac{d}{ds}\zeta_{\mathrm{f}}(s, e)]_{s=0}=\log(Na)\zeta_{\mathrm{f}}(0, c)+\sum_{\sigma\in J_{F}}\sum_{j\in Joe\mathrm{e}}.\sum_{R(\alpha^{-1}\dot{o})}\log(.\frac{\Gamma_{r0)}(x^{t}v_{j}^{\sigma},v_{j}^{\sigma})}{\rho_{r(j)}(v_{j}^{\sigma})})$

$+T_{0}(a^{-1}, \{v_{j}\}_{j\in J})$ .
ただし

$T_{0}(a^{-1}, \{v_{j}\}_{j\in J})=\sum_{j\in\dot{J}}$

。

$\sum_{\in R(u^{-l}1j)}$

$\frac{(-1)f(j)}{n}$
$\sum_{l}C_{l}((\begin{array}{l}v_{j^{1}}^{\sigma}iv_{j^{n}}^{\sigma}\end{array})).\prod_{1=1}^{f(j)}.\frac{B_{l_{t}}(x_{1})}{l_{1}!}.\cdot$ .

次に (p) の上の p加me idealは全て $\mathrm{f}$ を割っていると仮定する. この時

$[ \frac{d}{ds}\zeta_{p,\int}(s, \mathrm{c})]_{\epsilon=0}=\log_{p}(Na)\zeta_{p,\mathrm{f}}(0, \mathrm{c})+\sum_{\sigma\in J_{F}}\sum_{j\in Joe\in}\sum_{jR(a^{-1}1)}L\Gamma_{\mathrm{P}^{f(\mathrm{j})(x\mathrm{b}_{j}^{\sigma},v_{j}^{\sigma})}}$,

$+T_{p}(a^{-1}, \{v_{j}\}_{j\in J})$ ,

ただし

$T_{p}(a^{-1}, \{v_{j}\}_{j\in J})=\frac{-b}{b-1}.\sum_{\sigma\in J_{F}j’\in}.’\sum_{J,u_{\mathrm{j}’}\neq 1x’\in}\sum_{R(a^{-1}\dot{\beta}’)}\log_{\mathrm{p}}(u_{j}^{\sigma},)\zeta_{r\mathrm{U}’)}.(0,v_{j}^{\sigma},,x’\mathrm{t}_{)_{j}}^{\sigma},)$ .

更に同じ記号を用いて

$T_{0}(a^{-1}, \{v_{j}\}_{j\in J})=\frac{-b}{b-1}\sum_{\sigma\in Jpj’\in},\sum_{J,u_{j’}\neq 1_{\mathfrak{B}’\in}}\sum_{R(a^{-1},j’)}\log(u_{j}^{\sigma},)\zeta_{f(j’)}(0, v_{j}^{\sigma},,x’1_{j}^{\sigma})’$
,

と表せる.

全射 $m:J’arrow J$が存在し $C(v_{j})=$ $\mathrm{u}$ $C(v_{j’})$ を満たす
$j’\in m^{-1}(\{f\})$

事とする ([14, \S 5]).
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この Theorem は FerrerO-Greenberg の $’\#_{\tau}$吉果 [7, Proposition 1] を含んでいる./ この#吉・果
を求めてみよう. $F=\mathrm{Q},$ $d\geq 1$ とすると次を同一視できる.

$C_{(d)}=(\mathrm{Z}/d\mathrm{Z})^{\mathrm{x}}$

$\overline{(_{a/b1\vdasharrow ab’\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} d\mathrm{Z}}\backslash ..}$

$\overline{(a)}+\dashv a\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} d\mathrm{Z}$ .

ここで $a,$ $b=1,2,$ $.$ . : は $(a, d)=(b, d)=1$ となる数で $b’=1,2,$
$.:$ . は $bb’,\equiv 1\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} d$を満た

す数とする. これにより conductor $d$ の primitive Dirichlet $\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{e}\dot{\mathrm{r}}\chi$ を $C(d)$ の character
とみなす. $d$ は $p$で割れないとし, $\mathrm{f}=(pd)$ と置 $\langle$ . $\{(a)|1\leq a\leq pd-1, (a,pd)=1\}$ によ

り $C_{(pd)}$ の元を表すことにする. $C(v^{(a)}),$ $\cdot(v^{(a)}:=apd)$ で open simplicial cone を定義でき
$\mathrm{b}=(b),$ $(b\geq 1)$ としては $1.\leq a\leq pd$の範囲の $a$ に対して $(b, a)=1$であり, $b\equiv 1\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} pd$

である数を取ればいい. すると Theorem 11 により

$[ \frac{d}{ds}\zeta p,(\mathrm{p}d)(s, (a’))]_{s=0}=\log_{p}(a)\zeta_{p,1}(0, apd, aa’)+L\Gamma_{p,1}(aa’, (apd))$

$=L\Gamma_{p,1}(a’, (pd))$ ,

ただし $a’$ は $1\leq a’\leq pd,$ $aa’\equiv 1\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} pd$ を満たす数とする. 更に $\chi$ を conductor $d$ の

primitive Dirichlet character とすると次を得る.

$[ \frac{d}{ds}L_{p,(pd)}(s, \chi\theta_{p})]_{s=0}=\sum_{1\leq a\leq pd-1,(a,pd)=1}\chi((a’))L\Gamma_{p,1}(a’, (pd))$

$= \sum_{1\leq a\leq d-1_{1}(a,d)=1}\chi(a)L\Gamma_{p,1}(a, (d))$

$= \sum_{1\leq a\leq d-1,(a,d)=1}\chi(a)L\Gamma_{p,1}(a/d,$
(1) $)-\log_{p}(d)L_{p,(pd)}(0, \chi\theta_{p})$ .

よって次を得た、

(4.1) $[ \frac{d}{ds}L_{p,(pd)}(s, \chi\theta_{p})]_{\epsilon=0}=\sum_{1\leq a\leq d-1,(a,d)=1}\chi(a)\log_{p}(\Gamma(a/d))-\log_{p}(d)L_{p,(pd)}(0, \chi\theta_{p})$.

5two applications
5.1 $\mathrm{p}$-adic CM-periods

本来の目標である $p$ 進 CM-period との関係について触れたい. すでに我々は簡単な場
合の Yoshida’s conjecture の $p$進化を得ている. すなわち $F=\mathrm{Q},.K=\mathrm{Q}((_{m}),$ $(p,m)=1$

の場合である. ここで $\zeta_{m}$ は 1 の原始 $m$乗根を表す. この時次が戒り立つ.

(5.1) $\Omega_{p_{\sim}}^{K}(.\mathrm{i}\mathrm{d}, \tau)\sim\exp_{p}(\sum_{\chi}\frac{-\chi(\dot{\tau})}{[K\cdot \mathrm{Q}]}.\frac{L_{p}’(0,\chi\theta_{p})}{L(0,\chi)}.)$ .
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ただし $\chi$ は odd Dirichlet characters modulo $m$ 全体を走り, $\Omega_{p}^{I\mathrm{f}}$ は Ogus [9] の定めた $p$

進 CM-period symbol lこ多少手を $\mathrm{I}\mathrm{I}$えたものを使っている. $L_{p}$ は Kubota-.Leopoldt $p$ 進
$L$ 函数であり, $\sigma_{p}$ は $\mathrm{G}\mathrm{a}1(K^{\mathrm{I}}/F)$ の元で $\zeta_{m}\mapsto\zeta_{m}^{p}$ と移すもの,

$|$

$\exp_{p}$ は (拡張された) $p$ 進
指数函数としている. $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{u}\wedge$ ction にも書いた通り, 更なる一般化について (適当な $p$ 進
$C_{-}\mathrm{M}_{-}.-.\mathrm{p}.\mathrm{e}.\underline{\mathrm{r}}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{d}$の定義も含めて) 吉ffi敬之教授と共刑で研究中である.

5.2 the order at $s=\mathrm{O}$ of padic L-functions
$K/F$ は abelianであるとし, その conductor を $\mathrm{f}\mathrm{o}$ と置く. $\cdot$

$\mathrm{f}\mathrm{o}$ と $p$ は互いに素であるとし,
$\mathrm{f}=\mathrm{f}_{0}*\prod_{\mathfrak{p}1(p)}\mathfrak{p}$ と定める. $\chi$ を conductor $\mathrm{f}\mathrm{o}$ の primitive, odd を character とする時, 次の
予想がある.

(5.2) $L_{p,\int}(s, \chi\theta_{p})$ の $s=0$ での order $=\#\{\mathfrak{p}|(p)|\chi. (\mathfrak{p}).=1\}$.

明な結果として次がある.

(5.3) $L_{p,\int}(s, \chi\theta_{p})$ の $s=0$ での order $=0\Leftrightarrow\#\{\mathfrak{p}|(p). |\chi(\mathfrak{p})=1\}=0$ .

更に Theorem 11 で与えられる式により, 次の事が証明できる.

(5.4) $L_{p,\int}(s, \chi\theta_{p})$ の $s=0$ での order $\geq 2\Leftarrow\#\{\mathfrak{p}|(p)|\chi(\mathfrak{p})=1\}\geq 2$.
この問題も応用を研究中である.
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