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はじめに

この論文では、オンライン投資問題について考える。オンライン投資問題とはAzer, at. al によって提唱されたも
ので以下のような状況である。工場において工作機械を用いて同一製品を複数個製造する。工作機械はひとつ以上
の有限個の種類がある。機械の特性は 3 個の数字であらわされ、 それは、 1. 機械の値段、 2. 製品ひとつを生産す
るのにかかる費用 (製造コスト) $\text{、}3$ . 工作機械が利用可能になる時刻、 である。工場は単位時間ごとに 1 個の需要
を受ける。工場に与えられる情報は、すでに利用可能になった機械の性能のみである。よって、将来利用可能とな
る機械の性能、およひ需要打ち切り時間は知られていない。 このような未来のことが知られていない状態をオンラ

インと呼ぶことにする。時刻 0 において、工場は利用可能な機械のうちから一つを購入し、その工作機械で製造を
行う。時刻 1 以降は、工場は機械を購入するかとうかをまず決め、その後に手持ち機械の内のどれかで製品の生産
を行う。 このことを需要打ち切り時刻にいたるまで続ける。この条件の下で、工作機械に投資した金額と生産費の
和をできるだけ小さくしていく投資プランを考える。 これがオンライン投資問題である。

定義 投資問題の人力は、機械 $\mathrm{M}=(\mathrm{I}, \mathrm{P},\mathrm{T})$ ( $\mathrm{I},$ $\mathrm{P}$ は 0 以上の実数、 $\mathrm{T}$ は 0以上の自然数) の有限集合 $\mathrm{S}$ と需要の打

ち切り時刻 $\mathrm{t}_{\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}}$ (0以上の自然数)の組 $(\mathrm{S}, \mathrm{t}_{\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}})$ である。但し、 $\mathrm{M}=(\mathrm{I}, \mathrm{P},\mathrm{T})$ において、 I は機械 $u$ の値段、 $\mathrm{P}$ は製

品 1 個あたりの製造コスト、$\mathrm{T}$ は利用可能になる時間である。また、一般性をうしなわずに、 $\mathrm{T}\leqq \mathrm{t}_{\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}}$ としてよい。

以降、投資問題の入力を $\sigma$ であらわし、ありうる入力全体の集合を 2であらわす。

定義 投資問題 $\sigma=(\mathrm{S}, \mathrm{t})\in\Sigma$ は、 その任意の 2 つの機械 $\mathrm{M}=(\mathrm{I}, \mathrm{P}, \mathrm{T})$ と $\mathrm{N}’=(\mathrm{I}^{l}, \mathrm{P}^{r},\mathrm{T}’)$ について $\mathrm{I}<\mathrm{I}’$ なら

ば $\mathrm{P}\succ \mathrm{P}’$ であるときに、 凸型とよばれる。凸型の投資問題全体の集合を $\mathrm{f}2_{\mathrm{l}}$ であらわす。 さらに、 $\sigma$ は凸型であ

りかつ全ての機械 $\mathrm{M}=(\mathrm{I},\mathrm{P},\mathrm{T})$ において $\mathrm{T}=0$ であるとき、スキーレンタル型とよばれる。スキーレンタル型の投

資問題全体の集合を $2_{\epsilon \mathrm{k}\mathrm{i}}$ であらわす。 したがって、 $2_{\mathrm{s}\mathrm{k}\mathrm{i}}\subset \mathrm{f}2_{\mathrm{l}}\subset\Sigma$ である。

定義 任意の投資問題 $\sigma\in 2$ に対して、 $\sigma$ の内容を事前に完全に知っている人は最も総費用を最小化することがで
きる $\text{。}$ その投資費用を最適投資費用とよひ、 OPT $(\sigma)$ とかく。

定義 与えられた時刻 $\mathrm{t}$ においてすでに利用可能な機械の集合 $\mathrm{S}$ の組 $(\mathrm{S}, \mathrm{t})$ にたいして、 $\mathrm{S}$ 内の 1 つの機械を割り
当てる写像をオンライン投資プランとよぶ。
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定義 任意の投資問題 $\sigma=(\mathrm{S}, \mathrm{t}_{\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}})\in\Sigma$ と時刻 $\mathrm{t}$ に対して、 $\mathrm{S}_{\leqq \mathrm{t}}$ を $\mathrm{S}$ の中の時刻 $\mathrm{t}$ においてすでに利用可能な機械の

集合とする。つまり、 $\mathrm{S}_{\leq\iota}=$ { $\mathrm{M}_{=}(\mathrm{I}, \mathrm{P},\mathrm{T})|\mathrm{T}\leqq \mathrm{u}|$ である。

オンライン投資プラン側にたいして、 $\mathrm{M}_{\mathrm{t}}=\mathrm{O}\mathrm{N}(\mathrm{S}_{\leq \mathrm{t}})$ $=(\mathrm{I}_{\mathrm{t}}, \mathrm{P}_{\mathrm{t}}, \mathrm{T}_{\mathrm{t}}),$ $\mathrm{V}=\{\mathrm{M}_{\mathrm{t}}|0\leqq \mathrm{t}\leqq \mathrm{t}_{\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}}$ [とおく。この

とき、

ON(y) $=2_{\mathrm{I}\cdot(1,\mathrm{P}.T)}\in \mathrm{v}$ I $+$ $2_{0\leq \mathrm{u}\leq \mathrm{t}(\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n})}$
$\mathrm{P}_{\mathrm{t}}$

と定めて、これを倒の総費用と呼ぶ。また、 $2_{\ovalbox{\tt\small REJECT}\cdot(1.\mathrm{P}.\mathrm{T})}\in \mathrm{v}$ I を ON の総購買費用、 $2_{0\leq \mathrm{t}\leq \mathrm{t}(\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n})}$ $\mathrm{P}_{\mathrm{t}}$ を

総生産費用とよぶ。

定義 (投資問題の競合比) 投資問題クラス $\Sigma’\subseteq 2$ に対するオンライン投資プラン ON の競合比とは、 $\max_{\sigma\in\Sigma}$
’

側 $(\sigma)/0\mathrm{P}\mathrm{T}(\sigma)$ のことである。最適オンライン投資プランの競合比が $\gamma$ の時、投資問題クラス 2’ の競合比は $\gamma$

であるという。 とくに $\Sigma’=\dagger\sigma|$ のときには、 $\sigma$ の競合比は $\gamma$ であるという。

研究内容

文献 [1] において、Azar らは凸型の投資問題クラス \Sigma 6の競合比は $4+2\sqrt{2}=6.828427$ 以下であることを証明

した。また、Azar らは一般の投資問題 2の競合比について次の事実を示した。 2 $(\mathrm{C}, \mathrm{P}, \mathrm{N})\subset 2$ を機械の値段の比

が $\mathrm{C}$ 以下、機械の生産コストの比が $\mathrm{P}$ 以下、機械の台数が $\mathrm{M}$ 以下であるような入力の集合とするとき、投資問題ク
ラス $\Sigma(\mathrm{C},\mathrm{P}, \mathrm{M})$ の競合比は $\mathrm{O}(\min\{\log \mathrm{C}, \log\log \mathrm{P}, \log \mathrm{M}\})$ 以下、 $\Omega(\max|\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{C},$ $1\mathrm{o}g\log \mathrm{P}/\log\log\log \mathrm{P},$ $\log$

Clog $\log \mathrm{M}|$ ) 以上である。それ以前にしられていた有名な結果として、 hdloph は代表的なスキーレンタル型投

資問題 1 $(0, \mathrm{P})$ , $(\mathrm{I}, 0)|$ の競合比が 2 であることを示している (文献 [2]参照)。

しかしながら、今のところ、 $2_{\mathrm{s}\mathrm{k}\mathrm{i}}$ }こついて (よって $\mathrm{f}2_{\mathrm{l}}$ や 2 についても) 知られている競合比の T界は 2 の
みである。 また、 $\Sigma_{\epsilon \mathrm{k}\mathrm{i}}$ #こついて知られてる競合比の上界は Azar らの示した $4+2\sqrt{2}$ のみである。

そこで、本論文では、スキーレンタル型投資問題のクラス $2_{\epsilon \mathrm{k}\mathrm{i}}$ について、競合比が 4 以下であること、 ならひ
に $(5+\sqrt{5})/2$ $=3.618033989$ より真に大であることを証明する。

定義 与えられた $2_{\mathrm{s}\mathrm{k}\mathrm{i}}$ の入力を $\sigma=(\mathrm{S}, \mathrm{t}_{\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}})$とする。開をある投資プランとする。以下の記号を導入する。

$\sigma\leq \mathrm{t}:=(\mathrm{S}_{\leq \mathrm{t}}, \mathrm{t})=\sigma$ を時刻 $\mathrm{t}$ で打ち切って得られる入力

ON (t) $:=0\mathrm{N}(\sigma\leq \mathrm{t})=$ 時刻 $\mathrm{t}$ 以前に投資プラン開に従って使った総費用

OPT (t) $:=\mathrm{O}\mathrm{P}\mathrm{T}(\sigma_{\leq \mathrm{t}})=$ 時刻 $\mathrm{t}$ で需要を打ち切る場合に最適プランが使った総費用
$(\mathrm{I}_{\mathrm{t}\prime}\mathrm{P}_{\mathrm{t}}):=$ 「$0\mathrm{P}\mathrm{T}(\mathrm{t})=\mathrm{I}_{\mathrm{t}}+\mathrm{P}_{\mathrm{t}}\mathrm{t}$」 をみたす機械のなかで一番高い機械

$=\sigma\leq \mathrm{t}$ に対する最適機械のなかで一番高い機械

最適線 $:=|$ ( $\mathrm{t}$ , OPT (t)) : $0\leqq \mathrm{t}\leqq \mathrm{t}_{\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}}|=$ 最適プランのグラフ
$\mathrm{n}$倍線 $:=|(\mathrm{t}, \mathrm{n}\cross 0\mathrm{P}\mathrm{T}(\mathrm{t}))$ : $0\leqq \mathrm{t}\leqq \mathrm{t}_{\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}}|=$ 近似比 $\mathrm{n}$ の投資プランの上界を示すグラフ
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我々が提案するオンライン投資プランの内容は以下のとおりである (図を参照)

1 時刻 $\mathrm{t}_{0}=0$ で一番安い機械をかう。

21 で購入した機械を使い続けたときに、生産費用が初めて $20\mathrm{P}\mathrm{T}(\mathrm{t})$を超える直前の時刻を $\mathrm{t}=\mathrm{t}_{1}$ とする。 ま

た、初めて OFT(t) $>20\mathrm{P}\mathrm{T}(\mathrm{t}_{1})$ となる直前の時刻を $\mathrm{t}=\mathrm{t}_{2}$ とする。時刻 $\mathrm{t}_{1}$ で機械 $(\mathrm{I}_{\mathrm{t}(2)\prime}\mathrm{P}_{\mathrm{t}(2)})$ をかう。

32 を繰り返す。すなわち、各 $\mathrm{k}\geqq 1$ にたいして、初めて $0\mathrm{P}\mathrm{T}(\mathrm{t}_{\mathrm{k}+1})>20\mathrm{P}\mathrm{T}(\mathrm{t}_{\mathrm{k}})$ となる直前の時刻を $\mathrm{t}=\mathrm{t}_{\mathrm{k}+1}$

とするとき、時刻 $\mathrm{t}_{\mathrm{k}}$ で機械 (It(k。l), $\mathrm{P}_{t(\mathrm{k}+1)}$ ) をかう。

証明 まず、各 $\mathrm{k}\geqq 0$ について、開 $(\mathrm{t}_{\mathrm{k}}-1)\leqq 20\mathrm{P}\mathrm{T}(\mathrm{t}_{\mathrm{k}})$ を示す。 (帰納法)。

最初に、 $\mathrm{k}=1$ の場合は定義よりあきらかである。次に、 $\mathrm{k}\geqq 1$ の場合成立するとして、 $\mathrm{k}+1$ の場合を示す。

実際、 ON $(\mathrm{t}_{\mathrm{k}}-1)\leqq 20\mathrm{P}\mathrm{T}(\mathrm{t}_{\mathrm{k}})$ (帰納法の仮定) であるが、

$\text{開}(\mathrm{t}_{\mathrm{k}+1}-1)=0\mathrm{N}(\mathrm{t}_{\mathrm{k}}-1)+\mathrm{I}_{\iota(\mathrm{k}*1)}+\mathrm{P}_{\mathrm{t}(\mathrm{k}+1)}(\mathrm{t}_{\mathrm{k}+1}-\mathrm{t}_{\mathrm{k}})$

$\leqq 20\mathrm{P}\mathrm{T}(\mathrm{t}_{\mathrm{k}})+(\mathrm{I}_{\mathrm{t}(\mathrm{k}+1)}+\mathrm{P}_{\mathrm{t}(\mathrm{k}+1)}\mathrm{t}_{\mathrm{k}+1})rightarrow \mathrm{P}_{\mathrm{t}(\mathrm{k}+1)}\mathrm{t}_{\mathrm{k}}$

$\leqq$ (OPT $(\mathrm{t}_{\mathrm{k}+1})+\mathrm{P}_{\mathrm{t}(\mathrm{k}+1)}$ ) $+0\mathrm{P}\mathrm{T}(\mathrm{t}_{\mathrm{k}+1})-\mathrm{P}_{\mathrm{t}(\mathrm{k}+1)}\mathrm{t}_{\mathrm{k}}$

$=20\mathrm{P}\mathrm{T}(\mathrm{u})-\mathrm{P}_{\mathrm{t}(\mathrm{k}+1)}(\mathrm{t}_{\mathrm{k}*1}-1)\leqq 20\mathrm{P}\mathrm{T}(\mathrm{t}_{\mathrm{k}+1})$

となり、帰納ステージも示された。これにより、各購買時刻 $\mathrm{t}_{\mathrm{k}}$ tこついて開 $(\mathrm{t}_{\mathrm{k}}-1)\leqq 20\mathrm{P}\mathrm{T}(\mathrm{t}_{\mathrm{k}})$ が示された。

よって、任意の機械購買時刻 $\mathrm{t}_{\mathrm{k}}$ }こおいて、倒は機械 (It’。l), $\mathrm{P}_{\mathrm{t}(\mathrm{k}*1)})$ を買うだけの余裕がある。 実際、

ON $(\mathrm{t}_{\mathrm{k}}-1)\leqq 20\mathrm{P}\mathrm{T}(\mathrm{t}_{\mathrm{k}})_{\text{、}}$
$\mathrm{I}_{\mathrm{t}(\mathrm{k}+1)}$ $=0\mathrm{P}\mathrm{T}(\mathrm{t}_{\mathrm{k}+1})-\mathrm{t}{}_{\mathrm{k}+1}\mathrm{P}_{\mathrm{t}}$

(k。1)
$\leqq 20\mathrm{P}\mathrm{T}(\mathrm{t}_{\mathrm{k}})-\mathrm{t}{}_{\mathrm{k}+1}\mathrm{P}_{\mathrm{t}}$

(k。o より

ON $(\mathrm{t}_{\mathrm{k}})=\mathrm{O}\mathrm{N}$ $(\mathrm{t}_{\mathrm{k}}-1)+$
$\mathrm{I}_{\mathrm{t}(\mathrm{k}+1)}$ $+\mathrm{P}_{\iota(\mathrm{k}+1)}\leqq 40\mathrm{P}\mathrm{T}(\mathrm{t}_{\mathrm{k}})-(\mathrm{t}_{\mathrm{k}+1}-1)\mathrm{P}_{\mathrm{t}(\mathrm{k}+1)}\leqq 4$ OPT $(\mathrm{t}_{\mathrm{k}})$

となるからである。 また、 $\sigma$ は凸型なので、 $\mathrm{P}_{\mathrm{t}(\mathrm{k})}\geqq \mathrm{P}_{\mathrm{t}(\mathrm{k})+1}\geqq\cdots\cdot\cdot\geqq \mathrm{P}_{\mathrm{t}(\mathrm{k}+1)- 1}\geqq \mathrm{P}_{\mathrm{t}(\mathrm{k}+1)}$ であるので、 $\mathrm{t}_{\mathrm{k}}<\mathrm{t}<\mathrm{t}_{\mathrm{k}+1}$

を満たす任意の $\mathrm{t}$ に対しても、

ON (t) $=\mathrm{O}\mathrm{N}(\mathrm{t}_{\mathrm{k}})+\mathrm{P}_{\mathrm{t}(\mathrm{k}+1)}(\mathrm{t}-\mathrm{t}_{\mathrm{k}})\leqq 40\mathrm{P}\mathrm{T}(\mathrm{t}_{\mathrm{k}})+\mathrm{P}_{\mathrm{t}\acute{\mathrm{c}}\mathrm{k})+1}+\mathrm{P}_{\mathrm{t}(\mathrm{k})+2}+\cdots+\mathrm{P}_{t}\leqq 4$ OPT (t)

(証明終わり)
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定義 正実数 $\mathrm{r}$ について、 以下の数列 $\mathrm{x}_{\mathrm{k}},$

$\mathrm{y}_{\mathrm{k}}(1\leqq \mathrm{k})$ を (可能な限り) 定義する。

$\mathrm{y}_{1}=1,$ $\mathrm{y}_{\mathrm{k}}=(1+\mathrm{y}_{\mathrm{k}-1})/(\mathrm{r}-1-\mathrm{y}_{\mathrm{k}-1})(2\leqq \mathrm{k}),$ $\mathrm{x}_{\mathrm{k}}=\mathrm{r}/(1+\mathrm{y}_{\mathrm{k}})(2\leqq \mathrm{k})$

補題 $\epsilon>\frac{3-\sqrt{5}}{2}\text{、}\mathrm{r}=\frac{13- 7\epsilon+\epsilon^{2}}{3-\epsilon}$ に対して上記で定められる数列は $\mathrm{k}=\mathrm{O}(1/(\epsilon-\frac{3-\sqrt{5}}{2}))$ で $\mathrm{x}_{\mathrm{k}}<0$ となる。初

めて $\mathrm{x}_{\mathrm{k}}<0$ となる正整数 $\mathrm{k}$ を $\mathrm{k}_{\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}}=\mathrm{k}_{\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}}(\epsilon)$ で表記する。

例 $\epsilon=1,$ $\mathrm{r}=7/2$ のとき、 $\mathrm{G}_{2},$
$\mathrm{y}_{2}$ ) $=(3/2.4/3),$ $(\mathrm{x}_{3}, \mathrm{y}_{3})=(7/6,2),$ $(\mathrm{x}_{4}, \mathrm{y}_{4})=(1/2,6)$ . $\mathrm{G}_{5\prime}\mathrm{y}_{5}$) $=(-7/2, -2)$ ,

$\mathrm{k}_{\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}}(3)=5$ .

定義 $\epsilon>\frac{3-\sqrt{5}}{2}$ について、量 $\mathrm{t}_{\mathrm{k}},$ $\Delta_{\mathrm{k}},$ $\mathrm{P}_{\mathrm{k}}$ , OPT $\mathrm{k}$
, $\rho_{\mathrm{k}}$
が以 $\text{下}$をみたすように定義する。

$\mathrm{t}_{0}$ $=0,$ $\mathrm{t}_{\mathrm{k}-1}<\mathrm{t}_{\mathrm{k}}$ $(1\leqq \mathrm{k}\leqq \mathrm{k}_{\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}}),$ $\Delta_{\mathrm{k}}=\mathrm{t}_{\mathrm{k}+1}-\mathrm{t}_{\mathrm{k}}$ $(0\leqq \mathrm{k}\leqq \mathrm{k}_{t\mathrm{i}\mathrm{n}})$ ,

$\mathrm{P}_{0}\Delta_{0}=1,$ $\mathrm{P}_{\mathrm{k}}\Delta_{\mathrm{k}}=\psi_{\mathrm{k}-1}\Delta_{\mathrm{k}- 1}(2\leqq \mathrm{k}\leqq \mathrm{k}_{\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}}),$ $0\mathrm{P}\mathrm{T}_{0}=0,0\mathrm{P}\mathrm{T}_{\mathrm{k}}=\mathrm{y}{}_{\mathrm{k}}\mathrm{P}_{\mathrm{k}}\Delta_{\mathrm{k}}(1\leqq \mathrm{k}\leqq \mathrm{k}_{\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}})$ ,
$\mathrm{P}_{\mathrm{k}-1}>4\mathrm{P}\mathrm{k}(1\leqq \mathrm{k}\leqq \mathrm{k}_{\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}})$

: $0\mathrm{P}\mathrm{T}_{\mathrm{k}-1}-\mathrm{P}_{\mathrm{k}-1}\mathrm{t}_{\mathrm{k}-2}\leqq 0\mathrm{P}\mathrm{T}_{\mathrm{k}}-\mathrm{P}_{\mathrm{k}}\mathrm{t}_{\mathrm{k}-1}(1\leqq \mathrm{k}\leqq \mathrm{k}_{t\mathrm{i}\mathrm{n}})$ ,
$0\mathrm{P}\mathrm{T}_{\mathrm{k}(\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n})}$ $\mathrm{P}_{\mathrm{k}(\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n})}\mathrm{t}_{\mathrm{k}(\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n})- 1}\geqq 0\mathrm{P}\mathrm{T}_{\mathrm{k}(\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n})+1}$ $\mathrm{P}_{\mathrm{k}(\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n})+1}\mathrm{t}_{\mathrm{k}(\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n})\prime}$

$\rho_{0}=0$ , $\rho_{\mathrm{k}}=\frac{4-\epsilon}{3-\epsilon}(\mathrm{P}\mathrm{k}+1\mathrm{t}\mathrm{k}-\mathrm{P}_{\mathrm{k}\mathrm{k}-1}\mathrm{t}+\rho_{\mathrm{k}-1})-\mathrm{P}_{\mathrm{k}+2}\mathrm{t}_{\mathrm{k}+1}>0(1\leqq \mathrm{k}\leqq \mathrm{k}_{\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}^{-}}1)$.

定義 $\epsilon>\frac{3-\sqrt{5}}{2}$ に対して定まる $\mathrm{k}_{\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}}+1$ 個の機械列 $\mathrm{M}_{\mathrm{k}}=(0\mathrm{P}\mathrm{T}_{\mathrm{t}^{-}}\mathrm{P}_{\mathrm{k}\mathrm{k}}\mathrm{t}, \mathrm{P}_{\mathrm{k}})(0\leqq \mathrm{k}\leqq \mathrm{k}_{\mathrm{f}i\mathrm{n}}-1),$ $\mathrm{M}.=(0\mathrm{P}\mathrm{T}_{\mathrm{k}(t\mathrm{i}\mathrm{n}\}}.0)$

および十分大きな打ち切り時刻 $\mathrm{t}_{\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}}>\mathrm{t}_{\mathrm{k}(\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n})}$ をもって, スキーレンタル型投資問題 $\sigma(_{\epsilon})$ を定義する。

定現 任意。オア $\overline{7}$ イアッ資 $\text{プ}\overline{7}J$よ、任意。$\epsilon>\frac{3-\sqrt{5}}{2}$ &Jtい定あらゎ6 l-‘\nearrow ’’型投資。jl $\sigma(_{\epsilon})$

にたいして近似比が 4 $\epsilon$ より大となる。

証明 倒を任意に与えられた投資プランとし、 $\text{開_{}\mathrm{k}}=0\mathrm{N}(\mathrm{t}_{\mathrm{k}})$ とする。 また、 \mbox{\boldmath $\alpha$}�を最適投資プランとする。 定義よ
り、 OPT $(\mathrm{t}\mathrm{k})=0\mathrm{P}\mathrm{T}\mathrm{k}=(\mathrm{y}_{\mathrm{k}}\mathrm{r})/(1+\mathrm{y}_{\mathrm{k}})\mathrm{P}\mathrm{k}-1\Delta$

k-l

$=(1+\mathrm{y}_{\mathrm{k}-1})\mathrm{P}_{\mathrm{k}- 1}\Delta$
$=\mathrm{P}\mathrm{k}- 1\Delta \mathrm{k}- 1+0\mathrm{P}\mathrm{T}_{\mathrm{k}- 1}$である。特に、最適線 1( $\mathrm{t}$ , OPT(t)) : $0-\leqq \mathrm{t}|$ は点 $(\mathrm{t}_{\mathrm{k}},0\mathrm{P}\mathrm{T}_{\mathrm{k}})$ . $0\leqq \mathrm{k}\leqq$

$\mathrm{k}_{\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}}$ , を結ぶ折れ線グラフとなる。以下では、投資プラン ON の当該投資問題に対する近似比が $4-\epsilon$ 以下である、す
なわち任意の時刻 $\mathrm{t}$ に対して ON(t) $\leqq(4-\epsilon)$ OFT(t) が成立する、 として矛盾を導く。

以下では、 I $\mathrm{k}^{=}0\mathrm{P}\mathrm{T}\mathrm{k}-\mathrm{P}_{\mathrm{k}}\mathrm{t}\mathrm{k}$ を機械 $\mathrm{M}$ 一値段とする。 また、 $\mathrm{S}(\mathrm{t})=(4-\epsilon)$ OPT(t) –ON (t) を時刻 $\mathrm{t}$ |こおけ

る開の余裕とする。特に、条件 $\mathrm{P}_{\mathrm{k}-1}>4\mathrm{P}_{\mathrm{k}}(1\leqq \mathrm{k})$ により、 ON は時刻 $\mathrm{t}_{\mathrm{k}}$ 以前に $\mathrm{k}$以上の性能の機械を購入する
としてよい。なぜならば、もし時刻 $\mathrm{t}_{\mathrm{k}}$ において $\mathrm{M}_{\mathrm{k}}$未満の機械しか購入しておらず、さらに余裕が $\mathrm{I}_{\mathrm{k}}$ 未満であれば、
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$\mathrm{t}_{\mathrm{k}}$以降は余裕が真に減少し続けるために以降において観以上の性能の機械を購入することは不可能となり、 十分大
きな $\mathrm{t}_{\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}}$に対して $\mathrm{S}(\mathrm{t}_{\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}})<0$ となってしてしまう。 また、時刻 $\mathrm{t}_{\mathrm{k}}$ において $\mathrm{M}_{\mathrm{k}}$未満の機械しか購入しておらず、 さら

に余裕が $\mathrm{I}_{\mathrm{k}}$ 以上であれば、時刻 $\mathrm{t}_{\mathrm{k}}$ }こおいて $\mathrm{M}_{\mathrm{k}}$以上の機械を買わないかぎり余裕は減少するので ON は損をしてしま
う。

$\mathrm{S}_{\mathrm{k}}=\mathrm{S}(\mathrm{t}_{\mathrm{k}})$ , $\delta_{\mathrm{k}}(\mathrm{t})$
$= \mathrm{P}_{\mathrm{k}}(\mathrm{t}_{\mathrm{k}}-\mathrm{t})+\frac{4- \mathrm{e}}{3-\epsilon}(\mathrm{P}_{\mathrm{k}+1}\mathrm{t}_{\mathrm{k}}-\mathrm{P}_{\mathrm{k}}\mathrm{t}_{\mathrm{k}-1}+\delta_{\mathrm{k}-1})-\mathrm{P}$

kや 2 $\mathrm{t}_{\mathrm{k}+1}$

とする。以下では、 各 $0\leqq \mathrm{k}\leqq \mathrm{k}_{\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}}-1$ についてある $\mathrm{t}_{\mathrm{k}- 1}<\mathrm{t}\leqq$ t,が存在して

$\mathrm{S}_{\mathrm{k}}+(3-\epsilon)\mathrm{P}\mathrm{k}\Delta \mathrm{k}$ $\leqq$ $\mathrm{I}_{\mathrm{k}+2}-\delta_{\mathrm{k}}(\mathrm{t})$

が成立することを示す。特に、

$\mathrm{S}_{\mathrm{k}(\mathrm{f}i\mathrm{n}\mathfrak{l}- 1}+(3-\epsilon)\mathrm{P}_{\mathrm{k}(\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n})- 1}\Delta_{\mathrm{k}(\mathrm{f}\dot{\iota}\mathrm{n})- 1}<\mathrm{I}_{\mathrm{k}(\mathrm{f}i\mathrm{n})+1}\leqq \mathrm{I}_{\mathrm{k}(\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n})}$

がいえるので、倒は時刻 $\mathrm{t}_{\mathrm{k}(\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n})}$ にいたるまでに ‘(fin)以上の機械を購入することができなくなり、矛盾となる。

時刻 $\mathrm{t}_{0}$ $=0$ において余裕は 0 なので倒は時刻 $\mathrm{t}_{0}$ において値段 0 の機械 \searrow を購入せざるをえない。 以下、 1
$\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{k}\leqq \mathrm{k}_{\ln}-1$ とする。帰納法の仮定り ON は時刻 $\mathrm{t}_{\mathrm{k}- 1}$ にいたるまでに機械 $\mathrm{M}_{\mathrm{k}- 1}$ を購入ずみであり、がっそれよりょい
機械はまだ購入していない。 よって、 ON は時刻 $\mathrm{t}_{\mathrm{k}}\text{ま}$ でに $\mathrm{M}_{\mathrm{k}}$ 以上の性能の機械を買わねぼならない。 さらに、 帰

納法の仮定により、 $\mathrm{S}_{\mathrm{k}- 1}+(3-\epsilon)\mathrm{P}_{\mathrm{k}-1}\Delta_{\mathrm{k}- 1}<\mathrm{I}_{\mathrm{k}+1}$ なので、 ON は時刻 $\mathrm{t}_{\mathrm{k}}\text{ま}$ でに $\mathrm{N}_{\mathrm{k}}$ よりよい機会を購入ずることはで

きない。結局、 ON は時刻 $\mathrm{t}_{\mathrm{k}}$ までに機械 $\mathrm{M}_{\mathrm{k}}$ を購入せざるを得ない。

したがって、開にとり最良の選択は、できるだけ早い時刻 $\mathrm{t}_{\mathrm{k}-1}<\mathrm{t}\leqq \mathrm{t}_{\mathrm{k}}$ }こ機械 $\mathrm{M}_{\mathrm{k}}$ を買うことにより \searrow を最大
化することである。 このとき、

$\mathrm{S}_{\mathrm{k}-1}+(3-\epsilon)\mathrm{P}_{\mathrm{k}-1}(\mathrm{t}-\mathrm{t}_{\mathrm{k}- 1})=\mathrm{I}_{\mathrm{k}}=0\mathrm{P}\mathrm{T}_{\mathrm{k}}-\mathrm{P}_{\mathrm{k}}\mathrm{t}_{\mathrm{k}-1}$ (式 1)

であり、時刻 $\mathrm{t}$ にこの余裕をすべて使って機械 $\mathrm{k}$すべを購入するので、

$\mathrm{S}_{\mathrm{k}}=(4-\epsilon)\mathrm{P}_{\mathrm{k}-1}(\mathrm{t}_{\mathrm{k}^{-}}\mathrm{t})-\mathrm{P}_{\mathrm{k}}(\mathrm{t}_{\mathrm{k}^{-}}\mathrm{t})$ (式 2)

である。一方 $\text{、}$ 帰納法の仮定より、

$\mathrm{S}_{\mathrm{k}-1}+(3-\epsilon)\mathrm{P}\mathrm{k}-1\Delta \mathrm{k}-1$ $\leqq$
$\mathrm{I}_{\mathrm{k}+1}$ - $\delta_{\mathrm{k}- 1}=$ $0\mathrm{P}\mathrm{T}_{\mathrm{k}}+\mathrm{P}_{\mathrm{k}}\Delta_{\mathrm{k}}-\mathrm{P}_{\mathrm{k}+1}\mathrm{t}_{\mathrm{k}}-\delta_{\mathrm{k}- 1}$ (式 3)

であり、 (式 3) -(式 1) をとると、

$(3-\epsilon)\mathrm{P}_{\mathrm{k}-1}(\mathrm{t}_{\mathrm{k}}-\mathrm{t})$ $\leqq$
$\mathrm{P}\mathrm{k}\Delta \mathrm{k}+\mathrm{P}_{\mathrm{k}}\mathrm{t}_{\mathrm{k}-1}-\mathrm{P}$ k。ltk-\mbox{\boldmath $\delta$}k-l (式 4)
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となる。 この結果を (式 2) に代入すると、

$\mathrm{S}_{\mathrm{k}}\leqq\frac{4-\epsilon}{3-\epsilon}\mathrm{P}_{\mathrm{k}}\Delta_{\mathrm{k}}-\mathrm{P}_{\mathrm{k}}(\mathrm{t}_{\mathrm{k}^{-}}\mathrm{t})-\frac{4-\epsilon}{3-\epsilon}(\mathrm{P}_{\mathrm{k}+1}\mathrm{t}_{\mathrm{k}}-\mathrm{P}_{\mathrm{k}}\mathrm{t}_{\mathrm{k}-1}+\delta_{\mathrm{k}-1})$

となるので、

$\mathrm{S}_{\mathrm{k}}+(3-\epsilon)\mathrm{P}_{\mathrm{k}}\Delta_{\mathrm{k}}$

$\leqq\frac{13- 7\epsilon+\epsilon^{2}}{3-\epsilon}\mathrm{P}_{\mathrm{k}}\Delta_{\mathrm{k}}-\mathrm{P}_{\mathrm{k}}(\mathrm{t}_{\mathrm{k}}-\mathrm{t})-\frac{4-\epsilon}{3-\epsilon}(\mathrm{P}_{\mathrm{k}+1}\mathrm{t}_{\mathrm{k}}-\mathrm{P}_{\mathrm{k}}\mathrm{t}_{\mathrm{k}-1}+\delta_{\mathrm{k}-1})$

$= \frac{13- 7\epsilon+\epsilon^{2}}{3-\epsilon}\mathrm{P}\mathrm{k}\Delta \mathrm{k}-\mathrm{P}$

k。2 $\mathrm{t}_{\mathrm{k}*1}-\delta_{\mathrm{k}}$

となり、 さらに、

$\frac{13- 7\epsilon+\epsilon^{2}}{3-\epsilon}\mathrm{P}_{\mathrm{k}}\Delta_{\mathrm{k}}=\mathrm{r}\mathrm{P}\mathrm{k}\Delta \mathrm{k}=\mathrm{x}_{\mathrm{k}+1}$(1 +yk。l) $\mathrm{P}$ k\Delta k=OFTI、+2

となるので、結局、
$\mathrm{S}_{\mathrm{k}}+(3-\epsilon)\mathrm{P}\mathrm{k}\Delta \mathrm{k}$ \leqq 0Iゝ $\mathrm{k}+l^{-}\mathrm{P}_{\mathrm{k}+l}\mathrm{t}_{\mathrm{k}+1}-\delta_{\mathrm{k}}=\mathrm{I}_{\mathrm{k}+2}-\delta_{\mathrm{k}}$

がいえて、帰納ステージが証明された。以上により、任意に与えられた投資プラン ON の投資問題 。$(_{\epsilon}, \delta)$ の近
似比は $4-\epsilon$ 以上でなけらばならないことが証明された。

[1]

[2]
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