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1 目的

この報告の目的は環積の指標と多変数の超幾何関数の関係を探ることである. そ
の一つの手段として Fischer行列なるものを考えてゆく.

Fischer行列とは, B. Fischerが有限群 $G,$ $N$ に対して $N$ の $G$ による拡大の既約
指標を計算するために導入された物である [6].
その典型的な場合として環積が上げられるが, このケースにおいては List-Mahnoud

がその計算法について調べている [10].
そして Almestady-Morrisがとくに複素鏡映群の場合でこれに関し, 組合せ論的
な側面の研究をしている [2].
ここでの我々の目標は環積の場合にこの Fischer行列を用い指標を計算すること

で多変数の超幾何関数型の直交多項式を見つけることである.
そして, 多変数の超幾何関数と環積のなすゲルファントペアに関しては, [1, 12, 13]
などで調べられている.
ここで扱う超幾何関数は次で定義されるものである.

Definition1.1. $(n+1, m+1)$-hypergeometric functions
$\alpha=(\alpha_{1}, \cdots, \alpha_{n})\overline{\in \mathbb{C}^{n},\beta=(\beta_{1},\cdots,\beta_{m-n-1})\in \mathbb{C}^{m-n-1}}$そして変数を $X=$
$(x_{j}.\cdot)_{1}\leq\cdot.\underline{<}n1\leq \mathrm{i}\underline{<}m-n.-1$ と置く. このとき

$F( \alpha,\beta;\gamma,\cdot X)=\sum_{((a:j)\in M_{n.m-n-1}\mathrm{N}_{0})}.\cdot.\frac{\Pi_{=1}^{n}(\alpha_{*})_{\Sigma_{i-1}^{m-n-1}\mathrm{j}}a.\Pi*=1(m-n-1\beta.)_{\Sigma_{\dot{g}=1}^{n}a_{j}}}{(\gamma)_{\Sigma.a_{jg}}i_{J}}.\cdot.\cdot\frac{\Pi x^{a}\mathrm{j}^{}}{\prod a_{j}!}..\cdot.\cdot$

を $(n+1, m+1)$ 型超幾何関数とよぶ.
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2 環積の共役類
まずは環積の定義から始める. $G$ を有限群, $S_{n}$ を $n$ 次の対称群とする. このと

き対称群は $G$ の $n$個の直積に順番の入れ換えで作用する ; すなわち, $\sigma\in S_{n}$ そし
て, $(g_{1}, g_{2}, \cdots, g_{n})\in G^{n}$ と置 $\mathrm{A}$ ‘たとき作用 $\theta$ を,

$\theta(\sigma)\cdot(g_{1},g_{2}, \cdots, g_{n})=(g_{\sigma^{-1}(1),g_{\sigma^{-1}}(1)}, \cdots, g_{\sigma^{-1}(n)})$

と定める. この作用から作られる半直積群を

$GlG_{n}=G^{n}\aleph_{\theta}S_{n}$

とかく.
さて, これから $GlS_{n}$ の共役類の記述を説明しよう $[9, 11]$ . 以下, $G_{*}=\{C_{j}$ ; $0\leq$

$j\leq c-1\}$ を $G$ の共役類全体. $G^{*}=\{\chi_{j} ; 0\leq j\leq c-1\}$ を $G$ の既約指標全体と
する. $G\mathit{1}S_{n}$ の元を一つ固定する.

$(g_{1}, \cdots, g_{n};\sigma)\in G\mathit{1}S_{n},$ $g_{\dot{*}}\in G(1\leq i\leq n),$ $\sigma\in S_{n}$ .
さらに $\sigma$ を巡回置換分解しておく.

$\sigma=\cdots(\cdots)(i_{1}, i_{2}, \cdots, i_{k})(\cdots)\cdots$

この各サイクルごとに次のように $G$ の元の積を作る.

$(i_{1}, i_{2}, \cdots, i_{k})arrow g_{\dot{\iota}_{1}}g_{i_{2}}\cdots g$ :
これを $(i_{1}, i_{2}, \cdots, i_{k})$ のサイクノレ積と $\mathrm{A}\backslash$ う. ここで, $m_{k}(C_{1}.)$ を

$\frac{}\sigma \text{の}\mathrm{f}\mathrm{i}\text{さ}k\text{の}\theta^{-}\triangleleft’t\mathrm{K}\mathrm{s}\text{の}\dot{\mathrm{p}}\text{ち},\text{その}y-\text{イ}PJ\mathrm{s}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\mathrm{B}_{\grave{\grave{1}}}\mathrm{g}’\text{役}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}C_{1}|_{\check{\mathrm{L}}}\text{入るものの}\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{数}{\text{とする}.\text{そして_{}}^{}\text{れを}k\text{の}\ovalbox{\tt\small REJECT}\not\in \mathrm{f}\mathrm{f}\text{とし^{}-}C\#’\supset \text{よ}\overline{9}f\mathrm{X}’\mathrm{A}\# 1\mathrm{I}\text{を}}.$

,

$\rho(C_{\dot{\iota}})=(1^{m_{1}(C:)}2^{m_{2}(c_{:})}\cdots k^{m_{\mathrm{k}}(c_{:})}\cdots)$

定義する. このようにして $(g_{1}, \cdots, g_{n};\sigma)\in GlS_{n}$ にたいして $c$個 (これは共役類
の数であった) の分割の組

$\rho=(\rho(C_{0});\rho(C_{1});\cdots ; \rho(C_{\mathrm{c}-1}))$

が得られた. これを ($g_{1},$ $\cdots$ , g。; $\sigma$) $\in GlS_{n}$ のタイプと呼ぶ. このとき次が成り
立つ.

Proposition 2.1. $GlS_{n}$ の元 $x$ と $y$ が共役であることの必要十分条件は $x$ と $y$ の

タイプが一致することである.

ここで,

$\sum_{\dot{\iota}=0}^{\mathrm{c}-1}|\rho(C_{\dot{l}})|=n$

に注意しておく.
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3 環積の Fischer行列
ここでは, Fischer行列を導入する.
いま, $G^{n}$ の既約指標 $\chi$ に対して, $GlS_{n}$ の作用を $\chi^{\mathit{9}}(x)=\chi(gxg^{-1}),$ $g\in Gl$

$S_{n},$ $x\in G^{n}$ で定義しておく. この作用による $Gl$ Sn-軌道の代表元は次のように書
けることが容易にわかるであろう ;

$\{\chi_{0^{0}}^{k}\chi_{1}^{k_{1}}\cdots\chi_{\mathrm{c}-1}^{k_{c-1}} ; \sum_{\dot{\iota}=0}^{c-1}k_{\dot{\mathrm{t}}}=n\}$

ここで $G^{*}=\{\chi_{0}, \chi_{1}, \cdots, \chi_{c-1}\}$ とした. inertia group とは

$I_{\chi}=\{g\in GlS_{n} ; \chi^{\mathit{9}}=\chi\}$

で定義される $G$ 2& の部分群である.
さら [ニ, いま $\chi=\chi_{0^{0}}^{k}\chi_{1}^{k_{1}}\cdots\chi_{c-1}^{k_{e-1}}$ と置くと,

$I_{\chi} \cong\prod_{\dot{l}=0}^{c-1}G$ Z&:
である. また,

$\overline{I}_{\chi}=I_{\chi}/G^{n}\cong\prod_{i=0}^{c-1}S_{k_{*}}$.

と置く.
以下少し面倒くさいが, 必要な記号を用意する.
. $K\cdots S_{n}$ の共役類
. $\{K_{1}, K_{2}, \cdots, K_{t}\}\cdots GlS_{n}$ の共役類のうち自然な projection で $K$ に入るもの
. $\{L_{1}, L_{2}, \cdots, L_{s}\}\cdots\overline{I}_{\chi}$ の共役類のうち $K$ に含まれるもの, ここで $I_{\chi}^{-}$ は $S_{n}$ の

部分群と見ている.
. $\{L_{j\dot{\iota}}\}\ldots L_{j:}$ を $I_{\chi}$ の共役類のうち共役類のうち自然な projection で $L_{1}$. に入る

もので定義

$G1S_{n}arrow^{\mathrm{P}}S_{n}\supset\overline{I}_{\chi}\underline{\mathrm{p}}I_{\chi}$

$K_{*}$
$arrow^{\mathrm{P}}$ K\supset L*\leftarrow --p-Lゆヤ

そして以下のように元を取っておこう.

$u\in K_{m},\tilde{u}_{i}\in L_{i},$ $u_{\dot{\iota}j}\in L_{ij}$

そして, $\beta$ を $\overline{I}_{\eta}$ の既約指標, $\hat{\eta}$ を $\eta$ の $I_{\eta}$ への extension とする. このとき, $GlS_{n}$

の既約指標は全て \eta ^\beta \uparrow の形をしており, 次のように計算できる.

$\hat{\eta}\beta\uparrow(u)=.\sum_{1=1}^{s}\sum_{j}\frac{|C_{GlS_{n}}(u)|}{|C_{I_{\eta}}(u_{1j})|}.(\hat{\eta}\beta)(u_{ji})$

$=. \sum_{1=1}^{s}(\sum_{j}\frac{|C_{G\mathrm{t}S_{\mathrm{n}}}(u)|}{|C_{I_{\eta}}(u_{ji})|}\hat{\eta}(u_{j\dot{l}}))\beta(\tilde{u}_{i})$
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$\phi_{im}=\sum_{j}\frac{|C_{GlS_{n}}(u)|}{|C_{I_{\eta}}(u_{ji})|}\hat{\eta}(u_{ji})$

と置こう (注 : $m$ は $K_{m}$ から, $i$ は $L_{i}$ から来ている). さらに行列 $F_{\eta}^{K}$ を

$F_{\eta}^{K}=(\phi_{1j}.)_{1\leq i\leq s,1\leq j\leq t}$

と定義する. そして, $G^{n}$の既約指標の $GlS_{n}$軌道の代表系を簡単のために $\{\eta_{1}, \eta \mathrm{z}, \cdots, \eta\ell\}$

としておく. これで準備が整った.

Definition3.1. 行列 $F^{K}$ を

$F^{K}=(\begin{array}{l}F_{\eta 1}^{K}F_{\eta_{2}}^{K}\vdots F_{\eta\ell}^{K}\end{array})$

で定義し, Fischer行列と呼ぶ.

4Fischer行列の計算, 超幾何関数
さて, これからまずは $K=(1^{n})$ つまり単位元からなる共役類について Fischer

行列を計算していこう.
$\eta=\chi_{0^{0}}^{k}\chi_{1}^{k_{1}}\cdots\chi_{c-1}^{k_{c-1}}$ として, $\overline{I}_{\eta}=S_{k_{0}}\mathrm{x}S_{k_{1}}\mathrm{x}\cdots \mathrm{x}S_{k_{\epsilon-1}}$ であることに注意. ま

す, 上の $\{K_{1}.\}$ に相当するものは, 前章で紹介した共役類の定義から,

$\{(1^{\ell 0}; 1^{\ell_{1}} ; \cdots ; 1^{\ell_{e-1}})|\sum_{\dot{l}=0}^{c-1}\ell_{i}=n\}$

である事がわかるだろう, なぜなら, $(1^{\ell 0}; 1^{\ell_{1}} ; \cdots ; 1^{\ell_{e-1}})$の意味するところは, $G\mathrm{t}S_{n}$

の元で言うと, $(g_{0}, g_{1}, \cdots, g_{c-1}; 1)$ の形で, $\ell_{:=}\#\{g_{\dot{2}}\in C_{\dot{\iota}}\}$ のものだからである.
また, $\eta=\chi_{0}^{k_{0}}\chi_{1}^{k_{1}}\cdots$ \chi ck叩なので, 上記の $L_{\dot{\mathfrak{g}}}$ に相当するものは $\overline{I}_{\eta}$ の単位元から

なる共役類
$(1^{k_{0}},1^{k_{1}}, \cdots, 1^{k_{c-1}})$

である. 最後に上記 $\{L_{j:}\}$ に当たる物の計算をしょう. 始めに答えを書くと,

{ $(1^{a00},1^{a_{10}}, \cdots, 1^{a_{\mathrm{c}-10}}):(1^{a_{01}},1^{a_{11}}, \cdots, 1^{a_{\mathrm{c}-11}})0:\cdots$ : $(1^{a_{0\epsilon-1}},1^{a_{1\mathrm{c}-1}}, \cdots, 1^{a_{\mathrm{c}-1\mathrm{c}-1}})$ ; リ

ここで, $*= \sum_{i}^{c-1}=0a_{\dot{l}}j=kj,$ $\sum_{j=0}^{c-1}a_{ij}=\ell_{i},$ $\sum_{1=0}^{c-1}.\ell_{i}=n$ である. なぜなら, 条件
$\sum_{\dot{\iota}=0}^{c-1}$ $a\text{り}=k_{j}$ は, $\{K.\cdot\}$ の時と同じで, 条件 $\sum_{j=0}^{c-1}a_{\dot{\iota}j}=\ell_{i},$ $\sum_{i=0}^{c-1}\ell_{i}=n$ は, これ
が, 上で決めた $GlS_{n}$ の共役類 $(1^{\ell_{0}}; 1^{\ell_{1}}|. \ldots ; 1^{\ell_{e-1}})$ に含まれてぃ無いといけないが
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これらによってパラメーターを上の $\ell_{i},$ $k_{i},$ $0\leq i\leq c-1$ を用いて Fischer 行夕 $1\mathrm{J}$は

$F^{(1^{n})}=(\phi_{(k_{0\prime}k_{1\prime}\cdots,k_{c-1}),(t_{0},\ell_{1\prime}\ell_{c-1})},\cdots)_{\Sigma k=\Sigma^{\ell}:=n}$:

と書ける.
さて, これより行列の要素の計算をしよう. 必要な量はすべて Macdonald の本

[11] の一章の Appendix $\mathrm{B}$ に書いてあるので, 導出についてはそちらを見ていただ
きたい. 以下 $\chi_{ji}=\chi_{j}(g_{i}),$ $g_{i}\in C_{i}$ とし, ‘f一般化された魔方陣” を

$A=A_{(\ell_{0},\ell_{1},\ldots,\acute{\ell}_{m})}^{(k_{0},k_{1},\ldots k_{m})}= \{a=(a_{ij})\in M(m+1, \mathrm{N}_{0});\sum_{i=0}^{m}$$a\text{り}=k_{j},$ $\sum_{j=0}^{m}a_{\dot{\iota}j}=\ell_{:}\}$

としておく.

$\phi_{(k_{0\prime}k_{1,}\cdots,k_{\mathrm{c}-1}),(l_{0},\ell_{1\prime}\ell_{\mathrm{c}-1})},\ldots=\sum_{A\in A}\prod_{i=0}^{c-1}(a_{0},.,a_{i1} \ell_{i}\cdots ,a_{c-1}.) \prod_{j=0}^{c-1}\chi_{j0}^{a_{0\mathrm{j}}}\chi_{j1}^{a_{1j}}\cdots\chi_{jc-1}^{a_{\mathrm{e}-1j}}$

ここで, さらに $G$ の指標表にその次数の逆数からなる対角行列を書けたものを

$\tilde{T}(G)=(\chi_{ji}/\chi_{j1})$

ただし $\chi_{j1}=\chi_{j}(1)$ , と置く. するとこれは次のように書ける (この計算は文献 [12]
参照).

$\prod_{\dot{\iota}=0}^{c-1}x_{i}^{k}\mathrm{i}\cross(k_{0} \cdots n \cdots’ k_{c-1})F((-k_{0}, -k_{1}, \cdots, -k_{c-1}), (-l_{0}, -l_{1}, \cdots, -l_{c-1}):-n|J_{\mathrm{c}}-\tilde{T}(G))$ .

これで ( $c$ , 2c)-超幾何関数が出てきた.
これの直交性について見てみよう. まずは具体例を $S_{3}lS_{2}$ で見よう.

$\tilde{T}(S_{3})=$
(3) 111

$(2, 1)$ 1 0 -1/2
(1) 1 -1 1

(1) $(2, 1)$ (3)
(3)

$(2, 1)$

(1)

1 1 1
1 0 -1/2
1 -1 1

さらに, 既約表現と対応する inertia group は $(x, y, z)$ でそれぞれ $S_{3}$ の既約表現
(3), $(2, 1)$ , (1) の重複度をあらわすことにして,

inertia $\mathrm{g}\mathrm{p}$ . (2, 0, 0) (0, 2, 0) (0, 0, 2)

$S_{2}$

$((3)\otimes(3) \otimes(2 ((2, 1)\otimes(2, 1))\otimes(2)$ $((1)\otimes(1^{5}))\otimes$ $2)$

$((3)\otimes(3))\otimes(1^{2})$ $((2, 1)\otimes(2_{1}1))\otimes(1^{2})$ $((1^{3})\otimes(1^{3}))\otimes(1^{2})$
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と書ける. これは [9] を見ていただきたい. そして Fischer行列を計算しよう. 横に
共役類 $(\ell_{0}, \ell_{1}, \ell_{2})$ ( $((1^{3}),$ $(2,1),$ (3) $)$ の順), 縦に表現 $(k_{0}, k_{1}, k_{2})(((3), (2,1),$(1) $)$

の順) を書くことにして,

数とな掛るけ.} $\mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{h}‘ \mathrm{e}‘ \mathrm{r}$ 行列のし要た素ものの定がが$S_{\mathit{3}}l \text{ら_{}arrow}^{}S_{2}\text{の}\mathrm{B}^{\mathrm{I}}\mathrm{J}\hslash A\text{ら}6/\uparrow\frac{\prime \mathrm{f}}{\mathrm{T}}\grave{\text{分}の表の}\epsilon_{1}F|\mathrm{J}l\check{|-}\star\Gamma_{\mathrm{b}}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{a}}\text{標_{}\backslash }\text{表を}g_{\dot{\mathrm{X}}_{-\text{る}.\text{そ}}^{}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{p}\text{の次}}$

れを書いておこう

111111

$\frac{111111}{40100-2}$

$4$ 0 1 0 0 -2
1 1 1 -1 -1 1 .
111 -1 -1 1
40 -2 2 -1 1
4$\overline{0-2-211}$
222002

これから第 2直交関係を使うことで, 超幾何の直交多項式が得られる. このストー
リーを一般の場合に適用することで次の定理を得る.

Theorem 4. 1.

$\sum$ $(\chi_{01}^{k\mathrm{o}}\chi_{11}^{k_{1}}\cdots\chi_{c-11}^{k_{e-1}})^{2}(k_{0} \cdots n \cdots’ k_{\mathrm{c}-1})F(-k, -\ell;-n;\tilde{T}(G))\overline{F(-k,-\ell’,\cdot-n,\cdot\tilde{T}(G))}$

k0+ $\cdot$ ..+k。-l $=n$

$= (p_{0} \cdots n \cdots’ \ell_{c-1})\frac{|G|^{n}}{\prod_{\dot{l}=0}^{c-1}|C_{\dot{\iota}}|^{\ell_{*}}}.\delta_{\ell t}$.

ここで, $\ell=(\ell_{0}, \ell_{1}, \cdots, \ell_{c-1}),$ $k=(k_{0}, k_{1}, \cdots, k_{c-1})$ などとした.

この定理は田中大初氏との共同研究 [13] によって得られた帯球関数のケースで,
ゲルファントペアを $(G\cross G ? S_{n}, \Delta G 2\ )$ としたときのものである. ただし, ここ

で $\Delta G=\{(g, g);g\in G\}$ である.

そして一般の場合 $K=(1^{a_{1}}2^{a_{2}}\cdots n^{a_{\mathfrak{n}}})$ の Fischer行列を計算であるが. この場
合は List-Mahmoud[10]?こよって次がしられている.

Theorem 4.2.
$F^{m^{k}}=F^{1^{k}}$

$K=(1^{a_{1}}2^{a_{2}}\cdots n^{a_{n}})$ {こ対して,

$F^{K}=F^{1^{a}1}\otimes F^{1^{a}2}\otimes\cdots\otimes F^{1^{a_{n}}}$
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最初の主張については前の計算より明らかであろう.
次の主張は何を言っているかであるが, 我々の言葉で言うと環積の指標は $(n+$

$1,$ $m+1)$ 型超幾何関数で生成されている, と言う事だろう, そしてこのことはも

う少し検証されるべきで, ここからもうすこし大きいクラスの超幾何が捕まえら
れるかもしれない. しかし残念ながら現時点では明示的な結果は得られていない.
これにトライするためにも最後に少しデータを与えて終わろう.
一般の場合に $\{K_{*}\},$ $\{L_{*}\},$ $\{L_{**}\}$ を求めてみよう, $K=(1^{n})$ のケースを繰り返

し適用することで次のようになっていることがわかるであろう. ただし, inertia
group を $S_{k_{0}}\mathrm{x}\cdots \mathrm{x}S_{k_{\mathrm{c}-1}}$ として 1 $\backslash$ る.

1:Kゆについて.
$\lambda^{i}=(1^{b_{i1}}2^{b}\cdot.2\ldots n^{b}:\mathfrak{n})$ とおくと

$\{(\lambda^{0};\lambda^{1}; \cdot... ; \lambda^{\epsilon-1})|\sum_{j=0}^{c-1}b_{\dot{l}j}=a_{j}\}$

となる.

2:L*[こついて.
$\mu^{\dot{\iota}}=(1^{a:1}2^{a2}:\cdots n^{a:n})$ とおくと

$\{(\mu^{0}, \mu^{1}, \cdots, \mu^{c-1})|.\sum_{1=0}^{c-1}a_{\dot{\iota}j}=a_{j}, \sum_{j=0}^{c-1}ja_{\dot{\iota}j}=k:\}$

となる.

3: L。[こついて.

$\nu^{1j}.=(1^{p.j1}.2^{p_{\mathrm{j}2}}\cdot.\ldots n^{p_{jn}}\cdot.),\underline{\nu}^{i}=(\nu^{0j}; \cdots ; \nu^{c-1j})$ とおくと

$\{(\underline{\nu}^{0},\underline{\nu}^{1}, \cdots,\underline{\nu}^{c-1})|.\sum_{1=0}^{c-1}p_{1\ell m}.=a_{\ell m}, \sum_{\dot{l}=0}^{c-1}p_{\ell\dot{\iota}m}=b_{\ell m}\}$

となる.
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