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1990 年代に Borcherds によって、複素上半平面上の ncarly holomorphic な保型形式を
$\mathrm{I}\mathrm{V}$ 型対称領域上の有理型保型関数に持ち上げる手法が開発された。初期の論文 [1] では
generalized Kac-Moody 代数の分母公式として、無限積によって保型関数を与えたが、 の
ちに Harvey-Moore の着想を機に、 theta 積分を用いた、 より理解しやすい形で同値な構
成を行なっている [2]。 さらに Bruinier [3] は nearly holomorphic な保型形式を wave form
の和に分解し、 wave fonn の theta 積分に帰着することで Borcherds の結果の別証明を
与えた。 この Bruinier の方法は、 保型形式の持ち上げに対する表現論的な考察と一番馴
染みやすいように見受けられる。
このノートでは Bruinier の手法に従って Brocherds の主要な結果を紹介する。最初の

目論見は、 Bruinier の手法を表現論の観点から理解することであったが、筆者の力不足で
思ったように行かなかった。表現論に関係した若干の (極めて不十分な) 考察を最後につ
け加えておいた。
なお Bruinier [3] の本では、保型的グリーン関数や、それを用いた尖点保型形式の調和

$(1, 1)$ 形式への持ち上げなどさらに進んだ内容が考察されているが、 このノートでは省い
てある。 また、 主要なアイディアを紹介するという目的から、 一番簡単な状況のみを考え
ている。従って、 このノートで述べた定理の主張や定義は、 大幅に一般化可能でありしか
もしばしば具体性に欠けている。筆者の非力をお許し頂くとともに、興味を持たれた方は
ぜひ原論文/原著に当ってみられたい。

1. IV 型対称領域の実現

符号 $(p, q)$ の対称双線型形式 $(, )$ が定義された実ベクトル空間 $V=\mathbb{R}^{p_{\dagger}q}$ を考える。 そ
の複素化を $V_{\mathbb{C}}$ と書き、 双線型形式 $(, )$ を複素線型に拡張しておく。 また $\overline{Z}$ で $Z\in V_{\mathbb{C}}$ の
$V$ に関する複素共役を表す。

$V_{\mathbb{C}}\supset \mathfrak{R}=\{Z\in V_{\mathbb{C}}|(Z, Z)=0\}$ : null cone
$\supset \text{且}=\{Z\in \mathfrak{R}|(Z,\overline{Z})>0\}$ : open in $\sigma \mathfrak{n}$

とおく。 また混乱の恐れのないときには $X^{2}=(X, X)$ などと書くことにする。
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補題 1.1. $Z=X+\sqrt{-1}\mathrm{Y}(X, Y\in V)$ に対して、

$Z\in \text{且}\Leftrightarrow(X, \mathrm{Y})=0$ かつ $X^{2}=\mathrm{Y}^{2}>0$

Proof. $(Z, Z)=X^{2}-\mathrm{Y}^{2}+2\sqrt{-1}(X, Y)=0$ より $(X, \mathrm{Y})=0$ かつ $X^{2}=\mathrm{Y}^{2}$ である。 し
たがって $(Z,\overline{Z})=X^{2}+\mathrm{Y}^{2}=2X^{2}>0$ となる。 口

この補題より、 $Z=X+\sqrt{-1}\mathrm{Y}\in$ 且に対して $\{X, 1’\}$ で生成された実ベクトル空間
$\langle X, \mathrm{Y}\rangle_{\mathbb{R}}\subset V$ は、 2次元の正定値空間となることがわかる。 そこで、

$Gr_{2}^{+}(V):^{\mathrm{d}}=^{\mathrm{e}\mathrm{f}}$ ($V$ の 2 次元正定値部分空間の全体) :Grassmann 多様体 (1.1)

とおくと、 次の写像 $\gamma$ が定義されたことになる。

$\gamma:\text{且}\ni Z\mapsto\langle X, \mathrm{Y}\rangle_{\mathbb{R}}\in Gr_{2}^{+}(V)$ (1.2)

P(掲 $=$ 且$/\mathbb{C}^{\mathrm{x}}$ を射影化とすると、 $\mathbb{C}^{\mathrm{x}}=\mathbb{R}_{>0}\mathrm{x}$ SO(2) の作用は $X,$ $\mathrm{Y}$ を正の実数倍して
回転することに当るから、 $\gamma$ は明らかに P(且) を経由する。

且

$\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{j}.\downarrow$

$\backslash \gamma$

P(且)\rightarrow \rightarrow \mbox{\boldmath $\varphi$}\rightarrow Gr2+(V)

さらに $Z\in \text{且}$ は、 部分空間 $\gamma(Z)=\langle X$ , Y\searrow の (長さが同じ) 直交基底の組 $\{X, \mathrm{Y}\}$ を順
序付きで指定していることになるから

$\varphi$ : $\mathbb{P}(\text{且})\ni[Z]\mapsto\prime v=\langle X, Y\rangle_{\mathbb{R}}\in Gr_{2}^{+}(V)$ (1.3)

は 2:1 の被覆写像となる。 ここで $\varphi^{-1}(v)=\{[Z], [\overline{Z}]\}$ は、 それぞれ右手系と左手系の直
交基底を表している。

$p\geq 3$ のとき $\mathbb{R}^{3}$ 内の平面を考えると、その右手系と左手系は互いに SO(3) の作用で
移りあうから $\text{、}$

$\mathbb{P}(\text{且})$ は連結であって、 $O(p, q)$ が推移的に働く ( $\cdot.\cdot$ Witt の定理)。 さらに、
一点 [Z]\in P(且) の固定部分群は SO(2) $\mathrm{x}O(p-2, q)$ と同型であるから、

P(且) $arrow\sim O(p, q)/SO(2)\mathrm{x}O(p-2, q)$

$\varphi\downarrow$ $\downarrow \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{j}$ .

$Gr_{2}^{+}(V)arrow\sim$ $O(p, q)/O(2)\mathrm{x}O(p-2, q)$

となることがわかる。

$p=2$ のとき ( $\mathrm{I}\mathrm{V}$ 型領域の場合) P(且) は連結でなく、右手系と左手系の連結成分に分
解する $\text{。}$ それを

P(且) $=\mathbb{P}(\text{且^{}+})\mathrm{u}$ P(且-)
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$\mathbb{P}(\text{且^{}+})$ $\simeq$ $\mathbb{P}(\text{且}-)$ $arrow\sim$ $Gr_{2}^{+}(V)$

$\varphi$

$[Z]\mathrm{U}\rfloor$

$rightarrow$

$1^{\frac{\mathrm{u}_{l}}{Z}}]$

$rightarrow$

$v=\langle_{A}\mathrm{Y}, Y\rangle_{\mathbb{R}}\mathrm{U})$

(1.4)

となることがわかるので、 結局

P(fl+)\simeq P(且-)\simeq Gr2+(V)\simeq SO0 $(2, q)/SO(2)\mathrm{x}$ SO(q)

が $\mathrm{I}\mathrm{V}$ 型対称領域の実現を与えている。

Remark 12. $O(2, q)$ は自然に $Gr_{2}^{+}(V)$ に作用し、

$Gr_{2}^{+}(V)\simeq O(2, q)/O(2)\mathrm{x}O(q)\simeq SO_{0}(2, q)/SO(2)\mathrm{x}$ SO(q)

である。 しかし、 $O(2, q)$ は且$\pm$ を保存しない。以下、 $O^{+}(2, q)$ で $R^{+}$ を安定にする $O(2, q)$

の指数 2 の部分群を表す (連結ではなく、連結成分は二個ある)。

2. IV 型対称領域の管状領域としての実現

以下 Bruinicr [3] の記号にしたがって、

$G=O(2, l)$ $(l\geq 3)$ (2.1)

を考えることにする。
$L\subset V=\mathbb{R}^{2,l}$ を even, unimodular な格子とし、

$L=K\oplus H$ $\{$

$\exists K$ : 符\doteqdot 数 $(1, l-1)$ の unimodular な格子
$\exists H$ : 符号数 $(1, 1)$ の放物型格子

(2.2)

と書けていると仮定する。 [3] では、 このような仮定はまったく必要なく、 一般の格子 $L$

について以下の議論が展開されていることに注意する。理論的にも、応用面でも一般の格
子を扱うことが重要であるが、 このノートでは理論の大筋を理解するという目的のため、
上のような仮定をおいた。 [3] でも Introduction では $\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{i}_{\mathrm{I}}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{u}1\mathrm{a}\mathrm{r}$ が仮定されているが、
このような仮定をすることで記述面でも議論の詳細においても大幅な簡約化ができる。

さて、 $z,$ $z’\in H$ を原始的な等方ベクトノレで $(z, z’)=1$ を満たすものとする。 このとき

$V$ $=$ $K_{\mathbb{R}}\oplus H_{\mathbb{R}}=K_{\mathbb{R}}\oplus \mathbb{R}z’\oplus \mathbb{R}z$

巾 (2.3)
$Z$ $=$ $W+az’+bz$ $(a, b\in \mathbb{R}, W\in K_{\mathbb{R}})$

のように座標を入れておく $(K_{\mathbb{R}}=K\otimes \mathrm{z}\mathbb{R}, H_{\mathbb{R}}=H\otimes \mathrm{z} \mathbb{R})$
。

補題 2.1. KC=K\otimes 。$\mathbb{C}$ の (一般化された) 上半平面を

$\overline{\mathbb{H}_{l}}=\{W=X+\sqrt{-1}\mathrm{Y}\in K_{\mathbb{C}}|\mathrm{Y}^{2}>0\}$
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と定義する。写像

$\nu$ : $\overline{\mathbb{H}_{l}}\ni W\mapsto W+z’-\frac{W^{2}}{2}z\in$ 且 (2.4)

を用いて $\mathbb{H}_{l}^{\pm}:^{\mathrm{d}}=^{\mathrm{e}\mathrm{f}}\nu^{-1}(\text{且^{}\pm})$ と定義すれば、 $\overline{\mathbb{H}_{l}}=\mathbb{H}_{l}^{+}\mathrm{u}\mathbb{H}_{l}^{-}$ は連結成分への分解であって、
さらに

$\mathbb{H}_{l}^{+}\vec{\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{j}\mathrm{o}\nu}\sim$

. P(且+)\rightarrow \sim \mbox{\boldmath $\varphi$} $Gr_{2}^{+}(V)\simeq SO_{0}(2, l)/SO(2)\mathrm{x}$ SO(l) (2.5)

は双正則同型を与える。以下 $\mathbb{H}_{l}=\mathbb{H}_{l}^{+}$ と書く。

Remark 22. $\mathbb{H}_{l}=\mathbb{H}_{l}^{+}$ と P(且+) には自然な複素構造が入っており、複素多様体である。
上の補題はこれらが複素多様体として同型であることを主張している。一方 $Gr_{2}^{+}(V)\simeq$

$SO_{0}(2, l)/SO(2)\mathrm{x}$ SO(l) には一見して明らかな複素構造は入っていないが、P(且+) との
同型を通して複素構造を入れる。 これによって、 $\mathrm{I}\mathrm{V}$ 型対称領域の複素構造と管状領域 $\mathbb{H}\iota$

としての実現が具体的に与えられたことになる。
$O^{+}(2, l)$ は $\mathbb{H}\iota$ &こ分数変換 (の一般化) として働き、 その作用はもちろん正則になる。

Proof.. まず $\nu$ : H–$larrow$ 且が well-clefilled であることは、形式的な計算で確かめることがで
きる。実際、 $q(W)=W^{2}/2$ と書くと、

$(\nu(W), \nu(W))=W^{2}-W^{2}(z’, z)=0$ . $\cdot$ . $\nu(W)\in\Re$

$(\nu(W),\overline{\nu(W)})=(W+z’-q(W)z,\overline{W}+z’-\overline{q(W)}z)$

$=(\nu V,\overline{W})-\cdot(q(W)+\overline{q(\nu V)})$

であるが、 $W=X+\sqrt{-]}\mathrm{Y}(.\mathrm{Y}^{2}>0)$ と書いておくと、

$2q(W)=W^{2}=X^{2}-\mathrm{Y}^{2}+2\sqrt{-1}(X, \mathrm{Y})$ . $\cdot\cdot$ $\{$

$q(W)+\overline{q(W)}=X^{2}-\mathrm{Y}^{2}$

$(\nu V,\overline{W})=X^{2}+Y^{2}$

$(\nu(W), \overline{\nu(W)})=(X^{2}+\mathrm{Y}^{2})-(X^{2}-1^{\prime 2})=2\mathrm{Y}^{2}>0$ . $\cdot\cdot$ $\nu(W)\in$ 且

proj. $0\nu$ : $\mathbb{H}_{l}-^{y}\text{且^{}+}\underline{\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{j}}_{arrow \mathbb{P}(R^{+})}$

. が双正則な同型写像であることは、その形からほぼ明
らかだろう。 $\square$

3. HEEGNER DIVISOR

以下、 $(, )$ の定める二次形式を $q(x)=(x, x)/2$ で表す。
$\lambda\in L$ を $q(\lambda)=(\lambda, \lambda)/2<0$ となるように選ぶ。 このとき $\mathbb{P}(\text{且^{}+})$ における $\lambda$ による

超平面切断を $\lambda^{[perp]}$ と書き、 さらに同型 Hl\simeq P(且+) を通じて対応する $\mathbb{H}_{l}$ における超曲面
も記号の濫用で $\lambda^{[perp]}$ と表すことにする。 $\lambda=\lambda_{K}+az’+bz(\lambda_{K}\in K)$ と表しておくと $\mathbb{H}_{l}$

においては

$\lambda^{[perp]}=\{W\in \mathbb{H}_{l}|aq(W)-(W, \lambda_{K})=b\}$ : 2 次曲面 (3.1)
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である。 $\lambda^{[perp]}\simeq O(2, l-1)/O(.2)\cross O(l-1)$ だから、 これ自身また $\mathrm{I}\mathrm{V}$ 型の対称領域になる。
したがって $q(\lambda)<0$ に対して $\lambda^{[perp]}$ を考えることは、 IV 型対称領域 $O(2, l)/O(2)\cross O(l)$

への $O(2, l-1)$ の埋め込みによる因子 (divisor) を考えることでもある。

定義 3.1. $m\in \mathbb{Z}_{<0}$ に対して

$H(m):^{\mathrm{d}}=^{\mathrm{e}\mathrm{f}} \sum_{\lambda\in L,q(\lambda)=m}\lambda^{[perp]}$

(3.2)

とおき、 これを判別式 (discriminant) が $m$ の Heegner 因子と呼ぶ.

離散部分群 $\Gamma(L)$ と、 それによる商空間を

$\Gamma(L)=\{g\in O^{+}(2, l)|g\cdot L=L\}$ , $X_{L}=\Gamma(L)\backslash \mathbb{H}_{l}$ (3.3)

で定義すると、 $H(m)$ は $\Gamma(L)$ 不変であって、 商写像 $\mathbb{H}_{l}arrow X_{L}=\Gamma(L)\backslash \mathbb{H}_{l}$ による $x_{L}$ の

代数的因子 (algebraic divisor) のひき戻しである。 1

4. BORCHERDS $\text{積}$

$\mathfrak{H}=\{\tau\in \mathbb{C}|{\rm Im}\tau>0\}$ を複素上半平面とする。

定義 4.1. $\mathfrak{H}$ 上の正則関数 $f(\tau)$ がウェイト $k$ の nearly holomorphic な保型形式であると
は、 ウェイト $k$ の保型形式であって、 cusp で高々極を持つときにいう。つまり

$f(\gamma\cdot\tau)=j(\gamma, \tau)^{k}f(\tau)$ , $j(\gamma, \tau)=c\tau+d$ , $\gamma=(\begin{array}{ll}a bc d\end{array})\in SL_{2}(\mathbb{Z})$

であって、 $q=\mathrm{e}^{2\pi\sqrt{-1}r}$ についての Fourier 展開が次を満す。

$f( \tau)=\sum_{n\gg-\infty}c(n)q^{n}$

このとき $\sum_{n<0}c(n)q^{n}$ を $f$ の主要部と呼ぶ。

以下次の仮定をする。

仮定 42. nearly holomorphic な保型形式 $f(\tau)$ のウエイトは $k=1-l/2\in \mathbb{Z}_{<0}$ であっ
て、 さらにその主要部の Fourier 係数について $c(n)\in \mathbb{Z}(n<0)$ が成り立つ。

特に、 $l$ は以下偶数と仮定されることに注意されたい 2。また、 偶数 $l>3$ に対して上
の仮定を満し、 自明でない主要部を持つ nearly holomorphic な保型形式が存在するので、
上の仮定は無意味ではない。

l佐武-Baily-Borel のコンパクト化 $\overline{x_{L}}$ は射影代数多様体の構造を持つことが分かつているので、 $X_{L}$ は

quasi-projective variety である。 また $\#\{\lambda\in L|q(\lambda)=m\}/\Gamma(L)<\infty$ であるから、 $\Gamma(L)\backslash H(m)$ は代数
的な因子となる。

$2l$ 力埼数のときには $SL_{2}(\mathbb{R})$ のメタプレクティック被覆が必要となるので、簡便のために $l$ を偶数とし
$\mathrm{L}$
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$W\in \mathbb{H}_{l}\}$こ対して、 $\nu(W)=W+z’-q(W)z\in \text{且^{}+}$ と決めたのであった。 このとき、
$\gamma\in O^{+}(2, l)\}$こ対して

$\gamma\nu(W)=j(\gamma, W)\nu(\gamma\cdot W)$ $(\exists j(\gamma, W)\in \mathbb{C}^{\mathrm{x}})$ (4.1)

が成り立つ。ただし、 $\gamma\cdot W$ は $\mathbb{H}_{l}$ 上の分数変換を表している。 $j(\gamma, W)$ はコサイクル条件

$j(\gamma_{1}\gamma_{2}, W)=j(\gamma_{1}, \gamma_{2}\cdot W)j(\gamma_{2}, \nu V)$

を満す保型因子である。一般に $r\in \mathbb{Q}$ に対し、 $\chi$ : $\Gamma(L)arrow \mathrm{T}=\{z\in \mathbb{C}||z|=1\}$ を適当
に選んで $\chi(\gamma)j(\gamma, W)^{\mathrm{r}}$ が $\Gamma(L)$ 上のコサイクルになるようにできるとき、 この $\chi$ をウエ

イト $r$ の乗法因子と呼ぶ。

定義 4.3. $\mathbb{H}\iota$ 上の (有理型) 関数 $F(Z)$ が、 $\Gamma(L)$ の作用に関して、 ウエイト $r$ , 乗法因子
が $\chi$ の (有理型) 保型形式であるとは、

$F(\gamma Z)=\chi(\gamma)j(\gamma, Z)^{r}F(Z)$ $(\gamma\in\Gamma(L), Z\in \mathbb{H}_{l})$ (4.2)

が成り立つときにいう。

定理 44(Borcherds [1, 2]). $f$ を仮定 42 を満す nearly holomorphic. な保型形式、 $c(n)$

をその Fourier 係数とする。 このとき、

$\{$

$W_{\int}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{n}\subset K_{\mathbb{R}}$ :Weyl chamber
$\rho f\in K_{\mathrm{R}}$ :Weyl vector

が存在して、無限積
$\Psi_{J}(Z):^{\mathrm{d}}=^{\mathrm{e}\mathrm{f}}e^{2\pi\sqrt{-1}(\rho_{f},Z)}$

$\prod_{\lambda\in K}$

$(1-e^{2\pi\sqrt{-1}(\lambda,Z)})^{c(q(\lambda))}$ $(Z=X+\sqrt{-1}\mathrm{Y}\in \mathbb{H}_{l})(4.3)$

$(\lambda,W_{f})>0$

は $q(\mathrm{Y})\gg 0$ で絶対収束し、 $\Gamma(L)$ に関してウェイトが $\frac{1}{2}c(0)$ , 乗法因子が $\chi(|\chi|=1)$ で

あるような $\mathbb{H}_{l}$ 上の有\not\in 型保型形式を定める。 さらに $\Psi_{f}$ の定める主因子は

$( \Psi_{f})=\sum_{m\in \mathrm{Z},m<0}c(m)H(m)$
(4.4)

と Hccgner 因子の線型結合で与えられる。

Rernark4.5. (1) $c(0)\in 2\mathbb{Z}$ ならば、 $\chi=1$ である。

(2) $K_{\mathbb{R}}$ 内の正定値な一次元ベクトル空間のなす Grassmann 多様体を $Gr(K)=\{v\in$

$\mathbb{P}(K_{\mathbb{R}})|v=\mathbb{R}u,$ $(u, u)>0\}$ と書く。 このとき

$Gr(K)-$ $\cup$ $\cup$ $\{v\in Gr(K)|v[perp]\lambda\}$ (4.5)
$m<0$ $\lambda\in K$

$c(m)\neq 0q(\lambda)=m$

の連結成分を Weyl chamber と呼び、 $W_{J}$ で表す。Weyl vector $p_{f}$ は $f,$ $W$ によって決
り、具体的な表示もあるが、定義するだけでかなりの準備が必要があるので省略する。詳
しくは [2, Theorem 104] を参照されたい。
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Borcherds の最初の論文 [1] では、 無限積を天下り的に与え、実際それが保型性を持
つことを具体的にチェックして証明していた。 もちろん、 無限積そのものは generalized
Kac-Moody Lie 代数の分母公式から触発されて定式化されたものではあるが、証明では
そのようなアプローチは用いられていないようである。
これとは別に、 この無限積の対数を取った関数を theta 積分を用いて定式化し、証明す

ることもできる (Harvey-Moore, Borcherds [2])。 この方法について説明する。
$\tau=x+\sqrt{-1}y\in \mathfrak{H},$ $Z=X+\sqrt{-1}\mathrm{Y}\in \mathbb{H}_{l}$ に対して、 theta 関数を

$_{L}( \tau, Z)=\sum_{\lambda\in L}e^{2\pi\sqrt{-1}(\tau q(\lambda)+\overline{\tau}q(\lambda_{-}))}+$
(4.6)

と定義する。ただし $\lambda\in V$ に対して、

$\lambda=\lambda_{+}+\lambda_{-}\in v\oplus v^{[perp]}$ $\{$

$v=\varphi([\nu(Z)])$ : $Z$ 1Lr対応す 6—-次元 1定値空間
$v^{[perp]}$ : $v$ に直交する負定値空間

(4.7)

と書いた。

定義 46. $F\subset fl$ を $SL_{2}(\mathbb{Z})$ の基本領域、 $f(\tau)$ を nearly holomorphic な保型形式とする。
このとき

$\Phi_{f}(Z)=\int_{F}f(\tau)\overline{\Theta_{L}(\tau,Z)}y\frac{dxdy}{y^{2}}$

$:^{\mathrm{d}}=^{\mathrm{e}\mathrm{f}}$ ( $\int_{F}f(\tau)\overline{\Theta_{L}(\tau,Z)}y^{1+s}\frac{d^{r}x\cdot dy}{y^{2}}$ の $s=0$ における定数項 ) (4.8)

と定義して、 これを正規化された theta 積分 (regularized theta integral) と呼ぶ。

この積分は一般には発散積分であるが、それは次のように解釈する。通常のように $F=$

$\{\tau=x+\sqrt{-1}y\in \mathfrak{H}||x|<1/2, |\tau|\geq 1\}$ とおき、 $u>0$ に対して $F_{u}=\{\tau\in F|y\leq\prime u\}$

と書く。 上の積分は、 f\Delta - -ffl分

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{arrow\infty}^{\mathrm{m}\int_{F_{u}}f(\tau)\overline{\ominus_{L}(\tau,Z)}y^{1-s}\frac{dxdy}{y^{2}}}$ (4.9)

として定義する。 これは ${\rm Re} s\gg \mathrm{O}$ で収束し、 $s$ について有理型に解析接続されることが
わかる ([2, 56])。

定理 47(Harvey-Moore, Kontscvich, Borcherds). $f(\tau)$ をウエイトが $k=1-l/2$ の

nearly holomorphic な保型形式とする。 このとき theta 積分 (4.8) は、 Borcherds 無限
積 (4.3) の対数を用いて (定数差を除き) 次のように表せる。

$\log|\Psi \mathrm{f}(Z)q(\mathrm{Y})^{\mathrm{c}(0)/4}|=-\frac{1}{4}\Phi f$ (Z)+(定数) $(Z\in \mathbb{H}_{l}\simeq Gr_{2}^{+}(V))$ .

これを表現論的に少し見やすい形に書き換えることを以下の目標にする。
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5. MAAS WAVE FORM とその THETA 積分

Whittaker 関数 $M_{\nu,\mu}(z),$ $W_{\nu,\mu}(z)$ を通常のように定義する ([5] 参照) $\text{。}$

$M_{\nu,\mu}(z),$ $\nu V_{\nu,\mu}(z)$

は次の微分方程式の解である。

$\frac{d^{2}w}{dz^{2}}+(-\frac{1}{4}+\frac{\nu}{z}-\frac{\mu^{2}-1/4}{z^{2}})w=0$ (5.1)

さらに $\mathrm{A}\mathfrak{l}_{s},$ $\mathcal{W}_{S}$ を

$\mathcal{M}_{s}(y)=y^{-k/2}M_{-k/2,s-1/2}(y)$ , $\mathcal{W}_{s}(y)=y^{-k/2}M_{sgn(y)k/2,s-1/2}(y)$ $(s\in \mathbb{C})$

と置く。 この Whittaker 関数を用いて、 $m\in \mathbb{Z}_{<0},$ $s\in \mathbb{C}$ に対して $F_{m}(\tau, s)(\tau=x+$

$\sqrt{-1}y\in \mathfrak{H})$ を

$F_{m}( \tau, s)=\frac{1}{2\Gamma(2s)}\gamma\in\Gamma_{\infty}\backslash SL_{2}(\mathbb{Z})$
$\sum$ $(\mathcal{M}_{s}(4\pi|m|y)e^{2\pi\sqrt{-1}mx})|_{k}\gamma$ (5.2)

と Poincare’級数の形で定義する。 この級数は Rc $s>1$ で絶対収束し、 $F_{m}(\tau, s)$ はウエイ
ト $k=1-l/2$ を持つ、 $\mathfrak{H}$ 上で実解析的な保型関数になる。

補題 5.1. ウエイトが $k$ のラプラシアンを

$\Delta_{k}=-y^{2}(\frac{\partial^{2}}{\partial x^{2}}+\frac{\partial^{2}}{\partial y^{2}})+\sqrt{-1}ky(\frac{\partial}{\partial x}+\sqrt{-1}\frac{\partial}{\partial y})$ (5.3)

で定義すると、

$\Delta_{k}F_{m}(\tau, s)=(s(1-s)-\frac{k}{2}(1-\frac{k}{2}))F_{m}(\tau, s)$ (5.4)

が成り立つ $\text{。}$ つまり $F_{m}(\tau, s)$ は Maas wave form である.

Remark 52. ウェイトが $k$ の保型関数 $f(\tau)$ に対して、

$F(g)=f(g\cdot\sqrt{-1})j(g, \sqrt{-1})^{-k}$ $(g\in SL_{2}(\mathbb{R}))$

とおくと、 $F(g)$ は $SL_{2}(\mathbb{Z})\backslash SL_{2}(\mathbb{R})$ 上の関数である。 この対応を $A_{k}$ : $f\mapsto F$ で表す。
さらに $SL_{2}(\mathbb{R})$ の Casimir 作用素 $\Delta_{SL_{2}}$ を

$-2 \Delta SL_{2}=\frac{1}{2}H^{2}+EF+FE$ , $H=(\begin{array}{ll}1 00 -1\end{array}),$ $E=(\begin{array}{ll}0 10 0\end{array}),$ $F=(\begin{array}{ll}0 01 0\end{array})$ (5.5)

で定めると、

$A_{k}(( \Delta_{k}+\frac{k}{2}(1-\frac{k}{2}))f.)=\Delta_{SL_{2}}F$ (5.6)

となることがわかる。特に $F$ が主系列表現 $\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{P}^{G}(e^{s\alpha}\otimes 1_{N})$ と同じ無限小指標を持って
レ)れば $\Delta_{SL_{2}}F=s(1-s)F$ であるから、

$\Delta_{k}f=(s(1-s)-\frac{k}{2}(1-\frac{k}{2}))f$
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が成り立つ。要するに、 (5.4) 式は表現論の観点から見れば $F_{m}(\tau, s)$ の無限小指標を指定
していることになる。

さて、 Bruinier のアイディアは. nearly holomorphic な保型形式を wave fonn で展開し
ておいて、 theta積分は wave form $F_{m}(\tau, s)$ に対して計算するというものである。 $F_{m}(\tau, s)$

の theta 積分は、超幾何関数を用いて級数に展開できるので、ある意味で計算可能である。

$Z\in \mathbb{H}_{l}$ および ${\rm Re} s>1$ に対して

$\Phi_{m}(Z, s):^{\mathrm{d}}=^{\mathrm{e}\mathrm{f}}\int_{F}F_{m}(\tau, s)\overline{\mathrm{O}-_{L}(\tau,Z)}y\frac{dxdy}{y^{2}}$ (5.7)

とおく (正規化された theta 積分) $\text{。}$

$\Phi_{m}(\tau, s)$ は ${\rm Re} s>1$ で有理型、$s=1-k/2=(2+l)/4$
において一位の極を持 $\backslash \supset$

。 そこで

$\Phi_{m}(Z)=(\Phi_{m}(Z, s)$ の $s=1-k/2$ における定数項) (5.8)

と定義する。 ここで、 定数項ではなく留数を取るとそれは定数関数になってしまう ([3,
Proposition 28])。そのようなわけで、非自明な係数のうち最初のものを取って正規化し
た theta 積分を定義するのであろうと思われる。

命題 5.3. $\Phi_{m}(Z)$ は $\mathbb{H}_{l}\backslash H(.m)$ 上の実解析的な関数で、因子 $H(rn)$ に沿って対数特異点
(log-singularity) を持つ。 また、 $\Omega$ を $O(2, l)$ の Casintir 作用素とすれば、

$\Omega\Phi_{m}(Z)=\frac{l}{4}b_{m}(0)$ : 定数 (5.9)

が成り立つ ( $\Omega$ の具体形については [3, p. 96, (4.1) 式] 参照)。ただし $b_{m}(0)$ は $F_{m}(\tau, 1-k./2)$

を Fourier 展開したときの定数項であり (下記参照) $\text{、}$ 一般化された Kloostcrnian 和とし
て書き下すことができる。

一般に

$F_{m}( \tau, s)=\frac{\Gamma(1+k/2-s)}{\Gamma(2-2s)\Gamma(s+k/2)}\mathcal{M}_{1-s}(4\pi|m|y)e^{2\pi\sqrt{-1}mx}$

$+b_{m}(s, 0)y^{1-s-k/2}+ \sum_{n\in \mathbb{Z}.n\neq 0}b_{m}(n, s)\mathcal{W}_{s}(4\pi ny)e^{2\pi\sqrt{-1}nx}$

という標記を持つが ([3, Theorem 19])、特に $s=1-k/2$ のとき、 これは

$F_{m}( \tau, 1-k/2)=e^{2\pi\sqrt{-1}m\tau}+\sum_{n\geq 0}b_{m}(n)e^{2\pi\sqrt{-1}n\tau}+\sum_{n<0}b_{m}(n)\mathcal{W}_{1-k/2}(4\pi ny)e^{2\pi\sqrt{-1}nx}$

という形の Fourier 展開となり、 Fourier 係数 $b_{m}(n)$ は一般 Kloosterman 和で書ける
([3, Proposition 110])。 さら [こ $s=1-k/2$ のとき{こは、 $\Delta_{k}F_{m}$ ($\tau,$

$1$ -k/2)=0、つまり
$F_{m}(\tau, 1-k/2)$ はラプラシアン $\Delta_{k}$ に関して調和関数であることにも注意しておく。
次の命題が重要で、 nearly holomorphic な保型形式が wave forrn の有限和として表さ

れることを主張している ([3, Proposition 1.12])。
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命題 54. $f(\tau)$ を上半平面 $\hslash$ 上のウエイト $k=1-l/2<0$ を持つ nearly holomorphic
な保型形式で、その主要部が $\sum_{n<0}c(n)e^{2\pi\sqrt{-1}\tau}$ で与えられているものとする。 このとき、
$f(\tau)$ は次のように wave form で展開できる。

$f( \tau)=\sum_{m<0}c(m)F_{m}(\tau, 1-k/2)$
(5.10)

そこで nearly holomorphic な保型形式 $f(\tau)$ の (正規化された) theta積分を、wave form
の theta 積分を利用して、

$\Phi_{J}(Z)=\sum_{m<0}c(m)\Phi_{m}(Z)$
$(Z\in \mathbb{H}_{l})$ (5.11)

と表すことができる。 また、 $\Phi_{f}$ が Heegner 因子 $H(m)(c(m)\neq 0)$ に沿って対数特異点
を持つこと、 したがって、重$f(Z)$ の因子が $\sum_{m<0}c(m)H(m)$ となること (定理 44, 47 参
照) などもこの式からわかる。

6. NEARLY HOLOMORPHIC $s\text{保型}\Psi.\prime \text{式}$

nearly holomorphic な保型形式 $f(\tau)$ の主要部を任意に与えることはできない。実際
$\kappa=1+l/2=2-k$ として、

S\kappa =(ウエイトが $\kappa$ の尖点保型形式の空間)

とおくと次が成り立つ。

定理 6.1. ウェイトが $k=1-l/2$ の nearly holomorphic な保型形式 $f(\tau)$ であって、 そ

の主要部が

$\sum_{m<0}c(rn)c^{2\pi\sqrt{-1}m\tau}$

で与えられるものが存在するための必要十分条件は、任意の尖点保型形式

$\varphi(\tau)=\sum_{n>0}a(n)e^{2\pi\sqrt{-1}n\tau}\in S_{n}$

に対して、

$\sum_{m<0}c(m)a(-m)=0$

が成り立つことである。

$S_{\kappa}$ の元 $\varphi(\tau)$ に対して、 $\varphi(\tau)$ の第 $n$ 番目の Fourier 係数を対応させる線型形式を
$\alpha_{n}(\varphi)=a(n)$ で定める。すると上の定理の条件は

$\sum_{m<0}c(m)\alpha_{-m}=0$ in $S_{\kappa}^{*}$ (6.1)

と書ける。 $\dim S_{\kappa}<\infty$ であるから、 nearly holomorphic な保型形式のなすベクトル空間
$\{f(\tau)\}$ は無限次元であることに注意する。
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$F(Z)$ を $\mathbb{H}_{l}$ 上の $\Gamma(L)$ に関するウェイトが 7 の有理型保型形式とする。 $F$ の定める主
因子が Heegner 因子の一次結合であると仮定しよう。

$(F)= \sum_{m<0}c(m)H(m)$ (7.1)

因子の条件から $r$ lよ決まってしまうが、 具体的に書き下すのは少々複雑であるので、 [3,
Cor. 424] を参照していただきたい。
さて、 因子の条件において $\{c(rr\iota)\}$ は自由に与えることはできないが、 実は次が成り

立つ。

定理 7.1. $\mathbb{H}_{l}$ 上のウェイトが $r$ の有理型保型形式であって

$(F)= \sum_{m<0}c(rr\iota)H(m)$
(7.2)

となるものが存在するための必要十分条件は、上半平面 $\mathfrak{H}$ 上の nearly holomorphic な
ウエイト $k=1-l/2$ の保型形式 $f(\tau)$ であってその主要部が

$\sum_{m<0}c(m)e^{2\pi\sqrt{-1}m\tau}$

となるものが存在することである。

既に述べた定理 6.1 とあわせて、 もう一度まとめておくと次のようになる。

ヨ$F(.Z)$ : $\mathbb{H}_{l}$ 上のウェイト $r$ の有理型保型形式でその因子が $(F)= \sum_{m<0}c(m)H(rn)$

$\Leftrightarrow\exists f(\tau)$ : $\mathfrak{H}$ 上の nearly holomorphic な保型形式で、

その主要部が $\sum_{m<0}c(m)e^{2\pi\sqrt{-1}n\iota\tau}$

$\Leftrightarrow f(\tau)=\sum_{m<0}c(m)F_{m}(\tau, 1-k/2)$ が $\hslash$ 上の

nearly holomorphic な保型形式

�$\Leftrightarrow$ $\sum_{m<0}c(m)\alpha_{-m}=0$ in $S_{\kappa}^{*},$ $\kappa=2-k=1+l/2$

このような有理型保型形式 $F(Z)$ と nearly holomorphic な保型形式 $f(\tau)$ の theta 積分
$\Phi_{f}(Z)$ との関係は次の定理で与えられる ([3, Theorem 423], 本質的には上の定理 47 で
ある)。

定理 72. 上の $F(Z)$ に対して、

$G(Z)=\log(|F(Z)|q(\mathrm{Y})^{r/2})$ $Z=X+\sqrt{-1}\mathrm{Y}\in \mathbb{H}_{l}$

とおくと、 次が成り立つ。

(1) $\Omega$ を $O(2, l)$ の Casimir 作用素とすると、 $\Omega G(Z)=-rl/8$

(2) $G(Z)=- \frac{1}{\mathit{4}}$ \Phi f(Z)+(定数)
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8. 表現論的な考察

簡単のため $G=SL_{2}(\mathbb{R}),$ $\Gamma=SL_{2}(\mathbb{Z})$ と書く。
nearly holomorphic な保型形式 $f(\tau)$ に対して、 $\Gamma\backslash G$ 上の関数を

$F(g)=f(g\cdot\sqrt{-1})j(g, \sqrt{-1})^{-k}$ $(g\in G)$

と決める。 このとき、 $G$ の右移動で $F(g)$ が生成する $G=SL_{2}(\mathbb{R})$ の表現は何なのかを
Lie 環の微分表現で考えてみる。
そこで

$h=\sqrt{-1}(\begin{array}{l}0-110\end{array}),$ $e= \frac{1}{2}$ ( $\sqrt{-1}1$), $f= \frac{1}{2}(_{1}^{\sqrt{-1}}$ $-\sqrt{-1}1)$ (8.1)

で定めると、 $\{h, e, f\}$ は $\epsilon 1_{2}$ -triple である。 $f(\tau)(\tau=x+\sqrt{-1}y)$ がウエイト $k$ の保型
関数であれば、簡単な計算により

$hf(\tau)=kf(\tau)$

$ef( \tau)=(\frac{\partial}{\partial x}-\sqrt{-1}\frac{\partial}{\partial y})f.(\tau)-\sqrt{-1}k\frac{1}{y}f(\tau)$

$ff( \tau)=y^{2}(\frac{\partial}{\partial x\prime}+\sqrt{-1}\frac{\partial}{\partial y}.)f(\tau)$

となることがわかる。 ただし $hf(\tau)$ はウェイトが $k_{\backslash }ef(\tau)$ はウエイトが $k+2_{\text{、}}ff(\tau)$

はウェイトが $k-2$ となる。
従って、特に $f(\tau)$ が上半平面 $\mathfrak{H}$ 上で正則ならば、 $ff(\tau)=0$ である。 これは $f(\tau)$ か
ら生成された $\epsilon 1_{2}$ の表現が最低ウェイトが $k$ の最低ウェイト表現であることを意味して
いる。

命題 8.1. $f(\tau)\neq 0$ をウエイトが $k<0$ の nearly holomorphic な保型形式とする。 この

とき、 $f(\tau)$ から生成される $\epsilon 1_{2}$ の表現は最低ウェイトが $k$ の Verrna 加群である。 した
がって、 その表現の組成因子は次元が一 $k+1=|k|+1$ の有限次元表現 $F_{-k}$ および最低
ウェイトが一 $k+2$ の正則離散系列表現 $D_{-k+2}^{+}$ である。

Proof. $f(\tau)$ から生成される $\epsilon 1_{2}$ の表現は、 最低ウエイトが $k$ の Verma 加群の商加群で
あるが、 $e^{-k+1}f(\tau)\neq 0$ であれぱ Verma 加群そのものに一致する。 $f(\tau)$ の無限遠点での
Fourier 展開を考えると、 主要部はゼロでない。 したがって $ef(\tau)$ の主要部を考えると、
$ef(\tau)\neq 0$ である。 これを繰り返して $e^{-k+1}f(\tau)\neq 0$ がわかる。 よって $f(\tau)$ が生成する
のは Verma 加群であり、 これより組成列が特定できる。 口

系 82. $f(\tau)\neq 0$ をウエイトが $k<0$ の nearly holomorphic な保型形式とする。 このと
き. $e^{-k+1}f(\tau)$ はウエイトが一 $k+2$ の nearly holomorphic な保型形式である。

さて Li-Tan-Zhu [4] により、 $SL_{2}(\mathbb{R})$ から $O(p, q)$ への theta 対応が具体的に分かつて
いる。 その表 ([4, FIG. 9]) を見ると、 $SL_{2}(\mathbb{R})arrow O(2, l)$ ( $l$ : even) という対応の下で、

$F_{-k}(k=1-l/2)rightarrow \mathcal{F}_{(0,\ldots,0)}$ : 自明な表現
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と対応していることがわかる。一方、 組成列の $D_{-k+2}(k=1-l/2)$ は theta 対応には現
れない。 しかし [4] の手法は、 まず主系列表現同士の対応を考え、それを解析接続して留
数計算をするというものであった。一方正規化された theta 積分 $\Phi_{I}$ の定義では、 留数
ではなく定数項を取っていたことに注意しよう。実際、既に述べたように留数は定数関数
(つまり自明な表現) になってしまうからである。
もし定数項を取ることにより、 離散系列表現 $D_{-k+2}$ が関わってくるとすれば、 $O(2, l)$

の方でも対応する主系列表現の組成列が自然に関係すると思われる。これも表 [4, FIG. 9]
に記載されており、 自明な表現を除き、対応する主系列は他に 3つの組成因子を持つこと
がわかる。そのようなわけで、 $\Phi_{f}$ (から生成される $O(2,$ $l)$ の表現) とそれら 3つの表現と
の関係について興味があるところではあるが、 今のところ筆者には何も分かっていない。
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