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オプション価格評価のための高性能計算技術
- 高速多重極展開法と二重指数型数値積分公式の適用 -

名古屋大学大学院 計算理工学専攻 山本有作

Yusaku Yamamoto, Department of Computational Science & Engineering, Nagoya University

1 はじめに

オプションとは, 将来のある時点で, 特定の価格である資産を売買する権利のことである。 資産として
は, たとえば株式, 債券, 外貨などが考えられる。 オプションの例としては, たとえば 1 年後にある株式
を 1000 円で売却する権利 (プットオプション)

1 3 $*$ 月後に 1 ドルを 110 円で購入する権利 (コールオプ
ション) などが挙げられる。オプションには, 権利行使が満期時点 (上の例では 1 年後あるいは 3 $t$月後)

でのみ可能なヨーロピアンオプションと, 満期までの任意の時点で可能なアメリヵンオプションがある。ま
た, アメリカンオプションの変種として, 満期以前の予め定められた複数の時点においてのみ権利行使が可
能なバミューダンオプションも市場で活発に取引されてぃる。
いま, 時刻 $t$ tこおける資産価格を $S_{t}$ , 満期の時刻を $T$ , オプションにょり資産を購入或いは売却できる

価格 (行使価格と呼ぶ) を $K$ とする。 このとき, 時刻 0 においてある人 $A$ が別の人 $B$ がらヨーロピアン
型のコールオプションを購入したとすると, 満期時点で $S_{T}>K$ なら $A$ は権利を行使して $B$ がら資産を購
入し, それをすぐに市場価格 $S_{t}$ で売却することにより, 差額の利益 $S_{T}-K$ を得ることができる。一方,
$s_{T}\leq K$ であっても, $A$ は何もしないことにより, 損はせすに済む。 したがって, 時刻 $t$ , 資産価格 $S_{t}$ に

おいて権利行使を行ったときの $A$ の利益 (オプションのペイオフと呼ぶ) を $h_{t}$ (St) と書くと,

$h_{T}(S_{T})= \max(S_{T}-K, 0)$ (1)

となり, これは常に非負である。 一方, $B$ の利益は常に非正である。 したがってオプションの取引が成り
立つためには, 最初の時点て $A$ が $B$ にオブションの代価を支払う必要がある。 この代価としてぃくら払う
のが適当かを決めるのがオプション価格評価の問題であり, 金融工学における基本的な問題のーっである。
オブション価格評価を行うには, 資産価格の変動をモデル化する必要がある。 もっとも簡単なモデルとし

て, 資産価格 $S_{t}$ が幾何的ブラウン運動に従う場合, すなわち

$dSt=\mu \mathrm{S}tdt+\sigma StdWt$ , (2)

の場合がブラック =ショールズモデルと呼ばれ, 金融工学で広く利用されてぃる。 ここで, $W_{t}$ はウィーナー
過程, $\mu$ は資産の期待収益率 (定数) $\sigma$ はポラティリティと呼ばれる資産価格の変動の大きさを表す定数
である。 このモデルの下での (時刻 0 での) ヨーロピアンオプションの価格は, オプシ $\supset-\nearrow\backslash$のペイオフの

期待値として

$Q_{0}(S_{0})=e^{-\mathrm{r}T}$E$0[h_{T}(S_{T})]$ (3)

と決めるのが合理的であることが Black&Scholes [5] にょり示されてぃる。 ここで, Iま銀行預金などの
無危険資産の利子率 (定数) で, $e^{-rT}$ はオブションから得られる利益が時刻 $T$ でのものであるのに対して
オプションの代価を支払うのが時刻 0 であることを補正するための割引率である。また, $E_{0}$ はリスク中立
確率の下での時刻 0 における期待値演算子であり, これは資産価格が別の幾何的ブラウン運動

$dS_{t}=rS_{t}dt+\sigma S_{t}dW_{t}$ (4)

に従うとしたときの期待値演算子として定義される。 (3) 式にょリオプション価格を評価することの正当性
については, $[9][15]$ なども参照されたい。
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ヨーロピアンオプションの価格は, (3) 式に (1) 式を代入して計算することにより解析的に求めることが
でき, ブラック =ショールズの公式として知られている。 しかし, アメリカンオプションやバミューダン

オプションについては, そのような公式が存在しない。そのため, 価格は数値計算により求めざるを得す,

高速・高精度な価格評価法を目指して活発に研究が行われている。
本報告では, バミューダンオプションを例に取り, 高速多重極展開法 [11][4], 二重指数型数値積分公式

[16] のような数値計算技術を利用することで, 従来法よりも格段に高速・高精度な価格評価法が構戒でき

ることを示す [7][8]。 また, この手法がバリアオプション, ルックバツクオプションなどのいわゆるエキゾ

チックオプションに対しても適用可能であることを述べる $[8]_{0}$

2 従来の価格評価方法

2.1 動的計画法に基つく価格評価法

ます, アメリカンオプションの価格評価問題について考える。時刻 $t$ , 資産価格 $S_{t}$ で権利を行使したときのア

メリカンオプションのペイオフを $h_{t}$ (St)(たとえばアメリカンコーノレオプションなら $h_{t}(S_{t})= \max(S_{t}-K,$ $0$))
とすると, このオプションの時刻 0 における価格は,

$Q_{0}(S_{0})= \sup_{\tau}\{e^{-rr}E_{0}[h_{\tau}(S_{\tau})]\}$ (5)

と書けることが知られている [9]。 ここで, $E_{0}$ はヨーロピアンオプションの場合と同様にリスク中立確率の

下での時刻 0 における期待値演算子であり, $\tau$ はマルコフ停止時刻である。停止時刻はアメリカンオプショ

ンの行使戦略 (各時刻において株価がどの範囲に来たとき権利を行使するかという戦略) に対応し, 上式は

最適行使戦略の下でのベイオフの期待値を割り引いたものが時刻 0 でのオプション価値であることを示す。
権利行使が離散的な時点のみに制限されている $j\backslash \cdot\backslash \backslash \backslash \backslash$ ユーダンオプションの場合には, 最適行使戦略の決

定に動的計画法を用いることができ, (5) 式は満期時刻 $T$ でのオプション価値から始めて, 時刻を遡ってい

くことにより計算できる。 具体的には, ます満期 $T$ におけるオプションの価値はペイオフそのものである

から,

$Q_{T}(S_{T})=h_{T}(S_{T})$ (6)

次に, ある権利行使可能な時刻 $t_{n+1}$ において $Q_{t_{\iota+1}},(S_{t_{n+1}})$ が (すべての $S_{t_{n+1}}$ の値に対して) わかつてい

る場合に. 1 つ前の権利行使可能時刻 $t_{n}$ における $Q_{t_{n}}$ (St。) を求めることを考える。 時刻 $t_{n}$ においては,

その時点で権利を行使するかしないかの 2つの選択肢があり,

・権利を行使した場合の利益 (行使価値) は $h_{t_{\hslash}}(S_{t_{n}})$

・権利を行使せすに時刻 $t_{n+1}$. までオプションを保持する場合の価値 (持続価値,) は

$e^{-\mathrm{r}(t_{n+1}-t_{n})}E_{t_{n}}$ [ $Q_{t_{n+1}}$ (St、+、)]

となる [3]。 オプションの保持者は, 時刻 $t_{n}$ においてこの 2 つの価値を比べ, 行使価値のほうが大きけれは
権利を行使し, 持続価値のほうが大きければ権利を保持する。 したがって, 時刻 $t_{n}$ , 資産価格 $s_{t_{n}}$ におけ

るオプションの価値は, 行使価値と持続価値のうち大きい方, すなわち

$Q_{t_{n}}(S_{t_{n}})= \max\{h_{t_{n}}(S_{t_{\mathfrak{n}}}), e^{-\mathrm{r}(t_{n+1}-t_{n})}E_{t_{n}}[Q_{t_{n+1}}(S_{t_{n+1}})]\}$ (7)

となると考えられる (より精密な議論については [9] などを参照)
$\text{。}$ (7) 式を使えば, 時刻 $t_{n}$ での任意の

資産価格 $s_{t_{\mathrm{n}}}$ の値に対し, オブション価値 $Q_{t_{n}}(S_{t_{n}})$ を計算することが可能となる。 また, これを時 $A^{1}F.\cdot J$ $t_{n}$ ,

$t_{n-1},$ $t_{n-2},$ $\ldots$ に対して順々に行っていくことにより, 最終的に時刻 0 におけるオプション価格 $Q_{0}$ (S0) を
計算することができる。なお, (7) に基づく数値計算ては, 各 $s_{t_{n}}$ の値に対する $Q_{t_{n}}(S_{t_{n}})$ を訃算する毎に

期待値 $E_{t_{n}}[Q_{t_{n+1}}(S_{t_{n+1}})]$ を評価することが必要となり, これをどのように計算するかがポイントとなる。
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2.2 多分木法

以上のような動的計画法に基づくバミューダンオプションの価格評価法として, 多分木法 [1] と確率的メッ
シュ法 [6] とが挙げられる。
多分木法では, $(t, W)$ 平面に規則的な格子を取り, ウィーナー過程 $W_{t}$ を格子上の確率過程で近似する。

いま, 時亥 $|$」 $t=i\Delta$t において $W=j\Delta$W であるとき, 時亥 $1$」 $t=(i+\mathfrak{y}\Delta t$ }こおいて $W$ は集合 $\{(j-b)\Delta W$,
$(j-b+1)\Delta W,$

$\ldots,$
$(j+b)\Delta W\}g)$どれかの値をそれぞれ確率 $p_{-b},p_{-b+1},$ $\ldots,p$b で取るとする。 $b=2$ の場

合 (5 分木法) における格子の例を図 1 に示す。

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$,

$\}1$,
$|$

$-A^{u}$

図 1: 5 分木法 $(b=2)$ における格子

このとき, 格子点 $(i,j)$ における期待値は, $t=(i+1)\Delta t$ における $2b+1$ 個の格子点 \vdash ^ての値を用いて

$E[Q_{t}:+ \iota|\mathrm{S}_{j,j}]=.\sum_{k=-b}^{b}p\iota.Q_{i+1_{:}j+k}$ (8)

と計算できる [1]。 確率 $p_{k}$ を決めるに当たっては, 格子上の確率過程とウィーナー過程の $2b$ 次までのモー

メントが等しくなるという条件を課し, この条件より,

$\{$

1222
$\backslash$

$0$ 2 $\cdot\Delta$W2 2 $\cdot(2\Delta W)^{2}$ 2 $\cdot(b\Delta W)^{2}$

$0$ 2 $\cdot\Delta$W4 2 $\cdot(2\Delta W)^{4}$ 2 $\cdot$ (b$\Delta$ W)4... ... .$\cdot$. .$\cdot$.
02 $\cdot\Delta$W$2b$ 2 $\cdot(2\Delta W)^{2b}$ 2 $\cdot(b\Delta W)^{2b}$ ,

$\{$ $\mathrm{p}_{1}p_{0}^{\backslash }p_{b}p_{2}.\cdot.,$ $=($

1
$\Delta$t

$3\Delta t^{2}$

.$\cdot$.
$\Leftrightarrow_{2b!}^{(2b!}(\Delta t)^{b}$ ,

(9)

お上ひ

$p_{-k}=p_{k}$ (10)

を満たすように決める。
多分木法では, 時間ステップ数 $M$ を増やすとともにパラメータ $b$ を大きくすることで精度が向上する。

実際, オプションのペイオフが十分な回数だけ連続微分可能であると仮定すれば, 多分木法により計算した
オプションの価格は収束率 $O$ (M$(-b\oplus 1)$ ) で真の価格に収束することが示されている [13]。 しかし, 図より明
らかなように, 各時間ステップにおける格子点数の平均は $O$ (M) であり, 各時間ステップでの期待値計算
に必要な計算量は $O$ (Mb) となる。 そのため多分木法では, $M$ と $b$ を増やして高精度な解を求めようとす
ると計算量が大きくなりすぎるという問題点があった。
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2.3 確率的メッシュ法

一方, 確率的メンシュ法では, $(t, W_{t})$ 平面内にウィーナー過程の $N$ 本のサンプルパスを生戒し, 時刻 $t_{n}$

における $i$ 番目のサンプルパス上の点 $s_{t,.,i}$. における期待値を, 時刻 $t_{n+1}$ における全サンプルパス上のオプ

ション価値の重み付き平均として

$E[Q_{t_{n+1}}(S_{t_{n+1}})|S_{t_{n\prime}i}]= \sum_{j=1}^{N}Q_{t_{n+1\prime}j}w_{t_{n},ij}$ $(i=1, . .. , N)$ (11)

と計算する [6]。 ここで重み $wt_{n},\dot{t}j$ は, $s_{t_{n}}$ が与えられたときの $s_{t_{n+\mathrm{l}}}$ の条件付き確率分布を $f_{t_{1}}^{S},(S_{t_{n+1}}|S_{t_{n}})$

とするとき,

$w_{t_{\hslash},\dot{\iota}j}= \frac{f_{t_{\mathfrak{n}}}^{S}(S_{t_{n+1},j}|S_{t_{n}.i})}{\sum_{\dot{\iota}’=1}^{b}f_{t_{\mathrm{r}\iota}}^{S}(S_{t_{n+1},j}|S_{t_{n},i’})}$. (12)

と定める [6]。
確率的メッシュ法でも, サンプルパスの数 $N$ を増やすことで精度が向上する。 しかし, 各時間ステップ
での計算量は, (11) 式から明らかなように $O$ (N2) となる。 そのため確率的メッシュ法でも, 高精度な解を
得るには大きな計算量が必要であるという問題点があった。

3 高速多重極展開法による加速

本節では, 以上で説明した多分木法およひ確率的メッシュ法を, 高速多重極展開法の一種である高速ガウ
ス変換を用いて加速する方法について説明する。

3.1 $b$ が大きい壜合の多分木法

従来の多分木法では, 計算量を抑えるため, 枝の数を決めるパラメータ $b$ は 1\sim 3 程度とするのが普通

であった。 しかし, ここでは高精度の解法を考えるため, $b$ が極めて大きい (たとえば $b>1000$) 場合を考
える。 このとき, $\Delta W$ を 0 に近づけつつ $b$ を大きくすると, (9), (10) 式で与えられる $p_{k}$ はガウス型関数
$\frac{1}{\sqrt{2\pi\Delta t}}\exp(-_{22}^{\underline{k}\Delta W}\frac{2}{t})$ に漸近ずることが示せる [7]。 したがって, (8) 式は

$E[Q_{t}:+1|S_{\dot{\iota},j}]= \frac{\Delta W}{\sqrt{2\pi\Delta t}}\sum_{k=-b}^{b}Q_{i+1.j+k}\exp\{-\frac{1}{2\Delta t}$ $(W_{j}-Wj+k)2\}$ . (13)

となる。 (13) 式は $O$ (M) 個の $j$ に対して計算する必要があるため, 各時刻での計算量は $O$ (Mb) であるが,

もしこれをより少ないオーダーの計算量で計算することができれば, 精度と計算量の両面で優れた価格評
価法が構築できることになる。

3.2 高速ガウス変換の適用

この目的のためには, Greengard&Strain によって提案された高速ガウス変換 [11][4] が利用できる。 高
速ガウス変換とは, ガウス型関数に関する離散畳み込み積

$G(x_{1}.)= \sum_{j=1}^{N}q_{j}\exp$ $\{\frac{(x_{j}-y_{j}\rangle^{2}}{\delta}\}$ $(i=1,2, \ldots, N’)$ (14)

を計算するための高速多重極展開法の一種であり, 直接計算では $O$ (NN’) の計算量が必要なこの計算を
$O(N+N’)$ で実行することができる。
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以下, 高速ガウス変換の原理について簡単に述べる。 まず. ある $x_{0},$ $y_{0}$ が存在してすべての $i,$ $j$ に対し
て $|x_{i}.-x_{0}|<\delta^{1/2},$ $|y_{j}-y_{0}|<\delta^{1/2}$ が成り立っと仮定すると, (14) 式のガウス型関数は次のように展開で
きる [11]。

$e^{-(_{1}:-y_{j}}$ゝ2/6
$= \sum_{\beta=0}^{\infty}\sum_{\alpha=0}^{\infty}\frac{1}{\beta!}\frac{1}{\alpha!}(\frac{y_{j}-y_{0}}{\sqrt{\delta}})^{\alpha}h_{\alpha+\beta}(\frac{x_{0}-y_{0}}{\sqrt{\delta}})(\frac{x_{i}-x_{0}}{\sqrt{\delta}})^{\beta}$ (15)

ここて, $h_{\alpha}(x)$ は次の式で定義されるエルミート関数である。

$h_{\alpha}(x)=(-1$Y $( \frac{d}{dx})^{\alpha}e^{-oe^{2}}$ (16)

式 (15) は, 上記のエルミート関数の定義式と, ガウス型関数の展開式

$e^{-}(x-y)2= \sum\frac{y^{\alpha}}{\alpha!}h_{a}(x)\infty$ (17)
$a=0$

(18)

とを使って容易に証明できる。 また, (15) 式の展開は極めて収束が速く, 倍精度計算ては $\alpha=\beta=8$ 程度
まで取れば十分なことが知られている。
式 (15) を \mbox{\boldmath $\alpha$}=\beta =\mbox{\boldmath $\alpha$}m。で打ち切り, 式 (14) に代入すると次のようになる。

$G(x_{\dot{\iota}})$ $\cong$
$\sum_{j=1}^{N}q_{j}\sum_{\beta=0}^{a_{\max}}\sum_{\alpha=0}^{\alpha_{\mathrm{m}\cdot \mathrm{r}}}\frac{1}{\beta!}\frac{1}{\alpha!}(\frac{y_{j}-y_{0}}{\sqrt{\delta}}.)^{\alpha}h_{\alpha+\beta}(\frac{x_{0}-y_{0}}{\sqrt{\delta}})(.\frac{x_{*}-x_{0}}{\sqrt{\delta}})^{\beta}$

$=$ $\sum_{\beta=0}^{\alpha_{\mathrm{m}*\mathrm{x}}}\frac{1}{\beta!}(\frac{x_{\dot{\iota}}-x_{0}}{\sqrt{\delta}})^{\beta}$

$\cross\{\sum_{\alpha=0}^{\alpha_{\mathrm{m}\mathrm{n}\mathrm{x}}}h_{\alpha+\beta}(\frac{x_{0}-y_{0}}{\sqrt{\delta}})\{\frac{1}{\alpha!}\sum_{j=1}^{N}q_{j}(\frac{y_{j}-y_{0}}{\sqrt{\delta}})^{\alpha}\}\}$

この式より, $G$ (xj) $(i=1,2, . . . , N’)$ は次の 3 ステップで計算できることがゎがる。

1. $A \text{。}\equiv\frac{1}{a!}\sum_{j=1}^{N}q_{j}(\frac{y\cdot-y0}{\sqrt{\delta}})^{\alpha}$ ( $\alpha=0,$
$\ldots$ , \mbox{\boldmath $\alpha$}一 を計算

2. $B_{\beta} \equiv\sum_{\alpha}^{\alpha};A_{\alpha}$h。+\beta $(_{\sqrt{\delta}}^{\underline{x}\underline{0-}L^{\mathrm{Q}}})$ $(\beta=0, \ldots, \alpha_{111\mathrm{a}\mathrm{x}})$ を計算

3. $G(x_{i})= \sum_{\beta=0}^{\alpha_{\mathrm{m}*\mathrm{x}}}B$. $\beta^{\frac{1}{\beta!}}(\frac{\varphi-}{\sqrt{\delta}}\mathrm{A}\mu)^{\beta}$ ($i=1,$ $\ldots$ , Nり を計算

$\alpha_{\max}$ を固定したとき, ステップ 1, ステップ 3 はそれぞれ $O$ (N), $O$ (N’) の計算栄で計算できる。 また, ス

テップ 2 は $N$ にも $N’$ にも依存しない定数の計算量で計算できる。 したがってこの場合には, 離散畳み込
み積 (14) が $O(N+N’)$ で計算できることがわかる。
一般の場合には, $|x_{i}-x_{0}|<\delta^{1/2}$ . $|$ yj $-y_{0}|<\delta^{1/2}$ が任意の $i,$ $j$ にっ $\mathrm{A}\mathrm{a}$て戒り立っような $x_{0},$ $yj$ は存

在しないが, この場合にも図 2 に示すように $x,$ $y$ の空間をそれぞれ長さ $\delta^{1/2}$ の区間に区切り, 各区間のペ
アに対して上記の 3 ステップアルゴリズムを適用すれば, 全体の計算量は $O(N+N’)$ で済むことがゎがっ
ている [11]。
以上では高速ガウス変換の基本的な考え方のみを説明したが, 実際のアルゴリズムでは, 計算を更に高速

化するための様々な工夫が組み込まれている。 これらにつぃての説明や, 誤差解析, 多次元への拡張などに
ついては [11][4] を参照されたい。
この高速ガウス変換を多分木法における式 (13) 式の計算に適用することにょり, 計算量を $O$ (Mb) がら

$O(M+b)$ へと大きく削減でき, 高精度かっ高速な新しい価格評価法が構築できる。

3.3 他の資産価格モデルへの拡張

この価格評価法は, ブラック =ショールズモデル以外の資産価格モデルにも拡張てきる。たとえば, ブ
ラック =ショールズモデルに資産価格のジャンプを取り入れたモデルとして, マートン士デル [15] がある。
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図 2: 幅 $\delta^{1/2}$の区間への分割

マートンモデルでは, (積分形式で書いた場合) 資産価格 $S_{t}$ が次の式に従って発展すると仮定する。

$S_{t+\Delta t}=St\exp\{$ $(r- \frac{1}{2}\sigma^{2})\Delta t+\sigma\sqrt{\Delta t}z0+\sum_{i=1}^{N_{t}^{P}(\Delta t)}(\delta z_{\dot{\mathrm{t}}}-\kappa)\}$ (19)

ここで, $N_{t}^{P}$ (\Delta t) は時刻 $t$ と $t+\Delta t$ の間に生じるジャンブの数であり, 強度 $\lambda$ のボアソン過程に従うと仮
定する。 また, $z_{i}$ $(i=0,1, . . .)$ はそれぞれ正規分布 $N(0,1)$ に従う独立な確率変数であり, $\kappa$ と $\delta$ は 1 回の
ジャンプの平均値と標準偏差を決める定数である。 式 (19) の $\{\}$ 内の最初の 2 項はブラック =ショールズ

モデル (4) を積分形式で書いたときに出てくる項であり, $\sum_{i=1}^{N_{t}^{P}(\Delta t)}(\delta z_{-}-\kappa)$ が新たに付け加わったジャン

プの効果を示す項である。

このモデルに対しては, 多分木法を拡張した Aminのアルゴリズム [2] が適用可能であり, その場合, (8)
式に対応する期待値の計算式における $p_{k}$ は複数のガウス分布の重み付き和で近似できる。 したがって, こ

の場合にも高速ガウス変換を拡張した方法によって計算の高速化が可能である。詳細については [7] を参照
されたい。
他の重要な資産価格モデルとしては, ジャンプが指数分布に従うと仮定する $Kou$のモデル [14], ボラティ
リティ $\sigma$ が定数でなく, それ自体確率過程に従うと仮定する Hestonのモデル [12], ボラティリティの確率
的変動とジャンプの両方の効果を取り入れたアフィンジャンプ拡散モデル [10] などがある。 これらに対し
ては高速ガウス変換は直接には適用できないが, 高速多重極展開法の考え方に基づき, 新しい高速アルゴ
リズムの開発が試みられている [7]。

3.4 確率的メッシュ法への適用

以上では多分木法に対する高速ガウス変換の応用を説明したが, 高速ガウス変換は 2 節で紹介したもう
一つの価格評価法である確率的メッシュ法に対しても適用できる。
確率的メッシュ法では, 期待値計算における重み $w_{t_{n},.j}$

. は (12) 式で定義されるが, これは適当な変数変
換を行って St、’ $i$ を新しい変数 $yt_{n},t$ で置き換えることにより,

$w_{t_{n}},ij= \frac{1}{\sqrt{2\pi\Delta t}}\exp\{-\frac{1}{2\Delta t}(y_{t_{n+1},j}-y_{t_{n},\mathrm{i}})^{2}\}c_{j}$ (20)

というガウス型関数の形に書けることが示せる。 ここて, $c_{j}$ は $j$ のみに依存する定数てある [7]。 このよう
に変形すると (11) 式はガウス型関数に関する離散畳み込み積になるのて, 高速ガウス変換が適用できる。
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4 二重指数型数値積分公式の利用

(7) 式の期待値 $E$ [Q $t_{n+1}(S_{t_{n+1}})$ ] の計算において, 多分木法では標本点を等間隔に選び, 確率的メッシュ
法ではランダムに選んで計算を行っていた。 このように標本点を選んだ理由として, 多分木法ではウィ–

ナー過程 $W_{t}$ を格子上での確率過程で近似するという考え方, 確率的メッシュ法ではウィーナー過程の期待
値を有限個のサンプルパスからの平均値で近似するという考え方が背景にあった。 しかし, 確率過程を近似
するという考え方から離れ, 単に期待値 $E[Q_{t_{n+1}}(S_{t_{n+1}})]$ を数値積分にょり計算するという立場に立てば,
より良い標本点の選び方が考えられるはずである。
そのような方法の一つとして, 標本点を二重指数関数型数値積分公式 [16] の標本点に選ぶことが考えら

れる [8]。 これにより, 等間隔に選んだ場合 (台形公式に相当) あるいはランダムに選んだ場合 (モンテヵ

ルロ法に相当) に比べ, 標本点の数を増やしたときの収束性は大きく向上すると考えられる。
ただし, (7) 式を $t_{n+1}$ について書いてみればわかるように, 被積分関数 $Q_{t+1}(S_{t+1})$ は $\max$ 関数にょり

定義されているので, 一般には 1 階微分が不連続である。そのため, 単純に二重指数型数値積分公式を適用
したのでは, 良い結果が得られない。そこで, まずニュートン法などにより

$h_{t_{\mathfrak{n}+1}}(St_{n+1})=Et_{n+1}[Qt_{n+2}(St_{n+2})]$ (21)

が成り立つ点を求めて積分区間を 2個の区間に分割し (コールオプションの場合には 1 階微分の不連続点
は高々 1 個であることがわかっている) : 各区間に対して二重指数型数値積分公式を適用する [8]。 これに
より, 標本点 $N$ の増加に対して期待値計算の誤差は指数関数的に減少することが期待できる。時刻 $t_{n}$ での

$N$ 個の点に対する期待値計算にそれぞれ $O$ (N) の計算量が必要なため, この方法にょる各時刻での計算量
は $O$ (N2) であるが, 前節で述べた高速ガウス変換を組み合わせることにょり, 計算量のオーダーを $o(N)$

に削減できる。 したがって, 各時点での訃算量が $O$ (N) であり, かっ誤差が $N$ にっれて指数関数的に減少
する極めて高速・高精度な価格評価法を実現できることになる。

5 数値実験

5.1 多分木法に基つく方法

以上で提案した解法について, 数値実験による評価を行った。 プログラムは $\mathrm{C}$ 言語で記述し, 計算は
Pentium $\mathrm{I}\mathrm{I}$ (266MHz) $\sigma)\mathrm{P}\mathrm{C}$ を用 4 $\mathrm{a}$ , Red-Hat Linux 上で GNU $\mathrm{C}++$コンパイラを用いて行った。

ブラック =ショールズモデルの下てのバミューダンオプション まず. 多分木法に基づく各種の方法を用い
てブラツク =ショールズモデルの下でのバミューダンオプションの価格を計算し, 計算時間と精度の比較を
行った。 比較対象の方法は, (1) 二分木法 (各格子点から出る枝の本数が 2本の多分木法であり, 実務でょ
く使われる). (2) 高速ガウス変換を用いて加速した多分木法 (3.2参照). (3) 二重指数型数値積分公式と
高速ガウス変換を組み合わせた方法 (4節参照) の 3っである。
計算対象のオプションは初期資産価格 $S_{0}=100$ , 満期 $T=0.5$ (年), 利子率 $r=0.05$ (/年) $j$ ボラティ
リティ $\sigma=0.2$ (/年), 配当率 $q=0.07$ (/年) 権利行使可能時点数が $n=10$ のバミューダンコールオプ
ションであり, 行使価格 $K$ は 90 から 110 まで 5 刻みに変えて価格計算を行った。 これらのオプションに
対する参照価格 $Qo$ を表 1 に示す。 これは $b=409,6$00 という極めて大きな分岐数を持っ多分木法にょり計
算した価格であり, 少なくとも小数点以下 6桁は正しいと考えられる [7]。

表 1 ブラック =ショールズモデルの下でのバミューダンオプションの価格
$K$ 90 95 100 105 110

$Q\mathrm{o}$ 10.73001013 7.32288562 4.75727741 2.94105489 1.73255637
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各解法を用いて格子点 (あるいは標本点) 数を変えながらこれらのオプションの価格を計算し, 計算時間
と誤差との関係をブロットした結果を図 3 に示す [8]。 ただし, (1), (2), (3) の方法をそれぞれ binomial,
mulfinomial-FGT, DE-FGT として表示してある。 また, 誤差としては計算価格と上記の参照価格との誤
差の 2乗を 5種のオプションについて合計し, その平方根を取った値を用いた。
図より, (2) の解法は (1) |’こ比べて誤差の減少が速 $\text{く},$ (3) は更に速くなっていることが観察できる。 した

がって, 高精度なオプション価格が必要な場合, (2), (3) は有効な価格評価法であるということができる。

マートンモデルの下てのバミューダンオプション 次に, 資産価格のジャンプを考慮したマートンモデルの
下でのバミューダンオプションの価格を計算し, 計算時間と精度の比較を行った。 比較対象の方法は, (1)
Amin のアルゴリズム [2], (2) 高速ガウス変換を用いて加速した Amin のアルゴリズム (3.3 参照) :(3) 二
重指数型数値積分公式と高速ガウス変換を組み合わせた方法の 3 っである。
計算対象のオプションは初期資産価格 $S_{0}=40$ , 満期 $T=1.0$ (年)

1 利子率 $r=0.08$ (/年) - ボラティ
リティ $\sigma=\sqrt{0.05}$ (/午), 配当率 $q=0$ (/年) 権利行使可能時点数が $n=10$ , ジャンブに関するパラメー
タが $\lambda=5.0$ (/午) $l\delta=\sqrt{0.05},$ $\kappa=-\frac{1}{2}\delta^{2}$ のバミューダンコールオプションであり, 行使価格 $K$ は 30 か
ら 50 まで 5 刻みに変えて価格計算を行った。 これらのオプションに対する参照価格 $Q_{0}$ を表 2 に示す [8]。

各解法に対する計算時間と誤差との関係を図 4 に示す [8]。 ただし, (1), (2), (3) の方法をそれぞれ Amin,
Amin-FGT, DE-FGT として表示した。誤差の計算法はブラック =ショールズモデルの場合と同じてある。
図より, (2) の解法は (1) に比べて最初から計算精度の面で大きく優ってぃることがゎが$\mathrm{y}\text{る}$

.
。 また, 漸近

的には (3) の解法が (2) に比べて速く, 指数関数的な誤差減少が見られることがわかる。

$\mathrm{F}x$ tm

$p^{\infty}\_{\Rightarrow}\omega\not\in|$

.
$- 9-8\triangleleft-5- 4-2\ovalbox{\tt\small REJECT}-a-\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{h}\mathrm{n}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{l}arrow-\mathrm{m}\mathrm{l}l$

$\mathrm{x}$ cun $\mathrm{m}$ ec

$\mapsto_{1}^{1}\infty \mathfrak{m}|$

$\mathrm{p}^{\infty}\prec=\Phi\not\in \mathrm{q})$

$-\theta- 6*\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\wedge\sim\cdot\mapsto}^{\mathrm{A}\mathrm{m}\mathrm{m}\sigma \mathrm{r}_{\vee\bigvee_{\mathfrak{l}}}}-\triangleleft 441_{\vee \mathrm{w}\wedge}-arrow \mathrm{A}\mathrm{m}1\mathrm{n}H\mathrm{G}\mathrm{T}\mathrm{s}_{1}\mathrm{a}1||e_{\mathrm{I}}\mathrm{s}_{1}|\mathrm{t}|\mathrm{I}\iota_{1}1|l|,.$

’

図 3: ブラック =ショールズモデルの下での $/\backslash \backslash ^{\backslash }$

$\backslash \backslash \backslash$ ユー

ダンオプションに対する各解法の計算時間と精度
図 4: マートンモデルの下でのバミューダンオプ
ションに対する各解法の計算時間と精度
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5.2 確率的メッシュ法に基つく方法

最後に, 高速ガウス変換による確率的メッシュ法を加速した例を示す。計算対象のオプションは, ブラッ
ク $=$ショールズモデルの下での初期資産価格 $S_{0}=100$ , 満期 $T=3.0$ (年), 利子率 $r=0.05$ (/年) ボ
ラティリティ $\sigma=0.20$ (/年) 配当率 $q=\mathrm{O}\mathrm{J}\mathrm{O}$ $(/\dotplus/)$ 行使価格 $K=100$, 権利行使可能時点数 $n=2$ の

バミューダンコールオプションである。
このオプションの価格を, 通常の確率的メッシュ法と高速ガウス変換にょり加速した確率的メンシュ法に

より計算した場合の計算価格と計算時間を表 3 に示す。 また, 計算時間のグラフを図 5 に示す [7]. ただし,
図中で direct は高速ガウス変換なしの場合の計算時間, FGT は高速ガウス変換を用いて加速した場合の計
算時間を示す。

10(岡)00

10000

1000

100

$\hat{.\not\in\dot{\S}v.}$

10

1

0.1

0.01
1NO 3000 $10\alpha n$ 30000. $1\mathrm{B}+0S$

monber of sample paths

図 5: バミューダンコールオプションに対する確率的メッシュ法の計算時間
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表より, 高速ガウス変換を用いる場合と用いない場合の計算結果は, 少なくとも小数点以下 6桁まで一致
していることがわかる。 また, 高速ガウス変換は確率的メッシュ法を劇的に高速化しており, たとえばサン

プルパス数力 $\overline{\mathrm{a}}$ $10,000$ の場合は 1000 倍以上の高速化が得られていることがわかる。また, 図 5 より明らか
なように, 通常の確率的メッシュ法ではサンプルパス数 $N$ を増やした場合に計算時間が $O$ (N2) で増加する
のに対し, 高速ガウス変換を使うことでこれを $o$ (N) $|arrow(\llcorner$

.
抑えることができる。

6 他の種類のオプションへの適用
オプションには, これまで紹介したバミューダンオプションの他にも多くの種類があり, さらに現在で

も新しい品種の開発が進められている。 その中でも重要なオプションとして, バリアオプションとルック

バックオプションがある。バリアオプションとは, ある閾値 $H$ を持つオプションであり, 満期までの間に

資産価格 $S_{t}$ が $H$ を超えた場合には権利が無効になる (あるいは $H$ を超えた場合に初めて権利が有効にな
る) オプションである。 また, ルックバックオプシ $\text{ョ}\grave{\vee}$ とは, 期間 $[0, T]$ における $s_{t}$ の最大値 (あるいは

最小値) を $S_{\max}(S_{\mathrm{n}1\mathrm{i}\mathrm{n}})$ とするとき, 満期 $T$ において資産を価格 $S_{\max}$ で売却できる (あるいは価格 $S_{\min}$

で購入できる) オブションである。 これらのオプションに対して, 更にヨーロピアン型とアメリカン型の区
別, バリア越えの検出 (あるいは最大値の観測) を連続時間で行うか, それともある決められた離散的な時

点でのみ行うかの区別などがあり, 極めて多様なオプションが存在する。
その中でも, 離散的な時点でのみ観測を行うバリアオプションおよびルックバックオプションは, 価格を

精度良く計算することが難しいオプションとして知られていたが, 二重指数型数値積分公式と高速ガウス
変換を組み合わせた方法では, これらのオプションもバミューダンオプションと同様, 極めて高速・高精度
に価格計算を行うことができる。 詳しくは [8] を参照されたい。
また, 近年\rightarrow は金融資産以外の確率的事象に対するオブションも重要になってきており, 特に気象変化に

よる事業へのリスクを補償する天候デリバティブの [場が拡大しつつある。高速ガウス変換に基づく計算
法は, この天候デリバティブの価格評価にも有効であることが確かめられている [17]。

7 今後の課題

本稿ではオプション価格評価への高性能計算技術の適用例として, 高速多重極展開法と二重指数型数値

積分公式とを用いたバミューダンオプションの新しい価格評価法について述べた。 同様の手法は, バリアオ

プションやルックバックオプションなどのエキゾチックオプションに対しても適用可能であり, また近年注

目されている天候デリバティブに対しても有効である。
今後の課題としては, 資産価格のジャンプが指数分布に従うと仮定する Kou のモデル [14] やボラティリ

ティの確率的変動を取り入れた Heston のモデル [12], アフィンジャンブ拡散モデル [10] など, より実際的

な資産価格モデルへの拡張, および本手法を多数の株式やオプションからなるポートフォリオの最適運用問

題へ適用することなどが挙けられる。
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