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非線形力学系の可積分性について

概念の意味とその一般化に関して一

芝浦工業大学システム工学部 阿部剛久 (TakehisaAbe)

Faculty of Systems Engineering, Shibaura Institute of Ibchnology

序. 題目にある「非線形力学系」とは数学の一部門として研究されてぃる非線形問題における非線形方
程式系 $\ /dt=f$(x, $t$), $x\in R^{n}$ の型を必すしも指すものではな $\langle$

$.$

」 広く一般の古典的な$f$]学や場

の理論に現れる現実的に問題としている非線形微分方程式系とそれらの関係にある方程式系を意味す
る。 これ等の代表的なものとして一連のソリトン系列の方程式、複雑系の方程式、素粒子場や時空場
関連の方程式系等があることはよく知られてぃる。 また、「可積分性」につぃて言うならば、 この用語
は微分方程式のいわゆる可解性と区別しておく必要があろう。 後者は初期値や境界地、 その他の条件
下て少なくとも解の局所的存在を保証するものてあって、必すしも解の構成手続きまたは構成可能性
を提示するものてはないから、可積分性の概念より基本的がっ一般的な概念と見なされる。 したがっ
て、 与えられた微分方程式が可積分てあることは解の具体的な構戒にょる表示が可能であって、 可解
的てあることは言うまでもない。今日まで非線形微分方程式の可解性に関しては多くの議論がなされ、
その重要性は勿論であるが、 中ても実在的な非線形現象を対象とする方程式の場合はその解の積分こ
そが現実的に必要であり、重要な意義をもっ。 ここでは可解性に関する一般的議論は除いて、現実的
な非線形方程式の積分可能性に関する議論に集中する。
議論の出発点となるのは可積分の素朴な考え方てあろう。 それは、解が (少なくとも原理的に) 構

成され、その振舞いがよくわかるということてある。この場合の構成法のうち最も簡単なものとして、
有限回の不定積分の実行という、 いわゆる求積法が挙けられる。 しかし、 このような単純な方法でな

くても解を求める方法は他に様々に考案され工夫される。 非線形方程式の場合はその解を具体的に示
すことは一般的に容易てな $\langle$

$\backslash$. したがってその振舞いの様子などを知ることは更に困難なことてある
(ただし、現象的には前もっておおよそ知られてぃることはよくある)。 よって上記の素朴な考え方は
積分の可能性としては最も望ましいが、非常に厳しい要請と言ゎねばならない。 すなゎち、 この意味
ては殆どすべての非線形方程式は積分可能てはないと言えよう。 極端てはあるが、 よく知られた例と
して古典的ゲージ場の記述を代表する真空中の Einstein 方程式や Yang-Mius 方程式等は積分可能て
なく、 これらの方程式の解の挙動はカオティックであって古典的意味の決定的明確さがな $\mathrm{A}\mathrm{a}_{\text{。}}$

ここては、 このような素朴な意味の可積分性の考え=厳しい要請、 に対してもう少しその意味を拡
張する (緩める) ことができないか、 ということを考えたい。そして最後にその先に存在する問題と
は何てあるか、 を考えてみたい。 我々の対象とする非線形方程式のカテゴリーが拡大するにっれて積
分可能性の概念は検証されねばならないてあろうし、概念の更新を余儀なくされるてあろうことはや
むを得ないてあろうが、 それが数学の進歩に繋がることであれば幸いなことである。

$\mathrm{I}$ 標準的な可積分性の概念をめくって
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古典力学や場の理論は種々の定式化が可能であるが、 ここでは近代的な幾何学的定式化に基づ
$\mathrm{A}\mathrm{a}\simeq$

Hamflton 的力学を基礎として、これにしたがう非線形力学系、すなわち Hamilton 系を基本的な対象

とする ([ 1])。これを簡潔に述べれば、Ham垣 ton 系とは、通常 $P$ を相空間、 $\mathit{0}\mathrm{J}$ を $P$ 上の非退化 2 次

閉形式、 $H$ を $P$ 上の実数値関数 (Ham垣 ton 関数) とする三つ組み $(P, a\mathrm{J}, H)$ を指す。特に、$(P, a))$

をシンプレクティック (symplectic) 多様体、 $\omega$ を単にシンプレクテイツク形式とも呼ぶ。

形式 $a$) は、相空間 $P$ の次元が有限で、標準座標が $(q^{1},\cdots, q^{n}, p1’\cdots, p_{n})$ てあれば、 $\sum dq^{i}\Lambda dp_{i}$
。

無限の場合は力学系や場が何であるかによって、空間 $P$ はヒルベルト空間や/くーナツハ\空間、 ソボレ

フ空間等を適当に用い、形式は速度相空間上の 1 次形式を運動量相空間上の標準 1 次形式を用V‘て表

し、 これに一 $d$ ( $d$ : 外微分) を作用させて得られる。

また関数 $H$ と形式 $\mathcal{O}\mathrm{J}$ によって定義されるベクトル場 $X_{H}$ は任意のベクトノレ場 $\mathrm{Y}$ に対して

$\omega(X_{H}, \mathrm{Y})=dH\cdot \mathrm{Y}$ 、すなわち $i_{X_{H}}a$) $=dH$ ( it2内積) を満たし、 Ham垣 ton のベクトノレ場と呼

ばれるが、有限次元の場合の標準座標に関して、 $X_{H}=(\partial H/\phi_{i} , \partial H/\partial q^{i})$ かつ ( $q(l),$ $p$(t)) 力\leq

$X_{H}$ の積分曲線 $\Leftrightarrow \mathrm{H}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{f}\mathrm{l}\mathrm{b}\mathrm{n}$の方程式系が成り立つ。 これによってベクトノレ場 $X_{H}$ [ま非線形方程式系

であることにより、先の三つ組みの呼称と同一名にして Hamflton 系と呼んてよ b‘。 ここては最初に

この系の可積分性から始める。

1, 完全積分可能系

非線形方程式系としての $X_{H}$ の可積分性に関しては、最初に述べた素朴な概念のうちの一つ、解の

明確な挙動性の要求を取り除いたものとして次の定理がある :

(1) Liouville の定理 (完全積分可能性 :1838[2]) 2 $n$次元の相空間の系{こお $\mathrm{A}\mathrm{a}$て、 $n$個の関

数的に独立な包合的 (in involution) 運動定数が存在すれば、その系は求積解をもつ。

本定理の厳密な記述と用語の詳細な説明は [2] およひ [1]にあるからここては省略する。運動定

数はまた運動方程式の積分とも呼ばれる。 この定理は有限次元に対するものである力瓢 相空間力 S無限

次元の場合は、上の定理にある $n$個の運動定数 ( $H$ をその内の一つとする) に関するベクトノレ場の相

空間 (ヒルベルト空間やバーナツ J‘空間における部分空間としての) の一点における集合力\leq その点に

おける接空間の基底をなすならば、求積解をもつ。 いずれにせよ、 この定理は方程式系が求積法によ

って解ける最も簡単な場合を与えている。 今日まてこの種の方程式系に対する本質的に唯一の積分可

能性を保証した命題と言えるであろう。 近年この定理は $\lceil \mathrm{H}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{n}$ 系の (完全) 積分可能性の定義」

として用いられることが多い。すなわち、Hamilton 系が (完全) 積分可能てあるとはその系の解法が

求積法に帰着できることを意味する。 (余談 : � ouviUe の名のついた定理は、有界な整関数は定数であ

る (1844 、複素関数論) や極のない楕円関数は定数てある (1847 、楕円関数論) の他に、 上

記以外の Hamilton 系に関する基本定理 :Hamflton のベクトル場の流れ (flow) は保測変換である

([1]) がある。 その他彼は積分方程式の解法や Lam6 方程式の解の導出にも貢献している。)

� ouville の定理の立場から完全積分可能性が示された例として、 最初に $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$ 方程式に対して論文

$[3]_{\text{、}}[4]_{\text{、}}[5]$ 等あるが、 これまて参考した文献 [1] はこれらの総合的解説を含むとともにその他

の場に関する方程式系の無限次元 Hamilton 系としての議論がなされて \mbox{\boldmath $\nu$}‘て興味深 V\searrow また文献 [2]

は $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$ 方程式に対してその完全可積分性の要領よい展望がなされている。
(2) Liouville の定理の一般化 次にこの求積法的意味て同じ延長線上にある考え方に触れておく。
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この考えは LiouviUe の定理で扱われる系よりも複雑な Hamilton系の完全可積分性を示すもう一つの
判定法である。 それは対称的 Hamilton 系に対する被約相空間 (reduced phase space) の方法に基つ
いて行われるが、 この空間の構成は運動量写像の概念に基づいて定式化される (詳細は [6] $\text{、}[1]$ を

参照)。ここでは要約にとどめる。形式的には商空間 $P_{\mu}=J^{-1}(\mu)/G_{\mu}$ により定義される。ここに、 $J$ :

P\rightarrow 〆 (リー群 $G$ に対するリー環 gの双対空間) は $P$ 上の $G$ のシンプレクティック群作用に対する

Ad”一同変運動量写像 ($\mathrm{A}\mathrm{d}_{g}^{l}$ は C上の $G$ の余随伴作用で、 $(\varphi, \mu)arrow \mathrm{A}\mathrm{d}_{g}^{*-1}\mu$ , $g\in G,\mu\in\theta^{*}$によ

って定義されたもの) $\text{、}G_{\mu}=$ { $g\in G|\mathrm{A}\mathrm{d}$冫 1 $\mu=\mu$ }( \mu の等方群 (固定部分群)) とする。 $P_{\beta}$ は

標準射影: $J^{-1}(\mu)arrow P_{\mu}$ が滑らかな沈め込み (submersion) のとき、被約相空間と呼ばれる。

$G$ : 可換 (または $\mu=0\Rightarrow G_{\mu}=G$ ) かつ $G$ の次元 =k\rightarrow 運動量写像 $J$ は包合的な $k$個の運動定

数を表し、 $\dim P_{\mu}=\dim P-2k_{\text{。}}P_{\mu}$は包合的運動定数の存在により、 $\dim P=2k$、故に $P_{\mu}$ は 1

点からなる被約相空間となる。 これは古典的結果、すなわち垣 ouville の定理の被約相空間の言葉によ
る言い換えてある。(非可換群または無限次元可換群 $G$ に対しても同じ定義によって系の完全積分可能
性が示される。) これをまとめれば、

M-F-M の定理 (完全積分可能性 :1978[71および [1]) 対称性をもった Hamilton 系はそ
の被約相空間が 1 点であれば、完全積分可能である。

M-F とは論文 [71 の 2人の著者名 Mishchenko と Fomenko を意味し、 最後の $\mathrm{M}$ は文献 [1]の著

者 Marsden を指す。 被約相空間はその構成上、複雑な Hamfl坊 n 系を生み出す方法と考えられるか

ら、この定理は� ouviUe の定理の直接的適用に代わってかなり多くの Hamfl坊m 系の完全可積分性

を示すことができよう、と思われる。この意味において $\mathrm{M}\cdot \mathrm{F}\cdot \mathrm{M}$の定理は LiouviUe の定理の一つの拡

張と考えられる。

この定理の応用は、例えば Calogero 系 ( $P=T\mathfrak{g}R^{n}$ ( $R^{n}$の余接バンドル) 、ハミノレトニアンを

$H(q_{1}, \cdots, q_{n}, p_{1}’...\prime p_{n})=\frac{1}{2}\sum p_{i}^{2}+\frac{1}{2}\sum_{l\neq j}1/(q_{i}-q_{J})2$

とする $n$個の粒子の運動系) に対して同定理の定式化後に早くも成果を得ている ([8])
。 また戸田格

子に対しても定理の適用がなされた。両者に関しては講義録 [9] と [10] に詳述されている。 これら

の例における完全可積分性の証明は関数的に独立な包合的運動定数を、被約相空間 $P_{\mu}$ の構成手続きを

通して与えることによって遂行される。

しかしながら、上記二つの定理の有用性は求積法が適用てきる方程式系に限られるから、それ以外

の系に対しては求積法以外の解法に基ついた積分可能性の意味を考えねばならない。 それが本論の一

つの目標てもあるが $($次章 $\mathrm{I}\mathrm{I})_{\text{、}}$ その前にこのことの必要性を決定付ける定理の存在を述べておく。

2. 非完全積分可能系

完全積分可能性の考えは一般的に考えられる積分可能性に比べて狭くて厳しい。 この意味ては非線

形方程式の殆ど多くは ‘完全性’ を失う (完全性とは解法の求積法的意味を強調して、他の可積分性

と区別する言葉と解釈する)。 この節ては完全性のない系 (何らかの意味て可積分、または全く積分不

能系) に関して触れておきたい。紙数の制限て簡潔にとどめる。
(1) 擬可積分性 完全可積分性の枠外にある方程式中のあるものは、その解が完全積分可能な方程
式の解によって近似可能なものがある。例えば、一般の浅水路の孤立波、流体運動、光ファイバーの

パルス等はそれぞれ Kdv方程式、非線形 Schr\mbox{\boldmath $\delta$}市 nger方程式等の解によって近似される。 このような

系の解の完全積分可能系の解による近似可能性を、 ここては擬完全可積分性、その系を擬完全可積分

系と呼ぶことにする。擬完全可積分系は先の二定理の適用外の意味て完全可積分系てなく、 完全性の
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ない系であるが、厳密解や真の解の構成可能性によっては広義の可積分系となるし (例 : 文献 [1 1]

の手法に基づ <[12] は浅氷の孤立波等の複雑な解の構成に成功、それらの系はここで言う広義可積

分系)、また全く非可積分系かもしれない余地を残している。特に非完全可積分系に対する非可積分性
に関して次に触れる。

(2) 非完全可積分性 Hamilton 系における非完全積分可能性に関して三つの定理が知られている

([1 3])。これらは天体力学や宇宙モデルの方程式系から得た結果で、実 Hamilton 系を周期軌道上

で考えた Poincare’の定理 (1892)、複素 Hamiton系を周期軌道の近傍で考え、モノドロミー群に

よる議論に基づいた Zighnの定理 (1982–83) 、実 Hamilton 系のホモクリニツクな軌道上の微

分幾何学的考察としての Lerman の定理 (1991) である。これらはいすれも完全積分不可能性 (求

積解の非存在) をそれぞれが対象とする Hamilton 系において示している。数学的力学系としての 1

階非線形の Hamilton 系にかなり多くの例が存在すると見られる。例えば、 H.Yoshida の例や

Landau-Lifchitz の例等がある (定理と例の詳細およひこれらの関連文献については上記 [1 3]参照)。

本章 1 の議論の要約 :Hanilton 系の可積分性を考えるとき、完全積分可能性を基準としてこれら系
の全体を、完全可積分系と非完全可積分系の二つのカテゴリーに分類する。 後者には前者の解によっ

て近似される系 (擬可積分系) も存在するが、全体として完全性のない系である。

しかしながら、非線形方程式系の解の構成を積分と見なすとき、 これを完全積分の考えだけに留め

ておくことはない。事実、Hamfl坊 n 系において非求積解が近年多数見出されていることから積分の可

能性の考えは検討さるべきであろうと思われる。 その試みとして、 ます完全積分可能性以外の広義の

積分可能性の定義を与えることが必要であり、. できればその新しい可積分性の概念が一般の系の可積

分性の判定のために有効な命題を生み出すに至ることが望ましい。すなわち、 Liouville や $\mathrm{M}^{-}\mathrm{F}\cdot \mathrm{M}$ の

定理と同様な働きをもつ定理または判定基準の確立が望まれる。

次章でそのための第一歩として、広義の積分可能性 (の一つ) を考えてみる。

II 可積分系の一般的特徴に基つく広義可積分性の概念

初めに完全積分可能系を除く可積分系の積分可能性の一つの特徴付けを古典的例によって検証する。
この特徴は可積分系に殆ど共通したものて、 この特徴を広義の積分可能性が満たす条件として要請す

る。 次に最初の例に対する有限次元の L�形式による一般化された系においてもこの広義可積分性の

条件が満たされることが確認される。 よってこの特徴をもって広義可積分性の定義として採用するこ
とは (無限次元の場合を除いて) 殆ど妥当とされよう。

この章 (と III 章) における議論に関しては、例えば、少なくとも文献$[14]-[17]$が基本的で、
かつ今後の積分可能性を考察する上て有益と考えられる。 以下において広義の積分可能性を今後単に

積分可能性と呼ひ、 これをもった系を積分可能系と呼ぶ。

1, 積分可能系

古典的な力学では特殊な場合を除いて積分可能な系は少ないとされていた。質点系では 3体問題は



82

正三角形解や直線解といった特殊な場合の解しか得られず,- 剛体の回転運動ではこまの問題は 2, 3

の特別なものを除いて積分不能と思われたが、近年における $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$ 方程式や非線形格子理論の発展に伴

い、 これらの解析が可能になった。 それには楕円関数やテータ関数等のリーマン面上での代数幾何学

的議論の導入が果たした役割は大きい ([1 1]参照)
。

ここては可積分性を定義する上で古典的な例としての重心の周りの剛体の回転運動を取り上げるこ

とが初等的てあり、 またその後に繋がる議論の展開にとって好都合である。

重心の周りの剛体の回転運動の方程式 : $d\vec{H}/dt=\vec{G}$ (A). $\vec{H}=^{t}$ [I1 $\omega_{1}I_{2}\omega_{2}I_{33}a)$ ] :

重心に関する角運動量, $I_{i}$ : 主慣性モーメント, $\mathcal{O}J_{i}$ : 角速度成分 $(i=1,2,3).\vec{G}=^{t}[(I_{2}-I_{3})a)$
2 $a$)

$3$

$(I_{3}-I_{1})a)$3 $a)_{1}(I_{1}-I_{2})\omega$1 $a$)
$2$
] : 重心に関する外力のモーメント。方程式 (A) のスケール改変に

よる簡略化方程式 : $\dot{u}_{1}=u_{2}u$3’ $\dot{u}_{2}=u_{3}u$1’ $\dot{u}_{3}=u_{1}u$2(B) (Nahm 方程式の特別な場合)

方程式 (B) からの帰結事項は重要てある。簡潔に述べよう :
$\dot{u}_{1}^{2}-\dot{u}_{2}^{2}$ , $\dot{u}_{1}^{2}-\dot{u}_{3}^{2}$の時間微分をとる $\Rightarrow u_{1}^{2}-u_{2}^{2}=C$

1’
$u_{1}^{2}-u_{3}^{2}=C$

2’
$C_{1}$ , $C_{2}$ : 保存量 (1)

$\mathrm{C}\mathrm{B})$ の第一式の両辺の 2乗をとり、 この右辺に式 (1) の $u_{2}^{2}$ , $u_{3}^{2}$ を代入 \Rightarrow $\dot{u}_{t}^{2}=(u_{1}^{2}-C1)$ .
( $u_{1}^{2}$ –C2)。ここて、 $\dot{u}_{1}=y,$ $u_{1}=x\Rightarrow y^{2}=$ ( $x^{2}$ -C1) $(x^{2}-C_{2})$ : 代数曲線 (2)

を得る。 このとき、 $dt=\ /y$ : 曲線 (2) の上の正則微分形式。 曲線 (2) は楕円曲線の標準形 :
$y^{2}=4$x3– $g$2 $x-g_{3}$ に書き換えられる。
一方、Weierstrass の楕円関数の一つ、 2重周期 $\wp$一関数

$\wp(u)=$ $\wp$(u $+2m\omega$
1 $+2na$)$)3$ ( $2\omega_{1}$ , 2\mbox{\boldmath $\omega$}3: 基本周期, $m,n$ : 整数 $(\neq 0)$ )

は方程式 $\wp(u)’ 2=4\wp(u)^{3}-g_{2}\wp(u)-g_{3}$ を満たす。このとき、$dt=$ $d\wp/\wp’=$ du (3)

すなわち、解は楕円関数 $\wp$ によって表され、方程式 (3) は原方程式 (B) の線形化てある。

他の古典的例においても上の結果に類似する。また、 $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$ 方程式 $4u_{t}-6uu_{x}-u_{x\kappa\kappa}=0$ も $\wp$

によって $u=-2\wp+\kappa$ ( $K$ : 定数) と表される。

よって、結果 (1) – (3) は少なくとも古典的な非線形方程式を含む可積分系に共通する特徴と

見なして、 一般化された可積分性の概念または定義とすべきものは次の 3条件が要請される :

(1) から、 $(\mathrm{C}-1)$ 多数の保存量が存在
(2) から、 $(\mathrm{C}-2)$ 代数曲線 (高次元の壜合は代数多様体) または何らかの代数幾何学的対象

が存在
(3) から、 $(\mathrm{C}-3)$ 解の表示が (少なくとも原理的に) 可能

可積分性の定義に要請された 3条件は更に有機的な繋がりを得て定式化されるとき、定義の完成と

与えられた系に対する可積分系の判定基準としての定理に結実することが期待される。
2. 可積分系の一般化
次に前節で見たこれらの条件を満たす古典的な有限次元の非線形方程式の一般化を Lax形式によっ

て表す。 ここでも条件 $(\mathrm{C}-1)-(\mathrm{C}-3)$ が満たされることが確かめられる。以下大略 :
$dA/dt=[A,B$], $A(w)=A_{0}+wA_{1}+\cdots+w^{n}A$n’

$B()\nu)=B_{0}+wB_{1}+\cdots+\}\nu^{m}B$m:
$k\mathrm{x}k$行列係数多項式 $\Rightarrow$ $d/dt$ (tr(A $p$ )) $=0$ , $\forall p$。よって、多項式 tr $(A^{p})$ の係数 = 一定 (保

存量)、すなわち $(\mathrm{C}-1)$ が成り立つ。上記の例の場合 : $p=2$ 。

また、 固有方程式 $\det(yE-A(w))=0$ の定める代数曲線上の直線バンドルを考慮 \Rightarrow 代数幾何
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学的議論が可能。 よって、 $(\mathrm{C}-2)$ が成り立つ。

最後に示されることは、種数 $g$ のリーマン面上の直線バンドル全体の空間は複素トーラス ( $=C$ g

/格子群 : リーマン面のヤコービ多様体) より、この空間内で直線バンドルが $l$ と 1 次関係にある \Rightarrow 方

程式は積分可能 (Gr皿$\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{s}$ の定理 :1985[18])。解はテータ関数を用いて表される。 よって、

$(\mathrm{C}^{-}3)$ が成り立つ。

無限次元の場合の方程式系の一般化は上と同様に Lax 形式て表示できることはよく知られているが、

無意味な一般化よりもそれが可積分系てあることが重要てある。ここての意味の可積分性が成り立つ

と思われるタイプは種々考えられるが、 これらは次章 III て触れる。

III 普遍的な可積分系とその可積分性

無限次元の場合の一般化は Lax形式で与えられるが、 この章の前半は可積分系としても、また現実

的な系としても有望なものがいくつか挙けられる。 後半は、 これまての議論のまとめと (予想的) 結

論、 更に進んて統一的な系の意味も込めて普遍的な可積分系に関する展望的な課題を提起する。
1, いくつかの可能なタイプ
現実性をもった可積分系として一般性があると考えられるものの中から、次の三つの場合を挙けて

おく :
(1) 高階微分作用素の場合 $dA/dt=[A,B$]. $A$ , $B$ : 高階微分作用素

例. $A=-d^{2}/\ ^{2}+u,$ $B$ =4d$3/dt^{3}-3ud/\ -3u_{X}\Rightarrow u_{t}-6uu_{X}+u_{\alpha\kappa}=0$ : $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$ 方程式

(2) 1 階行列微分作用素の場合 $dA/dt=[A,B],$ . $A=d/\ \neq C$(w):1 階行列微分作用素,

$B(w),$ $C$(w): 行列係数多項式。 $A$, $B$ の変形をそれそれ $Aarrow A’=\partial/\$ $+C$(w)-.

$Barrow B’=\partial/\partial t+B(w)$ として、右辺 =0: 共変導テンソル $A’,B$’を伴う 2次元空間 $R^{2}$ にお

けるバンドル上の接続曲率の消失方程式 k

例. $C$(w), $B(w)$ を適当に定める。定め方は一意的てない (略)\Rightarrow 非線形 Schr\"odinger, $\mathrm{K}$dV等の方

程式を得る。
(3) (2) の一般化 : 反自己双対Yang- $.1\mathrm{s}$ (ASDYM) 方程式の場合 (2) の零曲率条件を採用

して、 共変導テンソル $\nabla_{t}=\partial/\partial t+A_{t}$ , その他を伴う 4次元空間 $R^{4}$ におけるバンドル上の接続曲

率の消失方程式群の一種としての ASDYM方程式 (ゲージ・ポテンシャルに対する 1 階非線形偏微分方
程式系) は

$[\nabla_{t},$ $\nabla_{y}\rfloor=0-[\nabla_{X},$ $\nabla_{z}]=0$ . $[\nabla_{t}.\nabla_{X}]-\lfloor\nabla_{y},$ $\nabla_{z}]=0$

またはその単独化方程式
$[\nabla_{y}-w\nabla_{x’}$ $\nabla_{t}-w_{z}]=0$

て表される。

例. ASDYM方程式の簡約 (次元低下) \Rightarrow 多くのよく知られた方程式系を含む可積分系が得られる

が、 特に Painlev\’e 方程式が得られることは興味深い。

(S)’ SDYM (自己双対Yang-ils) 方程式の場合 (3) の場合に類似の結果が得られる (略)。

(4) 非可換空間上の Lax 表示系の場合 非可換空間上て一連の Lax 表示をもつ系の生成法とこれ

らの可積分性に関する最近の研究て、上記の (3) や (3) ’ の枠内て精力的に進められている。 特
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に、 積分可能性については大きな関心が寄せられるとともに、 ソリトン系列の様々な方程式の非可換

化は新しい何かが生まれてきそうな雰囲気を感じさせる現状である。 (注 : 本研究集会のおよそ 1 $r$ 月

後、 戸田晃一氏 (富山県立大) からこの方面に関する最近発表された氏の論文を数編戴いた。謝意を

表するとともに、 これらの論文は本報告の参考文献リストに記載されている ([1 9]) $)$

。

2. 結論と課題の展望
以 Tに述べることは、 これまてに得た議論からの結論とそれを引き継く課題の簡略な展望である。

(1) 結論と予想 最初に完全積分可能性に関して、 垣。uville の定理とそのより幾何学的て複雑な

系に対応し得ると見られる M–F–M の定理を眺めた。後者は前者の一種の拡張と見られるが、 非完

全可積分系が存在することによって、 これらの定理に対応する系は特殊なものと見てよい。 そこて、

完全でない系の中で広義の可積分系を対象にそこに共通する積分可能性の特徴を抜き出して、 これら

特徴を広義の可積分性の定義または概念として採用可能であろうとした。 定義に要請可能な三つの特

徴の緊密かつ本質的な関係とそれに関連した問題は残されてはいるが、 これらの特徴は少なくともよ

く知られた古典的力学系や揚の方程式の可積分性を説明するものである。

次にこれらの可積分系を含む普逼的な可積分系として有望なものをいくつかの Lax 形式て与えたが、
それら全てが一般的な形式として可積分性の特徴を備えたものてあるかは未検証である。 しかしこれ

らは特殊な可積分系を含み、特に 1 の場合 (3) または (3) ’は現在のところ、現実的な可積分系

の方程式群を簡約手法 (次元低下法) によって多数導くことのできる最も一般的な表示系と見られる。

ただし、真の普遍な系であるかは今のところ明らかでない。 それは既知の可積分系て、簡約不能また

は含まれないものがあるかもしれないからてある。一方 (A) SDYM方程式の解は既知てあるから (例

えば、 [20] 参照)、これらから得られる特殊な系の解は比較的容易に見出されるが、それらの中に

は他に求積解をもつものがあっても不思議てはない。

(2) 将来に望まれるもの 統一系としての真の普遍系が見出されることが最も望ましいが、その前

に可積分系の新たなカテゴリーの導出のためにも可積分性の他の新しい定義の試みがあっていいだろ

う。今後、 3体問題をはじめ、複雑系、完全な Einstein と Yang-Mffls の両方程式の真の解の獲得は

可積分性の概念の拡張にとって決定的となろう。数学は繰り返し概念の枠を拡大し、 その発展構造は

階層的かつ弁証法的であることを想起したい。
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