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遅延フィードバックによるカオス制御
大阪大学.. 大学院基礎工学研究科 山本 茂 (Shigeru Yamamoto)

Graduate School of Engineering Science
Osaka University

1 はじめに

カオス制御の日的は, カオスアトラクタに埋め込まれた不安定周期軌道をシステムのパ
ラメータの微少摂動により安定化することてある [1] 工学分野て見られるカオス現象は
その乱雑な振動ゆえ厄介者として抑制すべき対象てある場合が多い. そのような振動を抑
制する手法として, フィードバック制御が有効てある. フィードバックを用いた代表的な
カオス制御法は, OGY法 [2] と遅延フィードバック制御 (Delayed Feedback Control; 以下
DFC と略す) [3] てある. 本稿ては, DFC法の最近の結果を紹介する.

2 カオス制御
制御の対象となるのは次式で記述されるような $n$次元カオスシステムの周期軌道てある.

.c(t) $=f(\mathrm{x}(t),u(t))$ (1)

ここて, $t$ は連続時間を, $\mathrm{x}\in\Re^{n}$ は状態を表す $u\in\Re^{m}$ は制御入力てあるが, カオスシ

ステムの調節可能なパラメータベクトル $p$ のノミナル値 $p_{0}$ からの微小摂動 $\delta p$ を表すもの
とする (すなわち, $u=\delta p=p-p_{0}$ ) また, $f:\Re^{n}\mathrm{x}\Re^{m}arrow\Re^{n}$は適当な階数の微分が可
能であるとする. パラメータベクトル $p$ が恒等的に $p\equiv p_{0}$ であるとき, カオス軌道 $\mathrm{x}(t)$

が生するとする. また同時に, 周期が $T$の周期軌道 $\mathrm{x}_{T}$(t) を有しているものとする. すな
わち, 任意の時間 $t$ で $\mathrm{x}_{T}(t)=\mathrm{x}_{T}(t-T)$ かつ $\dot{\mathrm{x}}_{T}(t)=f$($\mathrm{x}_{T}$(t), 0) を満たす、
制御の目的は, 微小摂動 $\delta p$ を制御入力 $u$ としたフィードバック制御による周期軌道の

$\mathrm{x}_{T}$ (t) の安定化てある. 言いかえるなら, (1) のカオス軌道 $\mathrm{x}(t)$ を $\mathrm{x}_{T}$ (t) へ漸近させるよ
うな微小な制御入力 $u(t)$ をフィードバックによって決定することである. このとき, 系

が安定となるところまてパラメータ $p$ を移動させてその値を保持するのてはないというこ
とに注意しなくてはならない. たとえば, $p=p_{0}$ のときカオス軌道が生じ, $p=p_{1}$ のと

き安定周期軌道が生じるとすると, パラメータを $\mathrm{P}\mathrm{o}$ から $p_{1}$ へ移動させて, 安定周期軌道
を発生させることは容易てあるが, ここてはそのような方法は用いない. あくまても, 安
定化後にはパラメータが元の値 $p_{0}$ に戻るような方法てカオスを制御することが目的てあ
る. また, カオスアトラクターには可算無限個の不安定周期軌道が密に分布しており, カ
オス軌道が任意の不安定周期軌道の近傍を通過する時刻が必す存在する. したがって, 安
定化したい不安定周期軌道の近傍を軌道を通過するときに, パラメータの微小摂動によっ
て, 安定多様体上に軌道がとどまるようにできる.
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OGY制御法は, Ott, Grebogi, Yorke により 1990年に提案されたフイードバツクによ
るカオス制御法て, 安定多様体と不安定多様体の構造を巧みに利用し, パラメータ摂動に
よって周期解の安定化を行うものである [2].

OGY法の原理は離散時間状態フィードバックである. カオス状態にある系のスカラ変

数 $y$ (t) を観測する. 安定化したい周期軌道の周期が $T$であるとき, この観測データから,

3 次元変数 $z(t)$ を次のように構成する.

$z(t)=\{$

$y(t)$

$y(t-T)$
$y(t-2T)$

(2)

この $z$ の軌道は

$\dot{z}(t)$ $=f(z(t),p\rangle$ $(3)$
に従っているものとみなせる. この軌道が 3 次元位相空間のポアンカレ平面を横切る点
$\xi\in\Re^{2}$ を記録する. このとき, $k$ 回日の点を $\xi(k)$ とするならば, この系の運動は

$\xi(k+1)$ $=F(\xi(k),p)$ (4)

に従う. この系がカオスアトラクターをもち, $p=p_{0}$ てあるとき, 双曲型の不安定不動点
$\xi_{f}$ を有するとする. すなわち

$\xi$f $=$ $F(\xi_{f},p_{0})$ $(5\rangle$

が成り立ち, (4) は不安定不動点 $\xi_{f}$ 近傍て

$\xi(k+1)-\xi_{f}$ $=A(\xi(k)-\xi_{f})+B(p(k)-p_{0})$ (6)

$A=$ $\frac{\partial F}{\partial\xi}|_{\zeta=\xi_{f_{\mathrm{t}}}p=\mathrm{p}0},$ $B=$ $\frac{\partial F}{\partial \mathrm{p}}|_{\xi=\xi_{f},p=\mathrm{p}0}$ (7)

と近似てきる.
$\xi(k)$ の軌道の観測をもとに, ヤコビ行列 $A$ の単位固有ベクトル $e_{s},$ $e$u と対応する固有

値 $\lambda_{\epsilon}$ と $\lambda_{u}$ がそれぞれ求まる. なお, 不動点 $\xi_{f}$ は双曲型てあるのて, $|\lambda,|<1<|\lambda_{u}|$ てあ

る. これらの間には

$A[e_{s}$ $e_{u}]=[e_{s}$ $e_{\mathrm{u}}]\{\begin{array}{ll}\lambda_{\epsilon} 00 \lambda_{u}\end{array}\}$ (8)

が成り立っている. ここて,

$\{\begin{array}{l}v_{\epsilon}^{T}v_{u}^{T}\end{array}\}=[e_{s}$ $e_{u}]^{-1}$ (9)

とすると,
$A=\lambda_{s}e_{\epsilon}v_{s}^{T}+\lambda_{u}e_{u}v_{u}^{T}$ (10)

てある. OGY法は, $v_{u}^{T}B\neq 0$ のもとて

$p(k)=- \frac{\lambda_{u}}{v_{u}^{T}B}v_{u}^{T}(\xi(k)-\xi f)+$p0(11)
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として, パラメータ $p(k)$ を決定する. OGY法は, $\xi(k)$ 力坏動点の近傍にあれば (11) を
用 $\mathrm{A}1$ , そうでないなら, $p(k)=p_{0}$ とするものである.

(6) と (11) を $x(k)=\xi(k)-\xi_{f},$ $u(k)=p(k)-p_{0}$ として書き直すと

$x(k+1)$ $=Ax(k)+Bu(k)$ (12)

$u(k)$ $=Kx(k)$ (13)
$\lambda_{u}$

$T$$K=$
$-_{\overline{v_{u}^{T}B}^{v_{u}}}$

(14)

てある. (詔) を (12) に施すと閉ループ系

$x(k+1)$ $=$ $(A+BK)x(k)$ (15)

が得られる. 閉)Ix– 7系 (15) が安定てあることと, $A+BK$ の固有値が複素単位円内に
あることとは等価てある. OGY法ては, (14) の $K$ によって, $A+BK$ の固有値は 0 と $\lambda_{s}$

となる (固有値 0 と $\lambda_{s}$ は共に複素単位円内にあり, 安定な固有値である) これは (15)
の $A+BK$ の正則変換によって確められる.

$\{\begin{array}{l}v_{\epsilon}^{T}v_{u}^{T}\end{array}\}(A+BK)\{\begin{array}{l}v_{\epsilon}^{T}v_{u}^{T}\end{array}\}=\{$

$\lambda_{s}$ $- \lambda_{\mathrm{u}}\frac{v_{\epsilon}^{T}B}{v_{u}^{T}B}$

00
(16)

一般に極配置問題は, 閉ループ系 (15) の極を任意に与えられた $\lambda_{1}\ldots\lambda_{n}$ とする $K$ を求
める問題てあるが (なお, 複素極 $\lambda_{:}$ に対しては必すその複素共役極も与えられるものと
する) , OGY法は, 安定な極 $\lambda_{s}$ は動かさす, 不安定な極 $\lambda_{u}$ のみ原点に移動させる特殊
な極配置法となっていることが分かる. なお, OGY法を用いるためには不動点 $\xi f$ やベク

トル $e_{s},$ $e$u などを正確に知る必要がある. しかし, 一般にそれらを精度良く求めること
は困難であり, 不確かな不動点 $\xi f$ や $e_{s},$ $e$u などを基に OGY法を用いると, 安定化てき
ない場合がある.
システム (12) が極配置可能である必要十分条件は $(A, B)$ が可制御であることてある.

$(A, B)$ は可制御であるとは, システム (12) の初期状態 $x(0)$ と目標状態 $x^{*}$ が任意に与え
られたとき, $x^{*}=x(k^{*})$ となるような時刻 $k^{*}>0$ と入力の列 $u(0),$

$\ldots,$
$u(k^{*}-1)$ が存在

する場合いう. このときシステム (12) は可制御ともいう. 厳密にはこの定義は可到達性
を意味しており, 可制御性は有限時間て状態を原点に移動させる入力の存在性を指すが,

ここては, 可制御性として定義する. なお $(A, B)$ が可制御であることと等価な条件とし
て次のものが知られている.

1. 可制御行列 $M$ のランクが $n$ . ただし, $M$ はサイズが $n\mathrm{x}nm$ て

$M=[B$ AB $A^{n-1}B]$ (17)

2. すべての複素数 $z$ に対し, 次の行列 $M$(z) のランクが $n$ . ただし, $M$(z) はサイズが
$n\mathrm{x}(n+m)$ て

$M(z)=[zI-AB]$ (18)

3. $B$ と直交する $A$ の左固有ベクトル $v^{T}$ と固有値 $\lambda$ が存在しない. すなわち,

$\lambda v^{T}=v^{T}$A, $v^{T}B\neq 0$ (19)
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3 遅延フィードバック制御 (DFC)
遅延フィードバック制御 (DFC) の特徴は, 現時刻の観測値と 1 周期分過去の観測値との

差のみをフィードバックに用い, 不安定周期軌道をフイードパツクに直接用いていないと
いう点にある. このことから, 遅延フイードバック制御は, time-delayed feedback control,

time-delayed autO-synchronization とも呼ばれている.

1992年に遅延フィードバック制御の基本的なアイデアが Pyragas[3] によって提案されて
以来, 様々な対象に適用され注目を集めている. このことは, 理論的に明快である OGY
法がその実装に際しては膨大かつ精密なデータ解析を必要とするのに対し, 遅延フイード
バック制御では, 周期軌道をあらかじめ求める必要もないという容易さとそれさえ未知
てあるような場合にも安定化を可能とする能力を備えていることによるものといっても
よい.

遅延フィードバック制御は, 安定化したい周期軌道 $\mathrm{x}_{T}$ (t) の代わりとして, $T$時間前の

状態 $\mathrm{x}(t-T)$ を用いるフィードバックである.

$u(t)=K(\mathrm{x}(t)-\mathrm{x}(t-T))$ (20)

制御に用いることのてきる観測出力 $\mathrm{y}(k)\in\Re^{p}$ が, 状態てはなく

$\mathrm{y}(t)$ $=g(\mathrm{x}(t))$ (21)

て与えられるときは,

$u(t)=K(\mathrm{y}(t)-\mathrm{y}(t-T))$ (22)

となる. (20) や (22) をみれば明らかなように, 状態が x(t) $=\mathrm{x}_{T}$ (t)てあれば入力は $u(t)=0$

となる. したがって, 周期解そのものが DFC によって影響を受けないことがわかる. こ

のことから, .フィードバックゲイン $K$が適切に選ばれれば, カオスシステムが本来持っ
ている周期軌道 $\mathrm{x}_{T}$ (t) の安定化が可能となる.
連続時間系における周期軌道の安定化問題は, ストロボ写像やポアンカレ写像を用いて
離散時間系の不動点の安定化問題に帰着できる. ストロボ写像は周期外力をもつ非自律系
の場合, ポアンカレ写像は自律系の場合に用いられる. 連続時間周期軌道はこれらの写像
の不動点と一致する. いすれの場合も, 状態の離散的な点列力坏動点に収束することが周
期軌道の安定性を意味することとなるのて, これらを次式の離散時間システムとして表現
することとする. なお, 表記が煩雑となることを避けるため, 連続時間系と同じ記号を用
いる.

$\mathrm{x}(k+1)$ $=$ $f(\mathrm{x}(k), u(k))$

(23)
$\mathrm{y}(k)$ $=$ $g(\mathrm{x}(k))$

ここて, $k$ は離散時間, $\mathrm{x}(k)\in\Re^{n}$ は状態, $u(k)\in\Re^{m}$ は入力, $\mathrm{y}(k)\in\Re^{\mathrm{p}}$ は観測可能な

出力を表す $u\equiv 0$ のときの (23) の不動点を $\mathrm{x}_{f}$ とする. ただし, 不動点てあることから
$\mathrm{x}_{f}=f$(xf, 0) を満たす 関数 $f$ , \sim ま適当な階数微分可能てあるとする. 制御の目的は,

不安定不動点 $\mathrm{x}f$ の安定化である. このとき遅延フイードバツク制御は,

$u(k)=K(\mathrm{x}(k)-\mathrm{x}(k-1))$ (24)



216

$\text{ま}\cdot-l\mathrm{h}$ ,

$u(k)=K(\mathrm{y}(k)-\mathrm{y}(k-1))$ (25)

となる. ここで, $K$ はゲイン行列を表す。
不動点の安定化以外に制御入力がカオスシステムに作用することを防ぐため, $||\mathrm{y}(k)-$

$\mathrm{y}(k-1)||$ 力汁分小さくなったときのみフイードバツクを施す。 したがって, 閉ループ系
の安定性は, 不動点近傍ての局所的なもののみ考慮することとなり, フイードパツクゲイ
ン $K$ の設計は, 不動点近傍での線形化システムに対して行えばよい.

4 遅延フィードバックの問題点 : 奇数制約
遅延フィードバック制御には, 奇数制約, あるいは奇数条件と呼ばれる本質的な適用
限界がある. それは「奇数制約をもつ不安定不動点は安定化てきない」 というものであ
る. このことが初めて明らかにされたのは, 連続時間系に対しててはなく離散時間系に
対しててあった [4]. その後, 連続時間系においても同様のことが示されている [5]. また,

Pyragasのアイディアをさらに発展させた拡張遅延フイードパツク制御 (Extended Delayed
Feedback Control; EDFC)[6] やそれをさらに一般化した遅延フイードバツク制御におい
ても同様の奇数制約が存在する $[7, 8]$ .

(25) を用いたときの閉)–y系は, 不動点近傍で次のように線形化てきる.

$\{\begin{array}{l}+1)x(kx(k)\end{array}\}\dashv_{I_{n}}^{A+BKC}$ $-BKC0]\{\begin{array}{l}x(k)-\mathrm{l})x(k\end{array}\}$ (26)

ただし, $x(k)=\mathrm{x}(k)-\mathrm{x}f$てあるとし,

$A= \frac{\partial}{\partial \mathrm{x}}f(\mathrm{x}_{f},0)\in\Re_{:}^{n\mathrm{x}n}$ $B= \frac{\partial}{\partial u}f(\mathrm{x}_{f}, 0)\in\delta\Re^{n\mathrm{x}m}$ , $C= \frac{\partial}{\partial \mathrm{x}}g(\mathrm{x}_{f})\in \mathbb{P}^{\mathrm{x}n}$

てある. これは,

$\xi(k)=\{\begin{array}{l}x(k)x(k-\mathrm{l})\end{array}\},$ $A=\{\begin{array}{ll}A 0I_{n} 0\end{array}\},$ $B=\{\begin{array}{l}B0\end{array}\},$ $\mathrm{C}=[C-c]$ (27)

と定義したとき,

$\xi(k+1)=(A+BK\mathrm{C}.)\xi(k)$ (28)

と書けることから, 遅延フィードバックによる安定化問題は, 定数出力フイードバツクに
よる安定化伺題となっていることがわかる. たとえ, 状態すべてが観測てきたとしても
$(C=I_{n})$ , 状態フィードバック問題とはならないことに注意する.
閉 $\mathrm{K}\triangleright$–y系 (26) あるいは (28) の安定性をみるために, 多項式 $F(z):=\det(zI-A-BK\mathrm{C}^{\cdot})$

を定義する. 閉ループ系 (28) が漸近安定てあるためには, $F(z)=0$ の根が $|z|$ $\geq 1$ に

あってはならないのて, $F(1)\neq 0$が必要てある. さらに $z$ を正の実数とするならば, $F(z)$
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の連続性と $\lim_{\mathrm{z}arrow\infty}F(z)=+\infty$ とから $F(1)>0$ が必要であることも分かる. $F$ (y を実

際計算すると $A,$ $B,$ $\mathrm{C}$ の構造から

$F(1)=\det(I_{n}-A)$

となる. したがって, 閉ループ系 (28) が漸近安定であるためには

$\det(I_{n}-A)>0$ (29)

が必要となる. この条件は $K$ の値に依存していないので, 安定化可能てあるための必要

条件にもなっている. $\det(I_{n}-A)$ は, $A$の固有値を $\lambda_{:}$ としたとき, $\Pi_{1}^{n}$ (1-\lambda �に等しい
ことから, $\det(I_{n}-A)>0$ は $1-\lambda_{i}<0$ なる実固有値が存在しないか, 存在したとして

もそれが偶数個なくてはならないことを意味している. 逆に言うならぱ, $1<\lambda_{i}$ なる実

固有値力埼数個存在する場合は, この必要条件を満たし得ない. すなわち, いかなる遅延

フィードバック制御 (22) をもってしても安定化てきない. これがいわゆる奇数制約と呼

ばれるものである [4].

定理 1 カオスシステム (23) の不安定不動点近傍での線形化システム (26) を漸近安定と

するような遅延フイードパツク制御 (22)が存在するためには, (29)が必要てある.

奇数制約を解消するいくつかの手法がこれまてに提案されている. フイードバツクに用
いる遅延の項を修正する修正型 DFC[9, 10, 11] やフイードバツクに新たなダイナミクスを
付与する動的 DFC[12] などてある. 離散時間系では動的 DFCが有効であり, オブザーバ

を用いた DFC[13], Newton法を用いる DFC[14], 再帰型 $\mathrm{D}\mathrm{F}\mathrm{C}[15]$ , 一般化 DFC[16] など
がこのクラスに属するが, フイードバツクコントローラの次数や安定化の十分条件などが
異なっている.
また, 離散時間系ては周期ゲインを用いる DFC も有効てある [17, 18, 19]. しかし, こ

の方法の連続時間系への単純な適用は一般化 DFC に含まれるため, 奇数制約の解消はて

きない [7].
連続時間系ては半周期 DFC[20], 可変構造によるもの [21] などがある. 1 人力可制御
系とほとんどすべての多入力可制御系に対する平衡点の安定化が DFC(20) て行えるため

の十分条件が文献 $[22, 23]$ て示されている.

5 動的フィー $\vdash’$バック

離散時間系における動的遅延フイードバツク制御 [12] は次のような $\hat{n}$ 次元の動的コン

トローラとして実現てきる.

$\hat{x}(k+1)$ $=$ $\hat{A}\hat{x}(k)+\hat{B}\mathrm{e}(k)$

$u(k)$ $=$ $\hat{C}\hat{x}(k)+\hat{D}\mathrm{e}(k)$ (30)
$\mathrm{e}(k)$ $=$ $\mathrm{y}(k)-\mathrm{y}(k-1)$
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ただし, $\hat{A}\in\Re\hat{n}\mathrm{x}\hat{n},$ $B$
^

$\in\Re\hat{n}\mathrm{x}$n, $\hat{C}\in\Re m\mathrm{x}\hat{n},$ $D$
^

$\in\Re m\mathrm{x}$n, $\hat{x}\in\Re\hat{n}$ . 制御入力 $u(k)$ は,
$||\mathrm{e}(k)||$ が十分小さくなったときのみ印加されるものとし, それ以外では, $u(k)=0$ かつ

$\hat{x}(k)=0$ とする. したがって, 安定性の解析は不動点 $x_{f}$
の近傍で線形化された閉)– y系

$x_{c}(k+1)=A_{c}x_{c}(k)$ (31)

$A_{c}=\{\begin{array}{ll}A+B\hat{D}C B\hat{C}\hat{B}\mathrm{C} \hat{A}\end{array}\},$ $x_{\mathrm{c}}(k)=$ (32)

に対して行う.
多項式 $F(z):=\det(zI-A_{c})$ を定義すると,

$F(1)=\det(I_{n}-A)\det(I_{\hat{n}}-\hat{A})$

が得られる. ここて, 閉ループシステム (31).が漸近安定であるためには, $F(1)\neq 0$が必

要であり, そのためには $\det(I_{n}-A)\neq 0$が必要となる. したがって次が結論できる.

定理 2(30 を漸近安定とするような動的遅延フイードバックコントローラ (30)が存在す
るためには, $\det(I_{n}-A)\neq 0$ が必要である.

このことは, 不動点の奇数制約 $\det(I_{n}-A)<0$がコントローラの奇数制約 $\det(I_{p}-\hat{A})<0$

によって解消てきることも示している.
奇数制約は, 動的コントローラによる自由度 $\det(I_{\dot{n}}-\hat{A})$ によって回避てきていること
がわかる. さらにカオスシステムの双曲型不動点は定理 2 の必要条件 $\det(I_{n}-A)\neq 0$ を

必す満たす さらにこの条件が十分条件にもなることを以下にみてみよう.

5.1 オブザーバベースド DFC
動的遅延フィードバック制御 (30) が安定化すべき対象は,

$\xi(k+1)$ $=A\xi(k)$ \dagger $Bu(k)$
(33)

$e(k)=\mathrm{C}\xi(k)$

てあることから, 低次元オブザーバを用いた出力遅延フィードバックコントロ一 $\text{フ}-$の設計

が可能となる. 文献 [24] ては, rank $C=p$なる仮定のもとて, $p$次の観測可能な出力のみ
を用いた $2n-p$次の動的遅延フィードバック制御を考えている $(\hat{n}=2n-p)$ (33) に対
する最小次元オブザーバは次式て構成てきる.

$\hat{x}(k+1)$ $=$ $F\hat{x}(k)+\mathcal{R}e(k)+Su(k)$
(34)

$\tilde{\xi}(k)$ $=$ $\mathcal{H}\hat{x}(k)+\mathcal{J}e(k)$

ただし, 各係数行列は条件

$\mathcal{W}A-F\mathcal{W}=$ $\mathrm{G}S=\mathcal{W}B$

$H\mathcal{W}+J\mathrm{C}$ $=I_{2n}$
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を満たすものである. ただし, $\mathcal{F}$ は安定でなくてはならないが, $(\mathrm{C}, A)$ が可検出であれ
ばそのような $F$が必す存在する. しかも, $I_{n}-A$ が正則であるという仮定のもとでは,
$(C, A)$ の可検出性と $(\mathrm{C}, A)$ の可検出性とが等価となる.
オブザーバ (34) による $\xi(k)$ の推定値 $\tilde{\xi}(k)$ を用いて, フイードバツク入力を $u(k)=\mathcal{K}\tilde{\xi}(k)$

とすれば動的 DFC(30) の係数は, 次のように表現できる.

$\hat{A}=\mathcal{F}+$ S$\mathcal{K}?${, $\hat{B}=R+$ S$\mathcal{K}$J (35)
$\hat{C}=\mathcal{K}\mathcal{H}$ , $\hat{D}=\mathcal{K}$J.

オブザーバベースド制御の特微である分離定理はこの場合ても成り立ち, 閉ループ系の
ダイナミクスは $\mathcal{F}$ によるものと, $A+B\mathcal{K}$ によるものとに分離てきる. 特に, $A+BK$ を

安定にする $K$ をもちいて, $\mathcal{K}=[K 0]$ とすれは

$A+B\mathcal{K}=\{\begin{array}{ll}A+BK 0I_{n} 0\end{array}\}$

となり, 安定化が可能である. 以上をまとめると以下となる.

定理 3(A, $B$) は可安定て, $(C, A)$ は可検出であると仮定する 1. そのとき, $\det(I_{n}-A)\neq 0$

てあれば, 不動点近傍ての線形化システム (31) を漸近安定とする出力フイードバツクコ
ントローラ (30) は存在する.

なお, [13] ては, 状態すべてが観測てきる仮定のもとで, $2n$次のオブザーバを用いた遅
延フィードバック制御が考案されている.

5.2 状態フィードバツク

以下では, 状態が観測てきる場合 $(C=I_{n})$ を考える. 動的 DFC の次数が対象の次数
と同じ時 $(n=\hat{n})$ は, 以下の結果を得る [12].

定理 4(A, $B$ ) は可安定であるとする. このとき, 不動点 $x_{f}$ の近傍の線形化システムを安
定化する動的 $DFC(\mathit{3}\mathit{0})$が存在することと $I_{n}-A$が正則であることとは等価てある. さら
に, そのような動的 $DFC(\mathit{3}\mathit{0})$ の一つは, 以下によって得られる.

$\hat{A}=(I_{n}-A)^{-1}BK,\hat{B}=-$(h-A)-1BKA(h-A)-1 (36)
$\hat{C}=K$ , $\hat{D}=-KA(I_{n}-A)- 1$

ただし, $K$ は $A+BK$ を安定とする行列てある.

動的 DFC の次数が対象の次数よりも少ない場合 $(\hat{n}<n)$ ても, $I_{n}-A$ の正則性は安

定化動的 DFC が存在するための必要条件てある. 十分条件は線形不等式に基ついた条件
て与えられる [12]. この線形不等式に基づいた条件を用い $.\cdot \text{て}$ , 低次の動的 DFC を得るこ
とも可能てあるが, 導出過程ての計算コストは大きくなってしまう. 一方, 動的 DFC の

$1A+BK$ を安定とする行列 $K$ が存在するとき $(A, B)$ は可安定という. また, $A+LC$ を安定とする行
列 $L$ が存在するとき $(C,A)$ は可検出という.
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次数が対象の次数よりも大きい場合 $(\hat{n}>n)$ の結果は, $2n$次のオブザーバを用いた遅延
フィードバック制御として [13] で得られている. この場合, $\hat{n}=2n$ となっている.

また, 再帰型遅延フィードバツクは $m$次の動的 DFC で実現できる [15]. 再帰型 DFC
も $(A, B)$ が可安定となる双曲型不動点を必す安定化できる. 再帰型 DFC のもう一つ利点
は, フィードバックゲインが定数状態フイードバックゲインの設計問題を解くことによっ
て得られる点にある. DFC のフイードバツクゲインの設計問題が定数状態フイードバツ
クゲインのそれに帰着できることは, 線形制御系設計理論て知られている様々な手法を適
用てきることから有益である. たとえば, $(A, B)$ の不確かさを陽に考慮するために二次安
定化などのロバスト制御の手法を適用することも格段に容易となる [15].

5.3 数値例

簡単な数値シミュレーションの結果を示してお <[l5].
対象は次の離散時間カオスシステムである.

$\{$

$x_{1}(k+1)=1\cdot 9x_{1}(k)-x_{1}^{3}(k)+x_{2}(k)+u(k)$
(37)

$x_{2}(k+1)=0\cdot 5x_{1}(k)$ .
このシステムは 3つの不動点をもつ.

$x_{J^{1}}=\{\begin{array}{l}\mathrm{O}0\end{array}\},$ $x_{f2}=-[_{\sqrt{1\cdot 4}/}^{\sqrt{1\cdot 4}}2]\cdot,$ $xf3=-Xf2.$

不動点 $xf^{1}$近傍の線形化システムは,

$A=\{\begin{array}{ll}1\cdot 9 \mathrm{l}0\cdot 5 0\end{array}\}-.$ $B=\{\begin{array}{l}10\end{array}\}$

なる係数行列て与えられる. $(A, B)$ は可安定であるものの, $\det(I-A)=-1\cdot 4<0$ と

なっており, (24) の DFC によって安定化てきない. そこて, 動的型 DFC(30) を用いる.

フィードパックゲインを $(A, B)$ は可制御てあるのて, $A+BK$ の固有値をすべて 0 にす
るような $K$ が存在する. そのような $K$ をもちいて, 動的 DFC は

$\hat{A}=\{\begin{array}{ll}1\cdot 3571 0\cdot 71430\cdot 6786 0\cdot 3571\end{array}\},\hat{B}=.\{\begin{array}{ll}2\cdot 5816 1\cdot 22451\cdot 2908 0\cdot 6122\end{array}\}$

$\hat{C}=$ [ $-$L9-1], $\hat{D}=[-3\cdot 6143-1.7143]$ .

となる. この動的 DFC を用いたときの状態軌道と制御入力を第 1 図に示す。 初期値は
$[x_{1}(0), x_{2}(0)]=[0\cdot 7, - 0.6]$ てある. 時刻 $k=144$て始まる制御入力によって状態が $x_{f^{1}}$

に漸近している. なお, 時刻 $k=115$ ても $\mathrm{e}$ が小さくなったことにより制御入力が加えら
れているが, 状態軌道は $x_{f^{1}}$ の近傍に無かったため, 安定化に失敗している.

6 周期ゲインを用いたフィードバック
文献 $[17, 18]$ ては, ある種のカオスシステムにはフイードバツクゲインを周期的にする
と有効てあるとされている. ここてはそれらの結果を一般化した文献 [19] の結果を示す,
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図 1: カオスシステム (37) の不動点 $xf^{1}$ の安定化の様子

$u(k)=K(k)(\mathrm{x}(k)-\mathrm{x}(k-1))$ (38)

ゲイン $K(k)\in\Re m\mathrm{x}n$ はすべての $k$ に対し $K(k)=K(k+\omega)$ をみたす, この周期 DFC に
よって平衡点 $x_{f}$ の近傍ての線形化システムは同じく周期 $\omega$ の周期システムとなる.

$\{\begin{array}{ll}x(k +\mathrm{l})_{-}x(k) \end{array}\}=\{\begin{array}{ll}A+BK(k) -BK(k)I_{n} 0\end{array}\}\{\begin{array}{l}x(k)-1)x(k\end{array}\}$ (39)

このシステムの局所安定性は, モノドロミ行列の固有値によって判別てきる. 周期 $\omega$ の行

列 $M($ . $)$ に対し, 行列 $F=\Phi_{M}(k_{0}+\omega, k0)$ $:=M(k_{0}+\omega-1)\cdots$ M(k0+yM(妬) の固有
値は $k_{0}$ に依存せす, $M($ . $)$ の特性乗数と呼ばれる.

$\cdot$

行列 F=\Phi M(都 $+\omega,$ $k$0) は都てのモ
ノドロミと呼ばれる. 周期 $\omega$ の周期システム (39) が漸近安定てあることと

$M(k):=$ (40)

の特性乗数が単位円内に存在することとは等価てある. したがって, $x(k)=0$が漸近安定

であることと $k=0$でのモノドロミ $F=\Phi_{M}$ (\mbox{\boldmath $\omega$}, 0) が漸近安定であることとは等価てある.

6.1 2周期ゲイン
以下ては, $\omega=2$の場合について考察する. $k=0$てのモノドロミ行列は $F_{0}$ $=M(1)M$(0).
同様に $k=1$ てのモノドロミ行列は $F_{1}$ $=M(2)M(\mathfrak{y}=M$(0) $M$(y. 次の周期ゲインに
よって安定化てきるための条件を導く.

(Casel) $K(k)=\{$
$K$ if $k\equiv 0(\mathrm{m}\circ \mathrm{d}2)$

0 otherwise
(41)

(Case2) $K(k)=\{$
$K$ if $k\equiv 1(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 2)$

(42)
0 otherwise
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これらのゲインを用いたときのモノドロミ行列は,

$F_{1}$ (5rCas。l) $=F0$ (for Case2) $=\{\begin{array}{ll}A(A+BK) -ABKA+BK -BK\end{array}\}$ (43)

$F_{0}$ (for $\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{e}1$) $=F_{1}$ (for $\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{e}2$) $=$ (44)

となる. (43) は

$\{\begin{array}{ll}I A0 I\end{array}\}\{\begin{array}{ll}0 0A+BK A^{2}+BKA-BK\end{array}\}\{\begin{array}{ll}I -A0 I\end{array}\}$ ,

と等価てあるから, $A^{2}+BK(A-I)$ が漸近安定ならこれらのモノドロミ行列は漸近安定
である. このとき, もし $(A^{2}, B)$ が可安定なら, $A^{2}+BW$ を漸近安定とする定数ゲイン
$W$が存在する. さらに, $I-A$ が正則なら $K:=W(A-I)^{-1}$ は $A^{2}+BK(A-I)$ を漸近
安定とする.

定理 5 システム (39)が周期ゲイン (41) または (42) をもつ周期 $DFC(\mathit{3}\mathit{8})$ によって安定
化可能となる十分条件は $(A^{2}, B)$ が可安定かつ $I_{n}-A$が正則となることてある.

この結果は, 周期 DFC も奇数条件を回避てきていることを示しており, $\det(I-A)\neq 0$

となるほとんとすべての不動点を安定化てきることを表している.

5.3節と同じ対象に周期ゲインを適用した結果を示す。 適用した 2周期ゲインは

$K=[-4\cdot 0654-1.9023]$

を用いるものとした. この周期 DFC を用いたときの状態軌道と制御入力を第 2 図に示す,

5.3節と比べて, 何度か安定化に失敗しているものの最終的には安定化ができていること
が確認できる.

7 おわりに

本稿ては, 遅延フィードバックによるカオス制御を線形制御理論の観点から紹介した.
遅延フィードバックは OGY法に比べ, 対象の情報を必要としない制御法となっているが,
実対象に適用する場合にはロバスト性の確保など, いくつかの課題が残されており, 今後
の進展が期待される. なお, 文献 [1, 25, 26, 27, 28] などもあわせて参考にされたい.
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