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1. はじめに

図 1 に示された直交 2重振り子を考える. $z$-方向に重力を受け, 1番目の質量 $m_{1}$ は ($x$ , z)-平面

内を原点 $O$ から $l_{1}$ の距離て運動し , 2番目の質量 $m_{2}$ は $(y, z)$-平面に平行な平面内を 1 番目の
質量から $l_{2}$ の距離を運動するものとする. そのハミルトン系は 2 自由度て, 相空間には, 不変平

面が存在し , その上に 1 組のホモクリニツク軌道を有するサドル・センターが存在する.

Lerman [1] と Mielke ら [2] は, ホモクリニツク軌道を有するサドル・センターをもつ generic
な 2 自由度ハミルトン系に対して, 馬蹄写像 [3-5]が埋め込まれ, カオスが起こることを証明した.

Grotta-Ragazzo [6] は, ポテンシャルを有する場合に対して, その genericな条件を座標系と独立

な形て与えている. Mielke ら [2] はまたパラメータ $m_{j},$ $l_{j},$ $j=1,2$, の genericな選択に対して,

直交 2重振り子てカオスが起こることを予想している.

Morales-Ruliz と Ranis $[7,8]$ は複素解析の意味てのハミルトン系の可積分性に対する必要条件
を与えた. 線形微分方程式に対する微分ガロア理論 [9-11] を用いて, Ziglin [12] の結果を拡張し,

ハミルトン系の可積分性が特解のまわりの変分方程式あるいは直交変分方程式のガロア群と密接
に関係していることを示した. その方法は, 無限自由度系 [13] を含むさまさまな場合に適用され

‘ている (文献 [7] およひそこて J用されている文献を参照せよ) $|$ 変分方程式あるいは直交変分方

程式のガロア群を解析するために (有理関数を係数としてもつ線形 2 階微分方程式に対して閉じ

図 1. 直交 2重振り子
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た形の解が得られるかどうかを判定し, 可能な場合には実際に解を与える) Kovacicのアルゴリズ

$\Delta[14]$ と呼ばれる方法を用いることができる. さらに, Morales-Ruiz と Peris [15] は, 領域を実

ホモクリニック軌道の複素近傍に制限する場合, 複素的な意味での非可積分性と, カオスの発生

に対する Grotta-Ragazzo[6] の条件が等価であることを証明した.

一方, 著者 [16] はメルニコフの方法 [4,5, 17] を拡張し , サドル・センターをもつ 2 自由度ハミ
ルトン系のあるクラスにおいてカオスが起こる条件を求めた. その結果はまた 3 以上の自由度を
有する場合に一般化されている [18]. さらに, 文献 [15] と類似なアプローチを用いて, 可積分性

に対するガロア障壁とカオスに対するメルニコフの条件の等価性を示している [19].
本稿ては, 直交 2重振り子に対する Mielke ら [2] の予想の数学的な証明を与える. 用いられる

手法は, Kovacic のアルゴリズム [14] およひハミルトン系の微分ガロア理論 $[7, 8]$ とメルニコフ

の方法 [16] との等価性 [19] についての結果からなり, 直交 2重振り子の運動方程式だけではなく,

多くのハミルトン系に対して適用可能てある. 証明 $\text{の}$.詳細は文献 [20] に与えられる予定てある.

2. 運動方程式

$q_{1}$ を $m_{1}$ の 軸の正方向からの回転角, $q_{2}$ を $m_{2}$ の $z$-軸の負方向からの回転角とする. ラグ

ランジ関数は次式て与えられる.

$L$ (q, $\dot{q}$) $= \frac{1}{2}(m_{1}+m2)l_{1}^{2}\dot{q}_{1}^{2}+\frac{1}{2}m$2$l_{2}^{2}\dot{q}_{2}^{2}-m_{2}l$1l2 $\dot{q}_{1}\dot{q}_{2}\mathrm{s}$in $q_{1}\sin q_{2}$

$-g$ [$(m_{1}+m_{2})l_{1}\cos q_{1}-m_{2}l_{2}$ c屋 S $q_{2}$] (1)

ここて, $g$ は重力加速度て, $q=$ $(q_{1}, q2)$ てある. $x_{1}=q_{1},$ $y_{1}=q2$ を一般座標とすると, 対応す

る運動量は

$x_{2}= \frac{\partial L}{\partial\dot{q}_{1}}=(m_{1}+m_{2})l_{1}^{2}\dot{q}_{1}+m_{2}l_{1}l_{2}\dot{q}_{2}\sin q_{1}\sin q2$ ,
(2)

$y_{2}= \frac{\partial L}{\partial\dot{q}_{2}}=m_{2}l_{1}l_{2}\dot{q}_{1}\sin q_{1}\sin q_{2}+m_{2}l_{2}^{2}\dot{q}_{2}$

となる. 運動方程式は次の形て表される.

$\dot{x}=J\mathrm{D}_{x}H$ (x, $y$), $\dot{y}=J\mathrm{D}_{y}H(x, y)$ , $(x, y)\in \mathbb{R}^{2}\mathrm{x}\mathbb{R}^{2}$ , $(3)$

ここで,

$H(x, y)=x_{2}\dot{q}_{1}+y_{2}\dot{q}_{2}-L(q,\dot{q})$ $(4)$

てあり, $q=$ $(x_{1},y’)$ と式 (2) から得られる関係式

$\dot{q}_{1}=\frac{l_{2}x_{2}+l_{1}y_{2}\sin x_{1}\sin y_{1}}{l_{1}^{2}l_{2}(m_{1}+m_{2}-m_{2}\sin x_{1}\sin y_{1})}$ ,

$\dot{q}_{2}=\frac{m_{2}l_{2}x_{2}\sin x_{1}\sin y_{1}+(m_{1}+m_{2})l_{1}y_{2}}{m_{2}l_{1}l_{2}^{2}(m_{1}+m_{2}-m_{2}\sin x_{1}\sin y_{1})}$

が式 (4) の右辺に代入される. また, $J$ は 2次のシンプレクティック行列て

$J=(\begin{array}{l}01-1 0\end{array})$
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$x_{1}$

図 2. 式 (5) の相平面

て与えられる.

原点 $(x, y)=(0,0)(=O)$ は式 (3) のサドル センターであり, $x$-平面は不変て, x-平面に制

限された系は

$\dot{x}_{1}$

$= \frac{x_{2}}{(m_{1}+m_{2})l_{1}^{2}}$ , $i2=(m_{1}+m_{2})gl_{1}\sin x_{1}$ (5)

& $\text{な}\mathcal{O}$ , $\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{f}\mathrm{i}_{\backslash }\cdot x=0$ (mod $2\pi$ ) $\mathrm{t}^{-}.\lambda\backslash \mathrm{f}\text{す}61\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\text{の}\mathit{4}\triangleleft\overline{\backslash }*\text{ク}1\lrcorner--\backslash \backslash j\text{ク}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\text{道}$ ,

$x_{\pm}^{\mathrm{h}}(t)=(\pm 2\arcsin(\tanh\sqrt{\frac{g}{l_{1}}}t)+\pi,$ $\pm 2(m_{1}+m_{2})\sqrt{gl_{1}^{3}}\mathrm{a}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{h}\sqrt{\frac{g}{l_{1}}}t)$ , (6)

と 3個の周期軌道の 1 パラメータ族,

$x^{k}(t)=(2\arcsin(k\mathrm{s}\mathrm{n}\sqrt{\frac{g}{l_{1}}}t)+\pi,$ $2k(m_{1}+m_{2})\sqrt{gl_{1}^{3}}\mathrm{c}\mathrm{n}\sqrt{\frac{g}{l_{1}}}t)$ , $k\in(0,1)$ , (7)

と

$x_{\pm}^{k}(t)=(\pm 2$ aroein $(\mathrm{s}\mathrm{n}\sqrt{\frac{g}{l_{1}}}7)+\pi,$ $\pm\frac{2(m_{1}+m_{2})}{k}\sqrt{gl_{1}^{3}}\mathrm{d}\mathrm{n}\sqrt{\frac{g}{l_{1}}}\frac{t}{k})$ , $k\in(0,1)$ , (8)

が存在する. ここて, $\mathrm{s}\mathrm{n}$, cn と $\mathrm{d}\mathrm{n}$ はヤコビの楕円関数て, $k$ は楕円モジュールてある. 式 (5) の

相平面を図 2 に示す. 周期軌道の族 (7) は 1 組のホモクリニツク軌道 (6) の内側に, 2個の周期軌

道の族 (8) はそれらの外側にある. また, リアプノフの定理 $[21,22]$ により, サドル・センター $O$

の近傍 [ごは, $\alphaarrow 0$ のとき $O$ に漸近する周期軌道の 1パラメータ族 $\gamma^{a},$ $\alpha$ \in $(0, \alpha 0)$ ( $\alpha 0>0$ は

ある定数), が存在する.

3. 直交変分方程式

不変な $x$-平面上の軌道 $(x, y)=(x(t),0)$ のまわりの直交変分方程式は次式のようになる.

$\dot{\eta}1=\frac{x_{2}(t)\sin x_{1}(t)}{(m_{1}+m_{2})l_{1}l_{2}}\eta_{1}+\frac{1}{m_{2}l_{2}^{2}}\eta_{2}$,

(9)

$\mathit{7}\mathit{2}=-(m_{2}gl_{2}+\frac{x_{2}^{2}(t)(1-\cos 2x_{1}(t))}{2(m_{1}+m_{2})^{2}l_{1}^{2}})\eta_{1}-\frac{x_{2}(t)\sin x_{1}(t)}{(m_{1}+m_{2})l_{1}l_{2}}\eta_{2}$
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式 (9) は単一の 2 階微分方程式

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{1}+\frac{g}{l_{2}}(3\cos x_{1}(t)-2\epsilon)\mathrm{c}$os $x_{1}$ (t) $\eta_{1}=0$ (10)

に書き表される. ここで,

$\epsilon=\{$

1 for $x(t)=x_{\pm}^{\mathrm{h}}(t)$ ;
$2.k^{2}-1$ for $x(t)=x^{k}(t)$ ;

$2/k^{2}-1$ for $x(t)=x_{\pm}^{k}(t)$

てあり, 式 (5) においてエネルギーが保存されることから導かれる関係式

$\infty \mathrm{s}x_{1}(t)+\frac{x_{2}^{2}(t)}{2(m_{1}+m_{2})^{2}gl_{1}^{3}}=\epsilon$

を用いた. $\epsilon>-1$ てあることに注意する. 独立変数を $t$ から

$z= \sin\frac{1}{2}(x_{1}(t)-\pi)$ (11)

へ変換すると, 式 (10) は次のように変形される.

$\eta \mathit{7}+r1(z)\eta_{1}’+r_{2}(z)\eta_{1}=0$ (12)

ここで, ダッシュは $z$ に関する微分を表し , $\kappa=l_{1}/l_{2}>0$ として

$r_{1}(z)= \frac{z(4z^{2}-\epsilon-3)}{(z^{2}-1)(2z^{2}-\epsilon-1)}$ , $r_{2}(z)=- \frac{2\kappa(2z^{2}-1)(6z^{2}-2\epsilon-3)}{(z^{2}-1)(2z^{2}-\epsilon-1)}$

である. 式 (12) において $\zeta(z)=\eta_{1}(z)\exp(\int r_{1}(z)\mathrm{d}z/2)$ とおくと, 直交変分方程式 (9) は, Kovacic
アルゴリズ $\Delta$ [14] が適用可能な次の形に表される.

$\zeta"=r(s)\zeta$ (13)

ここで,

$r(z)= \frac{1}{4}r_{1}^{2}(z)+\frac{1}{2}r_{1}’(z)-r_{2}(z)$

$=- \frac{1}{4(z^{2}-1)^{2}(2z^{2}-\epsilon-1)^{2}}[192\kappa z^{8}-160\kappa(\epsilon+3)z^{6}$

$+4$( $8\epsilon^{2}\kappa+$ 8O$\epsilon\kappa+108\kappa+\epsilon+3$) $z4$

- $(48\epsilon^{2}\kappa+ 200\epsilon\kappa+ 168\kappa-\epsilon^{2}+ 18\epsilon+ 3)z^{2}$

$+2(\epsilon+1)(8\epsilon\kappa+ 12\kappa+\epsilon+ 3)]$ (14)

てある.
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$x_{1}/\pi$

図 3. 直交 2重振り子の数値的に計算されたボアンカレ写像の軌道

4. 非可積分性とカオス

1 組のホモクリニック軌道 (6) と 2個の周期軌道の族 (7) と (8) に, それそれ, 対応した $\epsilon=1$

と $\epsilon\neq 1$ の場合に分けて $\mathrm{K}\mathrm{o}\mathrm{v}\mathrm{a}\epsilon \mathrm{i}\mathrm{c}$アルゴリズ $\Delta$ [14] を適用することにより, 式 (13) のガロア群の

単位元成分が可解でなく, したがってアーベル的てないことが示される. さらに, ハミルトン系

の微分ガロア理論 $[7,8]$ およぴメルニコフの条件 [16] とのその等価性 [19] を用いると, 次の結果

が得られる.

定理 式 (1) のラグランジ関数 (あるいは, 等価的に式 (4) のハミルトン関数) を有する直交 2

重振り子は $H$ と独立な有理型の第 1積分が存在しないという意味において非可積分である. さら

に, サドル・センター $\mathit{0}$ の近傍の周期軌道 $\gamma^{a}$ に対する横断的なホモクリニツク軌道が存在し ,

カオスが生じる.

$y$-平面はまた式 (3) の流れのもとて不変てあり, 1 組のホモクリニツク軌道を有するサドル・セ

ンターが $y=$ $(\pi,0)$ に存在する. x- と架変数を交換し , $y_{1}$ を $\pi$ だけシフトすることにより, 上

の定理と同様な結果を得ることがてきる.
図 3は, $m_{1}=m_{2}=1,$ $l_{1}=l_{2}=1,$ $g$ =9.8 の場合に対する, 直交 2重振り子の数値的に計算さ

れたカオス軌道を示す, 初期条件は $(x_{1},x_{2}, y_{1}, y_{2})=(0.01,0.0, -0.01,0,0)$ で, ハミルトン・エネル

ギーは $H\approx 0.979951$ てある. ここて, Dormand と Prince [23] による 8次の陽のルンゲ・クツタ法

に基つき, 3次と 5次の結果による誤差評価を行い, 7次の dense出力をもつ, “$\mathrm{D}\mathrm{O}\mathrm{P}853$” [24] と呼

ばれる Fortran コードを用いた. ポアンカレ断面を 3次元超平面 $\{(x,y)\in \mathrm{R}^{2}\mathrm{x}\mathbb{R}^{2}|y_{2}=0,\dot{y}_{2}>0\}$

に取り, 許容誤差を $10^{-8}$ として高精度の計算結果が得られた. 計算した軌道がポアンカレ断面に

交差する点は, $y_{2}(t_{n-1})<0,$ $y_{2}(t_{n})\geq 0$ を満たす数値積分の区間 [$t_{n-1},t$n] をます探し , その区

間に対して $|y_{2}|<10^{-8}$ の許容誤差てはさみうち法を用 41て計算した.
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