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ARITHMETIC コホモロジーと \mbox{\boldmath $\zeta$}-関数の特殊値

THOMAS GEISSER*

UNIVERSITY OF SOUTHERN $\mathrm{C}\mathrm{A}\mathrm{L}\mathrm{I}\mathrm{F}\mathrm{O}\mathrm{R}\mathrm{N}\mathrm{I}\mathrm{A}/$ 東京大学

1. 滑らかで射影的なスキームの場合

Lichtenbaum は 2001 年に Weil-\’etale コホモロジーを導入し, \sim 係数
の Weil-\’etale コホモロジーと $\zeta$-関数の $s=0$ における特殊値の関係を
表した.
簡単に言えば, We番\’etale コホモロジーは $\mathrm{F}_{p}$ の Galois-群 $\hat{\mathbb{Z}}$ を Frobe-

nius置換 $\varphi$ で生成された巡回部分郡で取り替えるものである. 例えば,

$H^{1}((\mathrm{F}_{p})_{\acute{\mathrm{e}}\mathrm{t}}, \mathbb{Z})\cong \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(\hat{\mathbb{Z}}, \mathbb{Z})=0$ , $H^{2}((\mathrm{F}_{p})_{\text{\’{e}} \mathrm{t}}, \mathbb{Z})\cong \mathbb{Q}/\mathbb{Z}$

であるが,

$H^{1}((\mathrm{F}_{p})_{W}, \mathbb{Z})\cong \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(\mathbb{Z}, \mathbb{Z})=\mathbb{Z}$ , $H^{2}((\mathrm{F}_{\mathrm{p}})_{W}, \mathbb{Z})\cong 0$

のように, Weil-\’etale コホモロジーは\’etale コホモロジーより簡単だと見
られる. $H^{1}$ ((Fp)W, $\mathbb{Z}$ ) $\cong \mathbb{Z}$ の生成元を一つをとって, $e$ と書く

2002 年, [1] において著者は, Weil-\’etale コホモロジーと \’etale $\text{コ}$ ホモ

ロジーの関係を示して, 次の定理を証明した.

定理 LL $X$ を $\mathrm{F}_{p}$ 上の分離的で有限形なスキームとし, $F$ を X-上の
etale層とする.

$a)$ 次の長完全系列が存在する.

$arrow$p $H^{i}(X_{\text{\’{e}} \mathrm{t}}, F)arrow H^{i}(X_{W}, F)arrow H^{i-1}(X_{\text{\’{e}} \mathrm{t}}, \mathrm{F})$ $\mathrm{g}$ $\mathbb{Q}arrow H^{:+1}(X_{\text{\’{e}} \mathrm{t}}, 2)arrow$

$b)$ 特に $F$ が torsionならば, $H^{i}(X_{\acute{\mathrm{e}}\mathrm{t}}, F)\cong H^{i}$ (Xw, $F$).
$c)$ F-が $\mathbb{Q}$-加群ならば, 上の長完全系列が分裂する, つまり

$H^{i}(X_{W}, \mathrm{F})$ A $H^{i}(X_{\text{\‘{e}} \mathrm{t}}, F)\oplus H^{i-1}(X_{\text{\’{e}} \mathrm{t}}, F)$ .

モチビック複体 $\mathbb{Z}(n)$ の定義は Voevodsky と Bloch によるのである.
定義は少し複雑であるので, 本文では詳細については省略するが, 最も
簡単な例として $\mathbb{Z}(0)\cong \mathbb{Z}$ (定数層) と $\mathbb{Z}(1)\cong \mathrm{G}_{m}[-1]$ (乗法群の shift)
であることが知られている.
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モチビック複体 $\mathbb{Z}(n)$ による Weil-\’etale コホモロジーと \mbox{\boldmath $\zeta$}-関数の関係
について, 次の主予想がある. $n=0$ の場合は Lichtenbaum[3] の予想で
ある.

予想 L2. $X$ を $\mathrm{F}_{p}$ 上の滑らかで射影的なスキーム, $\zeta(X, s)$ を $X$ のゼー
タ関数とする,

1. モチビック複体 $\mathbb{Z}(n)$ の Weil-\’etale コホモロジー $H^{i}$ (XW, $\mathbb{Z}(n)$ ) は
有限生成である.

2. 任意の素数 $l\neq p$ に対して, $l$ -進コホモロジーの整数モデルである:
$H^{i}(X_{W}, \mathbb{Z}(n))\otimes \mathbb{Z}_{l}\cong H^{i}(X_{\acute{\mathrm{e}}\mathrm{t}}, \mathbb{Z}_{l}(n))$.

3. 階数の交代和は 0: $\sum_{i}$ (-l)irank $H^{i}$ (XW, $\mathbb{Z}\Subset$) $)=0$ .
4. 階数の重さ付き交代和は $s=n$ における $\zeta(X, s)$ の零点の位数 $\rho_{n}$

と等しい:

$\sum_{i}(-1)^{:}i$
. rank $H^{i}(X_{W}, \mathbb{Z}(n))=\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}_{s=n}\zeta$

(X, $s$ ).

5. $sarrow n$ のとき,
$\zeta$ (X, $s$ ) $\sim\pm(1-q^{n-s})^{\rho_{n}}\chi$ ($H*(XW$ , $\mathbb{Z}$ (n)), $e$) $\cdot q^{\chi(n)}$ .

ここで, $\chi$ ( $H^{*}(X_{W},$ $\mathbb{Z}$ (n)), $e$ ) は $e$ との cup積によって定義される
複体

$arrow Hi-1(X_{W}, \mathbb{Z}(n))arrow H^{i}e(\cup X_{W}, \mathbb{Z}(n))arrow He:+1(\cup X_{W}, \mathbb{Z}(n))arrow$

の Euler標数 $\chi(C^{\cdot})=\prod_{i}|H^{i}(C.)|^{(-1)}$
:
で, $\chi(n)$ は Milneの標数

$\chi(n)=\sum_{j,0\leq i\leq n}(-1)^{i+j}(n-i)\dim H^{j}(X, \Omega^{i})$
.

注意. 実際には, (3), (4) より詳しい予想がある:

rank $H^{2n}(X, \mathbb{Z}(n))=$ rank $H^{2n+1}(X, \mathbb{Z}(n))=\rho_{n}$

で, $i\neq 2n,$ $2n+1$ ならば, rank $H^{i}$ (X, $\mathbb{Z}(n)$ ) $=0$ である. また, (2) の $p$

進類似に相当する予想もある.

上の予想と次の有名な予想との関係について考える.

予想 1.3. (Tate-Bedinson) 任意の $\mathrm{F}_{p}$ 上の滑らかて射影的なスキーム
$X$ に対して, 次のことが成り立つ.

1) cycle射は同型である
$\mathrm{C}\mathrm{H}^{n}(X)\otimes \mathbb{Q}_{l}arrow H^{2n}\sim(\overline{X}_{\text{\’{e}} \mathrm{t}}, \mathbb{Q}_{l}(n))^{\mathrm{G}\mathrm{a}1(\overline{F}_{\mathrm{p}}/\mathrm{F}_{p})}$.

2) $H^{2n}$ ($\overline{X}_{\acute{\mathrm{e}}\mathrm{t}},$
$\mathbb{Q}_{l}$ (n)) は Gal(F-p/Fp)-加群として半単純である.

定理 1.4. 予想 1.3 と予想 1.2は同値である.
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この論文では, 上の定理の Fp-上の分離的で有限形なスキームへの一
般化について述べる. 詳しい証明は [2] にある.

2. EH-コホモロジ–

体 $k$ を固定して、 $(Sch/k)$ と $(Sm/k)$ をそれぞれ $k$ 上の分離的で有限
形なスキームと $k$ 上の滑らかなスキームの圏とする.

定義 2.1. $\mathrm{e}\mathrm{h}$-位相は、次の射からなる Grothendieck-位相である.
1)(\’etale) \’etale な全射 $f$ : $\mathrm{Y}arrow X1$

2)(abstract blow-up) 次の条件を満たすような固有射 $f$ : $X’arrow X$ と
閉埋込射 $i:Zarrow X$ の和 $X’$ 垣 $Zarrow X\mathrm{r}$ (条件): $Z’$ を次の $ca\hslash esian$ 図
式で定義する.

$Z’arrow X’$

$\downarrow$ $f\downarrow$ (1)

$Z$
$\mathrm{L}$

$X$

このとき $f$ によって $f$ : $X’-Z’arrow X-Z$ という同型が成立する.

例: 任意の閉被覆は $\mathrm{e}\mathrm{h}$-被覆であり, $X^{\mathrm{r}ed}arrow X$ は eh-被覆である.

$(Sch/k)$ 上の $\mathrm{e}\mathrm{h}$-位相における層の圏を $(Sch/k)_{\mathrm{e}\mathrm{h}}$ と書 $\text{く}-$ eh-層 $F$ に
対して, eh-コホモロジー $H^{i}(X_{\mathrm{e}\mathrm{h}}, F)$ を大域切断 $\Gamma(X, F)$ の右導来関手
で定義する.

命題 2.2. abstract blouy-up (1) を与えると, 次の長完全系列が存在する.
$|..arrow Hi(X_{\mathrm{e}\mathrm{h}}, F)arrow Hi(4\mathrm{h}, F)\oplus Hi$ (X$\mathrm{e}\mathrm{h}’$ , $F$) $arrow Hi(Z_{\mathrm{e}\mathrm{h}}’, F)arrow$ $.1$

(2)

証明. すべての $X$ に対して, $\mathbb{Z}_{X}$ を $X$ が表現する自由 $eh$-層とする (い
いかえれば, 前層 $Uarrow \mathbb{Z}[\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(U, X)]$ に伴う $\mathrm{e}\mathrm{h}$-層). 積の普遍性によ
り, 次の完全系列を得る

$0arrow \mathbb{Z}_{Z’}arrow \mathbb{Z}_{Z}\oplus \mathbb{Z}_{X’}arrow \mathbb{Z}_{X}$ .
しかも, (1) は $\mathrm{e}\mathrm{h}$-被覆なので右の射は全射で, 命題が従う. 口

定義 2.3. 任意の $k$ 上の分離的で有限生成なスキーム $U$ に対して, コン
パクトコホモロジー群 $H_{c}^{\dot{\iota}}(U_{\mathrm{e}h}, F)$ を次のように定義する. $U$ のコンパ

クト化 $X$ をとり, $Z=X-Uarrow^{i}X$ を $U$ の閉補集合の埋め込みとする.
このとき,

$H_{c}^{j}(U_{\mathrm{e}\mathrm{h}}, F)=H^{j-1}$ ( $X_{\mathrm{e}\mathrm{h}}$ , cone($Farrow i*i*F$)).

補題 2.4. コンパクトコホモロジーの定義は $X$ のコンパクト化によら
ない.
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証明. $X$ と $X’$ を $U$ のコンパクト化とする. 積 $X\cross X’$ における $U$ の

閉包と比較することにより, 射 $X’arrow X$ が存在すると仮定してよい.
$Z=X-Uarrow^{i}X$ , $Z’=X’-Uarrow Xi’$’とおけば, abstract blow-up 図
式 (1) を得る. 長完全系列 (2) を用いて, 次の可換図式から結論を示せる.

$arrow H^{j-1}$ (Xeh, cone(i)) $arrow H^{j}$ (Xeh, $F$) $arrow H^{j}$ (Zeh, $F$) $arrow$

$\downarrow$

$\downarrow$
$\downarrow$

$arrow H^{j-1}$ ( $X_{\mathrm{e}\mathrm{h}}’,$ cone $(i’)$ ) $arrow H^{j}(X_{\mathrm{e}\mathrm{h}}’, F)-H^{j}(Z_{\mathrm{e}\mathrm{h}}’, F)$。

口

任意のスキーム $X$ の閉部分スキーム $Z$ の開補集合を $U$ とする. コン
パクトコホモロジーの定義から, 明らかに次の長完全系列が存在するこ
とがわかる.

. $arrow Hcj$ (U$\mathrm{e}\mathrm{h}$ , $F$) $arrow H/(X\mathrm{e}\mathrm{h}, F)arrow H\mathrm{j}(Z_{\mathrm{e}\mathrm{h}}, F)arrow$ . . $|$ (3)

これから $k$ 上で特異点の解消が存在すると仮定する. つまり, 次の条
件が成り立つと仮定する.

1) 任意のスキーム $X\in(Sch/k)$ について, $f$ : $\mathrm{Y}arrow X$ が存在して,
$\mathrm{Y}$ は $k$ 上滑らかで, 月ま固有的で双有理射となる.

2) $X$ は滑らかならば, 任意の固有的で双有理射 $f$ : $\mathrm{Y}arrow X$ に対して,
$g:X’arrow \mathrm{Y}$ が存在して、 $f\circ g:X’arrow X$ は滑らかな閉部分スキームを
中心とする blow-up の合成となる.

$k$ の標数が 0 ならば, この条件は広中の定理である. blow-up は eh-位
相の被覆だから, 特異点の解消により任意のスキームは局所的に滑らか
である.

次の site の射が存在する.
$(Sch/k)_{\mathrm{e}\mathrm{h}}arrow^{\beta}(Sm/k)_{4\mathrm{t}}$.

これらは層の圏に標準関手を導く :

$\rho_{*}(F)(X)=F$(X) で, 〆はその左随伴関手である.

$\rho_{*}(F)$ は $F$の滑らかなスキームへの制限で, $\rho^{*}$ は\epsilon の左随伴関手で

ある. 具体的には, $\rho^{*}(F)(X)=\mathrm{c}\mathrm{o}\lim_{Xarrow U}F$ (U) に伴う eh-層であり, $F$

の拡張の層化である ( $U$ が $X$ の下の滑らかなスキームを走る).

補題 2.5. $\rho_{*}$ は左完全である. $k$ 上で特異点の解消が成り立てば, \rho *|ま
完全である.

定理 2.6. (Suslin, Voevodsky)[5] $\frac{1}{m}\in k$ ならば、 $\rho_{*}\mu_{m}^{\otimes n}\cong\mu_{m}^{\otimes n}$で, $s>0$

のとき $R^{s}\rho_{*}\mu_{m}^{\emptyset n}=0$ .
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Voevodsky は任意の自然数 $n$ に対して, $(Sm/k)$ 上に\’etale 層の複体
$\mathbb{Z}(n)$ を定義した. $\mathbb{Z}(n)$ の $(Sch/k)_{\mathrm{e}\mathrm{h}}$ への拡張〆 $\mathbb{Z}(n)$ も又 $\mathbb{Z}(n)$ と書く
こと {こする. $\mathbb{Z}(n)$ の eh-コホモロジーについて次が成り立つ.

命題 2.7, $\frac{1}{m}\in k$ ならば, $\mathbb{Z}/m(n)\cong\mu_{m}^{\otimes n}$ .

証明. 滑らかなスキーム $X$ 上では, この系は先に知られている. -\Re nの
スキーム $X$ 上では, $X$ は仮定によって滑らかな被覆 $\mathrm{Y}$ を持ち, $\mathrm{Y}$ 上で

はこの同型が成り立つので, $X$ 上でも成り立つ. 口

次の定理で (2) の類似が必要になる.

命題 2.8. 滑らかなスキーム $X$ の滑らかな閉部分スキーム $Z$ を中心と
する blow-up(y を与える.

$Z’arrow^{i’}X’$

$f^{\prime \mathrm{I}}$ $f\downarrow$ (4)

$Zarrow^{i}X$

そのとき, 次の長完全系列が存在する.
$arrow$ H:(X\’et, $\mathbb{Z}(n)$ ) $arrow Hi(Z_{\acute{\mathrm{e}}\mathrm{t}}, \mathbb{Z}(n))\oplus Hi(\mathrm{X};_{\mathrm{t}}, \mathbb{Z}(n))arrow Hi(Z\mathrm{Q}_{\mathrm{t}}, \mathbb{Z}(n))arrow$

(5)

定理 2.9. $X$ が滑らかならば,
$H^{i}(X_{\acute{\mathrm{e}}\mathrm{t}}, \mathbb{Z}(n))\cong H^{i}$ ( $X_{\mathrm{e}\mathrm{h}},$

$\mathbb{Z}$ (n)).

証明. $C$
. を $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{e}(\mathbb{Z}(n)^{\text{\’{e}} \mathrm{t}}arrow R\rho_{*}\mathbb{Z}(n)^{\mathrm{e}\mathrm{h}})$ とおくと, $C$

. は\’etale と eh-コ
ホモロジーの違いを計る. $0\neq\alpha\in H^{i}(X_{\text{\’{e}} \mathrm{t}}, C^{\cdot})$ が存在すると仮定し
て矛盾を導く 明らかに $\rho^{*}C^{\cdot}$ は完全なので, $\mathrm{e}\mathrm{h}$-被覆 $f$ : $\mathrm{Y}arrow X$ が存
在して, $f^{*}C^{\cdot}=0$ を満たす 特異点の解消を用いて, $f$ : $\mathrm{Y}arrow X_{n}arrow$

$X_{n-1}arrow|$ . $+X_{0}=X$ と書ける. ここで, $\mathrm{Y}arrow X_{n}$ は etale被覆で,
$X_{\dot{l}+1}arrow X_{i}$ は滑らかな閉部分スキーム $Z_{i}$ を中心とする blow-up であ
る. 長完全系列 (2) と (5) を比べる. 次元に関して帰納法を用いると,

$H^{\dot{l}}.((Z_{i})_{\text{\‘{e}} \mathrm{t}}, C^{\cdot})\cong H^{i}((Z_{\dot{\iota}}\cross X: X_{1+1}.)_{6\mathrm{t}}, C^{\cdot})=0$ を仮定してよい. よって,
$H^{i}((X_{i})_{\text{\’{e}} \mathrm{t}}, C^{\circ})\cong H^{i}((X_{i+1})_{\text{\’{e}} \mathrm{t}}, 7’)$ なので, $\alpha|_{X_{n}}\neq 0$ で, $C^{\cdot}|_{X_{\pi}}\neq 0$ . 従っ
て, $C.|_{\mathrm{Y}}\neq 0$ は矛盾である. 口

命題 2.10. $a$) (Homolopy不変性) 任意の $X,$ $n>0$ に対して,

$H_{c}^{i}(X\mathrm{x}\mathrm{A}_{\mathrm{e}\mathrm{h}}^{1}, \mathbb{Z}(n))\cong H_{c}^{i-2}$ ( $X_{\mathrm{e}\mathrm{h}},$
$\mathbb{Z}$(n-1)).

$b)n>r$ ならば, Projective bundle公式が成り立つ.

$H_{\overline{c}}(X\mathrm{x}\mathrm{P}_{\mathrm{e}\mathrm{h}}^{r}, \mathbb{Z}(n))\cong\oplus_{j=0}^{r}H_{c}^{\dot{l}}-2j(X_{\mathrm{e}\mathrm{h}}, \mathbb{Z}(n-j))$ .
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証明. 特異点の解消と長完全系列 (3) を用いて滑らかで射影的な場合か
ら導く 口

homotopy 不変性は任意の $n\in \mathbb{Z}$ に対して成り立つために, $n>0$ の
とき

$H_{c}^{i}$ (Xeh, $\mathbb{Z}(-n)$ ) $:=H_{c}^{i+2n}(X\cross \mathrm{A}_{\mathrm{e}\mathrm{h}}^{n}, \mathbb{Z}(0))$

と定義する. すると, homotopy不変性も projective bundle 公式も任意
の $n\in \mathbb{Z}$ に対して成り立つ.

3. ARITHMETIC コホモロジ-

定義 3.1. $\mathrm{F}_{p}$ 上の Wed-eh層 $F$ を $(Sch/\overline{\mathrm{F}}_{p})_{\mathrm{e}\mathrm{h}}$ の元 $F$ と Frobenius作用
$\varphi$ : $Farrow\varphi_{*}F$ の組と定義する.

$\mathrm{F}_{p}$ 上の Weil-eh層の圏を $(Sch/\mathrm{F}_{p})_{W}$ と書く
$\mathrm{F}_{p}$上分離的で有現生成なスキーム $X$ に対して, 大域切断 $Farrow\Gamma_{\mathrm{e}\mathrm{h}}$ ($X$勺 p

$\overline{\mathrm{F}}_{p},$ $F)^{\varphi=1}$ の右導来関手を $H^{i}$ (Xar’ $F$) と定めて, arithmetic コホモロ
ジーと呼ぶ.

$H_{c}^{i}(X_{ar}, F)$ は同様に定義される.

定理 2.9 によると, 特異点の解消が存在すれば, $\mathrm{F}_{p}$ 上の滑らかなス
キーム $X$ に対して, $H^{i}$ (X, $F$) は [1] で定義されたコホモロジー群と同
型. しかも, 定理 1.1 の類似が成り立つ. 例えば, 次の長完全系列が存在
する

$arrow H^{i}$ (Xeh, $F$) $arrow H^{i}$ (Xar’ $F$) $arrow H^{i-1}$ (Xeh, $F$) $\otimes \mathbb{Q}arrow H^{i+1}$ (X。h, $F$) $arrow$

予想 3.2. $H^{i}$ (XW, $\mathbb{Z}(n)$ ) を $H_{c}^{i}$ (Xar’ $\mathbb{Z}(n)$ ) で取り替えると, 予想 1.2が
任意の $\mathrm{F}_{p}$ 上の分離的で有限形なスキーム $X$ に対して成り立つ.

定理 3.3. 予想 1.2 を仮定し, 特異点の解消が存在すると仮定する. $\check{}$

のとき, 予想 3.2 も威り立つ.

証明. 例として (1) を導く $X$ の次元に関する帰納法をする. $U$ を任意
の $\mathrm{F}_{p}$ 上の分離的で有限形なスキームとする. 特異点の解消により, $U$

の開部分スキーム $V$ が存在し, $V$ は滑らかで射影的なスキーム $X$ の開
部分スキームである. $Z=X-V$ をその閉補集合とする. 次の長完全
系列を見て,

$arrow I$ $ci-1(Z_{\mathrm{a}r}, \mathbb{Z}(n))arrow I$ $c\dot{|}$ (u$f$ ’
$\mathbb{Z}(n)$ ) $arrow$ Ici(X

$\mathrm{a}r$ ’
$\mathbb{Z}(n)$ ) $arrow$ (6)

$H_{c}^{*}$ ( $Z_{\mathrm{a}r},$ $\mathbb{Z}$(n)) は帰納法の仮定より有限生成で, $H_{c}^{*}$ ( $X_{\mathrm{a}r},$
$\mathbb{Z}$ (n)) は仮定よ

り有限生成なので, $H_{c}^{*}$ ( $V_{\mathrm{a}r},$
$\mathbb{Z}$ (n)) も有限生成である. 同様に $H_{c}^{*}(U_{\mathrm{a}r}, \mathbb{Z}(n))$

も有限生戒である. 口
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定理 3.4. $a$) $n\leq 0$ とし, 特異点の解消を仮定する. そのとき, 予想 3.2
が成り立つ.

$b)X$ の次元が 1 ならば, 予想 3.2 が成り立つ.

4. 例

$n\neq 0$ のとき, $w_{n}=|\mathbb{Q}/\mathbb{Z}(n)^{\mathrm{G}\mathrm{a}1(\mathrm{F}_{q})}|=q^{n}-1$ とし, $w_{0}=1$ とする. $\mathrm{F}_{q}$

のコホモロジーについて,

$H_{\mathrm{C}}^{i}((\mathrm{F}_{q})_{\mathrm{a}r},$ $\mathbb{Z}(n))=\{$

$\mathbb{Z}$ $n=0,$ $i=0,1$ ;
$\mathbb{Z}/w_{n}$ $n\neq 0,$ $i=1$ ;
0 その他.

(7)

をえる. $n=0$ の場合は, $H_{\mathrm{c}}^{i}$ ((Fq)ar’ $\mathbb{Z}$) が群コホモロジー $H^{i}($Z, $\mathbb{Z})$ と等
しい事から従.う, $n\neq 0$ の場合は, 有理係数の\’etale コホモロジーが消え
るので, $H_{c}^{i,n}$ ((Fp)ar’ $\mathbb{Z}$ ) $=H^{i-1}((\mathrm{F}_{p})_{\text{\’{e}} \mathrm{t}}, \mathbb{Q}/\mathbb{Z}(n))=\mathbb{Z}/w_{n}$ を得る.

r部分に対して, $n\geq 0$ の場合, $\chi(n)=n$ で, $n<0$ の場合 $\chi=0$ で

ある.
従って, $s\vdash+n$ のとき,

$\zeta(\mathrm{F}_{q}, s)=\frac{1}{1-q^{-s}}=\pm(1-qn-s)\beta n$ q0(n) $w_{n}^{-1}$ .

$X=\mathrm{P}^{1}$ 垣 $\mathrm{P}^{1}/0\sim 0$ を十字形とする. 特異点を blow-upすると, 次の
図式を得る.

$\mathrm{P}^{1}\mathrm{F}_{p}\downarrowarrowarrow X\mathrm{P}^{1}\downarrow$

.
$\zeta(X, s)=\frac{1}{(1-q^{-s})(1-q^{1-s})^{2}}$ .

次の長完全系列を考える.

. . . $arrow H_{c}^{i}(X_{\mathrm{a}r}, \mathbb{Z}(n))arrow H_{c}^{i}(\mathrm{P}_{\mathrm{a}r}^{1}, \mathbb{Z}(n))^{\oplus 20^{*}}arrow H_{c}^{i}((\mathrm{F}_{q})_{\mathrm{a}r}, \mathbb{Z}(n))arrow\circ\cdot|\llcorner$

$s:\mathrm{P}^{1}arrow \mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{F}$p を構造射とすると, 0*0 $s^{*}=\mathrm{i}\mathrm{d}_{\mathrm{F}_{\mathrm{p}}}$ なので, 次の公式を
得る.

$H_{c}^{i}(X_{\mathrm{a}r}, \mathbb{Z}(n))\cong \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(H_{c}^{i}(\mathrm{P}_{\mathrm{a}r}^{1}, \mathbb{Z}(n))^{\oplus 2}arrow H\mathrm{j}((\mathrm{F}_{p})_{\mathrm{a}r}, \mathbb{Z}(n)))$ .

projective bundle公式によると,
$H_{c}^{i}(\mathrm{P}_{\mathrm{a}r}^{1}, \mathbb{Z}(n))\cong H_{c}^{\dot{\iota}}((\mathrm{F}_{p})_{\mathrm{a}r}, \mathbb{Z}(n))\oplus I$ $c\dot{\iota}-2$ ( $(\mathrm{F}_{p})_{\mathrm{a}r},$

$\mathbb{Z}$(n-1))

であるから

$H_{c}^{i}(X_{\mathrm{a}r}, \mathbb{Z}(n))\cong H_{\mathrm{c}}^{i}((\mathrm{F}_{q})_{\mathrm{a}r}, \mathbb{Z}(n))\oplus L$ $c\dot{\iota}-2$ ( $(\mathrm{F}_{q})_{\mathrm{a}r},$
$\mathbb{Z}$ (n-1))\oplus 2.
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方程式 (7) を用いて,

rank $H_{c}^{i}$ (Xar’ $\mathbb{Z}(n)$ ) $=\{$

1 $(n, i)=(0,0),$ $(0,1)$ ;
2(n, $i$ ) $=(1,2),$ $(1,3)$ ;
0 その他.

$|H_{c}^{\dot{l}}(X_{\mathrm{a}r}, \mathbb{Z}(n))_{tor}|=\{$

$w_{n}$ $i=1$ ;

$0w_{n-1}^{2}$ $i=3k\emptyset \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}’$

.

を得る. 特に交代和は 0 で, 重さ付き交代和については, $\rho_{0}=-1,$ $\rho_{1}=$

-2, 他の $n$の場合 $\rho_{n}=0$である. $e$ との積は 0なので, $\chi$ ( $H^{*}(X_{\mathrm{a}r},$ $\mathbb{Z}$ (n)), $e$ ) $=$

$w_{n}^{-1}\cdot w_{n-1}^{-2},$ $\chi(n)=3n-2$ で,

$\zeta$ (X, $s$ ) $=\pm(1-qn-s)\rho_{n}|$ q9(n). $w_{n}^{-1}w_{n-1}^{-2}$ .

$\mathrm{P}^{1}$ の二つの異なる点 $a,$
$b$ を同一視したスキーム $X$ を node と呼ぶ.

$X$ の特異点を $p$ と書くと, $X-p\cong \mathrm{A}^{1}-\{0\}$ なので,

$\zeta$ (X, $s$ ) $= \frac{1}{1-p^{1-s}}$

を得る. eh-被覆図式
$a$ 垣 $barrow \mathrm{P}^{1}$

$\downarrow$ $\downarrow$

$p$ $arrow X$.
から次の長完全系列を導く

. $arrow$ Lci(X$\mathrm{a}r$ ’
$\mathbb{Z}(n)$ ) $arrow Lci(\mathrm{P}_{\mathrm{a}r}^{1}, \mathbb{Z}(n))\oplus Lci$ ( $(\mathrm{F}_{p})_{\mathrm{a}r},$

$\mathbb{Z}$ (n))
$arrow H!((\mathrm{F}_{p})\mathrm{a}r’ \mathbb{Z}(n))\oplus 2arrow 1.$

この系列は前の例のように分裂する,
$0arrow H_{c}^{i-1}((\mathrm{F}_{p})_{\mathrm{a}r}, \mathbb{Z}(n))arrow$ Ici(X$\mathrm{a}r$ ’

$\mathbb{Z}(n)$ ) $arrow H\mathrm{j}((\mathrm{P}^{1})\mathrm{a}\mathrm{r}’ \mathbb{Z}(n))arrow 0.$

projective bundle公式により,

rank $H_{c}^{\dot{l}}(X_{\mathrm{a}r}, \mathbb{Z}(n))=\{$

1 $(n, i)=(0,0),$ $(0,2)$ , $(1,2)$ ;
2 $(n, i)=(0,1)$ ;
0 その他.

$|H_{\overline{e}}$ ($X_{\mathrm{a}r}$ , Z(n))t。$|=\{$

$w_{n}$ $i=1,2$ ;

$w_{n-1}0$ $i=3\mathrm{f}\emptyset \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}’$

.
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交代和は 0 で, 重さ付き交代和は $\rho_{0}=0,$ $\rho_{1}=-1$ で、他の $n$ の場合 0
である. しかも, $\chi$ ( $H_{c}^{*}(X_{\mathrm{a}r},$

$\mathbb{Z}$ (n)), $e$ ) $=w_{n-1}^{-1}$ で, $\chi(n)=n-1$ なので,
$s\vdash+n$ のとき

$\zeta(X, s)$ $=\pm(\mathrm{l} -q^{n-s})^{\rho_{n}},$ $q^{\chi(n)}w_{n-1}^{-1}$

である.
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