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島根大学 総合理工 尾崎学 (Manabu Ozaki)
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1. ff
数年前より筆者は代数体の不分岐?拡大を $\mathrm{Z}_{p}$-拡大を通じて捉える「非アーベル岩澤理

論」 の展開を試みている (本研究集会の John Coates氏, 加藤和也氏の講演における $\mathrm{r}_{\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}-}$

commutative Iwasawa $\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{y}\rfloor$ は $\lceil \mathrm{Z}_{p}$-拡大」を \lceil p-進 Lie拡大」ゞと 「作用する群の非可
換化」 を目指しているのに対して, この稿で言うところの 「非アーベル岩澤理論」 は, 岩
澤加群 (乃至はセルマー群) を非アーベルガロワ群へと 「作用される群の非可換化」 とい

う方向を目指している).
岩澤理論に於ける最初の著しい成果は, 岩澤公式と言える. つまり, $\mathrm{Z}_{p}$-拡大 $K/k$ の中

間体 $k_{n}$ $(n\geq 0, [k_{n} : k]=p^{n})$ のイデアル類群の rpart(或いは $k_{n}$ 上の最大不分岐アーベ
ル?拡大のガロワ群) の位数の $n$ を動かしたときの振る舞いを, $K$上の最大不分岐アーベ
ル r拡大 $L/K$のガロワ群の構造不変量, すなわち岩澤不変量を用いて表す公式である. 非
アーベル岩澤理論に於いてもその出発点とすべく, この公式の一般化に相当する事実の証
明を最初の目標に掲けてこれまで研究を行ってきたが, 近頃 $K/k$ の岩澤 $\mu$-不変量が 0 で
ある場合には満足のゆく結果を得ることに成功したのでそれについて解説する.

2. 非アーベル岩澤公式

ますオリジナルの岩澤公式の復習から始める. $p$ を素数 (以下で固定しておく), $K/k$ を
$\mathrm{Z}_{p}$-拡大, $\Gamma:=\mathrm{G}\mathrm{a}1(K/k)\simeq \mathrm{Z}_{p}$

$k=k_{0}\subseteq k_{1}\subseteq\cdots k_{n}\subseteq\cdots\subseteq K=n=0\cup k$n’
$k_{n}/k$ :pn-次\llcorner ‘{$\langle\langle$回拡大

として, $L_{n}/k_{n},$ $L$/K を最大不分岐アーベル r拡大, $X_{n}:=\mathrm{G}\mathrm{a}1(L_{n}/k_{n})(\simeq k_{n}$ のイデアル

類群の $p$-part), $X:=\mathrm{G}\mathrm{a}1(L/K)$ とおぐ $X \simeq\lim_{arrow}X_{n}$ (射影的極限は定義域の制限写像に
関する) であ $\text{り},$ $X_{n}$ は $\mathrm{Z}_{p}[\mathrm{G}\mathrm{a}1(k_{n}/k)]$-加群なので, $X$ は完備群環 $\Lambda:=\lim_{arrow}\mathrm{Z}_{p}[\mathrm{G}\mathrm{a}1(k_{n}/k)]$

(射影的極限は定義域の制限写像から誘導される準同型に関する) 上の加群の構造 $\text{力_{}\grave{\grave{1}}}$自然
に入る. この $X$ は $\mathrm{Z}_{p}$-拡大 $K/k$ の岩澤加群と呼ばれ, 有限生成捻れ A-加群で bることが

知られている. 岩澤加群 $X$ は全ての $n\geq 0$ に対する $X_{n}$ の情報を持っている. 従って, $X$

の A-加群構造より $X_{n}(n\geq 0)$ の振る $\text{舞}1^{\mathrm{a}}$を知ることができる. 特にその位数に関して次
の岩澤公式が成立する :

岩澤公式 (岩澤 [1]). $\exists\nu\in \mathrm{Z},$ $\exists n_{0}\geq 0$ :

$\#$X$n=p^{\lambda n+\mu p^{n}+\nu}$ for $\forall n\geq n_{0}$ .

$\text{を表す})arrow C^{\mathrm{s}}\vee\vee\sim,$
$\text{とす}.\text{るとき}\mu=\sum_{i=1}^{r}\lambda\cdot=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}_{\mathrm{Z}_{p}}X,\mu 1\mathrm{h}\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{r}_{\mathrm{Z}_{p}}X\oplus i=1\Lambda r/p^{m}m_{i}^{-}\mathrm{C}\tilde{\text{定}}\Leftrightarrow \text{される}.\dot{.}$

(\sim は $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r},$
$\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}$ が共に有限な準同型
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上の $\lambda,$
$\mu$ は岩澤加群 $X$ の構造不変量で, 岩澤不変量と $\mathbb{P}\backslash$l1れる.

(注 : $\nu$ も岩澤不変量と呼ばれているが, これは一般には岩澤加群の A-加群構造のみ力 l ら {ま

定まらない. )
古典的岩澤理論ては最大不分岐アーベル $p$-拡大 $L_{n}/k_{n},$ $L$ /K\epsilon 扱った力\searrow 非アー

$\wedge^{\backslash ^{\backslash }}$ ノレ

岩澤理論の目標物は最大不分岐 p.-拡大 $\tilde{L}_{n}$ /kn’ $\tilde{L}/K$ のガロワ群 $\tilde{G}_{n}=\mathrm{G}\mathrm{a}1$ ( $\tilde{L}_{n}$ /kn), $\overline{G}=$

$\mathrm{G}\mathrm{a}1(\tilde{L}/k)$ である. 岩澤公式のこの非アーベル的な状況で\emptyset 類似を考えるとき, $\tilde{G}_{n}$ {ま $X_{n}=$

$\tilde{G}_{n}^{\mathrm{a}\mathrm{b}}$ とは異なり必ずしも有限ではないのでこれの位数の挙動を問うこと [ま無意味である.

従って, $\tilde{G}_{n}$ に適当なフイルトレーションを入れて考えるのが適切である力\searrow ここで{ま E降

中心列を入れて考える :
群 $H$ に対し, $H$ の降中心列を

$H=C_{1}(H)\supseteq C_{2}(H)\supseteq$ . $..\supseteq C_{i}(H)\supseteq$ . .. ,
$C_{i+1}(H)=[C_{i}(H), H](i\geq 1)$ ,

( $H$ が位相群のときは交換子群は位相的 (閉包をとる))
$-\mathrm{c}*\text{定}\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{し}$,

$X_{n}^{(i)}:=C_{\dot{\iota}}(\tilde{G}_{n})/C_{+1}.\cdot(\tilde{G}_{n}),$
$X^{(i)}:=C_{i}(\tilde{G})/C_{i+1}(\tilde{G})$

とお $\text{く_{}\mathrm{r}}$ 後者の加群 $X^{(1)}$

.
を $i$-次岩澤加群と呼ぶことにす 6. ここで, $X_{n}^{(1)}=X_{n},$ $X^{(1)}=X$

であることに注意しよう. $i\geq 0$ に対して $L_{n}^{(i)}:=\tilde{L}_{n}^{C_{\mathrm{i}+1}(\overline{G}_{n})}$ とお#y\uparrow g.これ{は有限次代数体

で, $A(L_{n}^{(i-1)})$ で $L_{n}^{(i-1)}$ のイデアノレ類群の ppart を表すことにすれ $\#\mathrm{h}$

.
$X_{n}^{(i)}\simeq A(L_{n}^{(i-1)})_{\mathrm{G}\mathrm{a}1(L_{n}^{(\dot{\cdot}-1)}/k_{n})}(i\geq 1)$

が分かるので, 各 $i\geq 1,$ $n$ \geq 0 について $X_{n}^{(i)}$ は有限アーベノレ群である. $\not\in’$っ $\text{て}X_{n}^{(1)}=$

$X_{n},$ $X^{(1)}=X$ を考 $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\backslash }$す $*\mathrm{b}$ば, $i\geq 1$ を固定して, $n\geq 0$ を動 $\delta\backslash$したときの $X_{n}^{(\cdot)}$

.
の位数 $\sigma$) $\text{振}$

る いが岩澤公式の er うに–$\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\backslash }\ \mathrm{r}^{A}\cup$澤加群 $X^{(i)}$ の何ら力]の構 $\xi\backslash$.不変量を用 $\mathrm{V}$ ‘て表 $\#$る力 $>$ ?

という問題が考えられる. そのためにます高次岩澤加群の構造 [こつ $\mathrm{V}$ ‘てまと $d\supset^{\vee}Ck$
‘ く

$\llcorner$

通 F\sigma )岩澤理論で $Xl-,$ $\Gamma:=\mathrm{G}\mathrm{a}1(K/k)$ が作用するのと同様のやり方で, i-次岩 gカ I群

$X^{(i)}=\mathrm{G}\mathrm{a}1(L^{(i)}/L^{(i-1)})$ (L0) $:=\tilde{L}^{c_{+1}(\overline{G})}\dot{.})$ {こも $\Gamma$ 力 $\grave{\grave{>}}$

$\mathrm{G}\mathrm{a}1(L^{(i)}/k)$ 0\supset \hslash 部自己同型\epsilon
‘ じて $\text{自}$

然に{$\not\in$用している. 従って $X^{(i)}$ も $\Lambda$-加群の構造を持って $\phi\backslash$る. この A-カ#群構造 lこ関して

次が成立する :

命題 1. $\mu$ を $K/k$ の岩澤 \mu -不変量とする.
(i) $\mu=0$ ;x らばすべての $i\geq 1$ に対して $X^{(i)}$ は有限生戒捩れ A-カ I群, さら tこ $\mathrm{Z}_{p}$上でも有

限生戒 (つまり $\mu(X^{(i)})=0$).
(ii) $\mu>0$ ならば, $i\geq 2$ の $\text{と}$ きは $X^{(i)}$ は $\ovalbox{\tt\small REJECT}^{-}$れ $\Lambda$-加群てある力 SA上有限生成で{まな1.

(iii) $\mu$ の値に拘わらす: $\lambda^{(:\rangle}:=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}_{\mathrm{Z}_{p}}X$ (:)1ま有限.

上の $\lambda^{(i)}$ $(i\geq 1)$ を $i$-次岩澤 $\lambda$-不変量と呼ぶことにする. $\lambda^{(1)}$ la $K$/k\emptyset J‘Eff\sigma )岩澤 $\lambda-$

不変量に等し 1 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ とに注意しよう. 命題 1 より $\mu=0$ の時{まアーベノレ的な場合 $(i=1)$ と

$i\geq 2^{\vee}C^{\backslash }\backslash X$
(:) の $\Lambda$-加群構\epsilon ‘.に大きな差はないが, $\mu>0$ の場合}ごは著し 1 違 $\mathrm{V}$ ‘力 $\leq$あるこ $\text{と}$

\hslash 傷かる. 以下 $\mu=0$ の場合に限って話を進め 6 こと}こする. すると, アーベノレ的な場合

の岩澤公式を思えば自すと次の予想へと導かれるであろう ([2]) :
予想 (非アーベル岩澤公式). $\underline{\mu=0}$ と仮定する. このとき各 $i\geq 2$ [こ対して 8

$\exists\nu^{(i)}\in \mathrm{Z}\exists n_{0}^{(i)}\geq 0$ : $\# X_{n}^{(i)}=p^{\lambda^{(:)}n+\nu^{(:)}}.$ for $\forall n\geq n_{0}^{(1)}.$ .
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これまで上の予想は特殊な条件を満たす $\mathrm{Z}_{p}$-拡大 $K/k$ と小さ $\mathrm{t}^{\mathrm{a}}i$ に $\vee\supset \mathrm{t}$ ‘て正し 1 こと力\leq 知

られているに過ぎなかったのであるが ([2] 参照), 遂にこれを一般に示すことに成功した :

定理 1([3]). 上の予想は正しい.

この定理の直接の系として $k_{n}$ 上の nflpotent class $i$ の最大不分岐 r拡大のガロワ群
$G_{n}^{(i)}:=\tilde{G}_{n}/C_{i+1}(\tilde{G}_{n})=\mathrm{G}\mathrm{a}1(L_{n}^{(i)}/k_{n})$ の位数に関して次の公式を得る :

系 - $K/k$ の $\mu$-不変量は 0 であると仮定する. このとき $i\geq 1$ につ 1 ‘て

$\exists m_{0}^{(i)}\geq 0$ : $\# G_{n}^{(i)}=p^{(\Sigma_{\mathrm{j}=1}^{*}\lambda^{(j)})n+\Sigma \mathrm{j}_{=1}\nu^{(j)}}$ for $\forall n\geq m_{0}^{(i)}$ .

このように $k_{n}$ 上の非アーベル不分岐 $p$-拡大のガロワ群 $G_{n}^{(i)}$ の位数に関しても岩澤公式
の類似が成立するのである.

3. 非アーベル岩澤公式の証明

この節では非アーベル岩澤公式の証明を説明したいと思う, 以下では, Zp-拡大 $K/k$ の

$\mu$-不変量は 0 で $K/k$ で分岐している素点は完全分岐して $\backslash$ると仮定する $(_{}^{}$の後半の仮

定は必要であれば適当な $n\geq 0$ について $k$ を $k_{n}$ に取り替えれば $\iota\backslash$つでも成立す6ので無
害である). そして $i\geq 1$ を 1 つ固定する. このとき, $X_{n}^{(i)}$ は $X^{(i)}$ の商{こ $ft$ ること力|分力\supset る

ので, $X_{n}^{(i)}=X^{(i)}/Y_{n}^{(i)}$ となる $X_{n}^{(i)}$ の部分加群 $Y_{n}^{(i)}$ が存在する. この Y憶の $n$ を動力 1 した

ときの振る舞いが分かれぱ, $X_{n}^{(i)}$ の振る舞い (特にその位数) を知ること力\leq で $\text{き}$ る.

$i=1$ のときがオリジナル\emptyset 岩 $\grave{\{}\not\in$公式の状況なので, まずこの場合を見てみよう, この場合

は $Y_{n}^{(1)}$ は非常に良い振る舞いをすることが分かつて 1 る:

(1) $Y_{n}^{(1)}=\nu_{n}(Y_{0}^{(1)}),$ $\nu_{n}:=1+\gamma+\gamma^{2}+\cdot.$ . $+\gamma^{p^{n}-1}\in\Lambda,$ $\Gamma=\langle\gamma\rangle$ .

このように $Y_{n}^{(1)}$ を綺麗に記述できることが, オリジナノレの岩澤公式の証明の鍵であっ $_{-}^{\sim}$ .
$\text{さ}$ らに $\mu=0\text{の}$ ときは $X^{(1)}$ は $\mathrm{Z}_{p}$-上有限生成で, $\nu_{rn,n}:=\nu_{m}/\nu_{n}\in \mathrm{A}(m\geq n\geq 0)$ とお’ナ

ば, $n$ が十分大きいときには $\nu_{m,n}$ が $p^{m-n}\cross$ ( $\Lambda^{\mathrm{x}}$の元) で $X^{(1)}$ に作用することも分力 1るの

で (1) より,

(2) $\exists n_{0}\geq 0$ : $Y_{n}^{(1)}=p^{n-n0}Y_{n0}^{(1)}(\forall n\geq n_{0})$

となることも分かる. 従って,
$\# X_{n}^{(1)}=\#(X^{(1)}/Y_{n0}^{(1)})\#(Y_{n0}^{(1)}/p^{n-n0}Y_{n_{0}}^{(1)})$

であり, $n_{0}$ を十分大きくとっておけば $Y_{n0}^{(1)}\simeq \mathrm{Z}_{p}^{\oplus\lambda}$ なので, 上式より岩澤公式力\leq 導力\supset れる.
$i\geq 2$ の場合には, $X^{(i)}$ を A-加群として捉えた場合に $Y_{n}^{(i)}$ の間 [こ (1) のような簡明な関

係 lf一般に存在し $fp$い. これが $i\geq 2$ の場合の $\# X_{n}^{(\dot{\iota})}$ \sigma )振る舞りの研究 $\text{を}$困難 $1_{-}^{\vee}$ $\text{さ}$せて $\iota\backslash$

$\text{る}$要因で $\text{あ}\prime\supset$たのであ $\text{る}l\grave{\grave{\backslash }},$

$X^{(i)}=C_{i}(G^{(i)})\subseteq G^{(:)}:=\tilde{G}/C_{\dot{l}+1}(\tilde{G})$ と捉えて, $G^{(\dot{l})}l’$.対して

群論的手法を駆使すること $\#_{-}^{}$ より $Y_{n}^{(i)}$ の間に (2) のような関係 $\delta^{*}1$成立することを示すこと
ができて, 公式が証明されるのてある. 以下でそれを説明しよう.

$i=1$ \sigma ) 合に上で見たように, $X^{(i)}$ が $\mathrm{Z}_{p}$-上有限生成で $\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}\mathrm{z}_{\mathrm{p}}X^{(:)}=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}\mathrm{Z}_{\mathrm{p}}Y_{n}^{(1)}.=\lambda^{(i)}$

であることに注意すれば (命題 1) 非アーベル岩澤公式を示す [こ {ま結局

(3) $\exists$n$0\geq 0:Y_{n}^{(}.=(Y_{n0}^{(\dot{\cdot})})^{p^{n-n_{\mathrm{Q}}}}(\forall n\geq n_{0})$
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が言えればよい (以下ではアーベル群であっても群演算は乗法的に記す). そのためには次
の 2つ主張を示せばよい :

(A) $\exists d\geq 0:\# X_{n}^{(i)}\leq p^{\lambda^{(i)}n+d}$ for $\forall n\geq 0$ .

(B) $\exists m_{0}\geq 0:Y_{n+1}^{(i)}\subseteq(Y_{n}^{(i)})^{p}$ for $\forall n\geq m_{0}$

$(\mathrm{A})_{)}(\mathrm{B})$ が示されたする. (B) より
$\# X_{n+1}^{(i)}/\# X_{n}^{(\dot{l})}=\#(Y_{n}^{(i)}/Y_{n+1}^{(\dot{l})})\geq\#(Y_{n}^{(\dot{\iota})}/(Y_{n}^{(\dot{\iota})})^{p})\geq p^{\lambda^{(*)}}.$ for $n\geq m_{0}$ .

なので, ある $a_{n}\geq 0(n\geq m\mathrm{o})$ について $\# X_{n+1}^{(i)}/\# X_{n}^{(_{\dot{l}})}=p^{\lambda^{(\cdot)}+a_{n}}$

.
となる. よって

(4) $X_{n}^{(i)}=p^{\lambda^{(\cdot)}(n-m\mathrm{o})+\Sigma_{i=m_{0}}^{n-1}a:+b}.=p^{\lambda^{(*)}n+(\Sigma_{*=m_{0}}^{n-1}a_{i}+b-\lambda^{(:)_{m_{0})}}}..$ for $n\geq m_{0}$ .
$(\# X_{m_{0}}^{(i)}=p^{b})$ を得る. 従って (A) より $n$ が十分大ならば $a_{n}=0,$ $Y_{n+1}^{(i)}=(Y_{n}^{(i)})^{p}$ となり,
(3) が得られる.

$(\mathrm{A}),(\mathrm{B})$ を示すためにます $Y_{n}^{(:)}$ が $X^{(i)}$ の如何なる部分群であるかを記述 $\vee t$る. $\mathcal{G}^{(i)}:=$

$L^{(i)\text{の素_{}\backslash }\mathrm{f}\mathrm{i}l^{\vee}*_{\backslash :\grave{\text{す}}}}\mathrm{G}\mathrm{a}1(L^{(i)/k)\text{と}\mathrm{k}}|\llcorner$gる惰fflkfflK‘$(j=1, 2/k^{-}C^{\theta}\mathrm{f}\mathrm{l}\text{岐}, .-.t.\text{る}, s)\text{とする}k\text{の}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{t}$

.
(
$1-\text{の}$

\leq
と

$\text{き}\leq$

,
$s$ )

$\text{とし}\mathfrak{p}_{j}|\mathrm{J}K$’/Ikj\mbox{\boldmath $\tau$}完 (4|.)$\text{分}$k岐 $\text{して}4_{\mathrm{i}}\text{の}$

,
$L^{(i)}/K$で不分岐であるから, 自然な全射 $\mathcal{G}^{(i)}arrow\Gamma$ が同型 $I_{j}\simeq\Gamma\simeq \mathrm{Z}_{p}$ を 導する. そこ

で, $I_{1}=\langle\gamma$) $\simeq\Gamma,$ $I_{j}=\langle\gamma g_{j}\rangle(g_{j}\in G^{(i)}, 2\leq j\leq s)$ としよう. このとき次力\leq 成立する:

命題 2. (i) $G_{n}^{(\dot{\iota})}\simeq G^{(i)}/R_{n}^{(\dot{\iota})},$ $R_{n}^{(\dot{\iota})}=$ ( $\nu_{n}$ ( $[\gamma,$ $x$]), $\nu_{n}(g_{j})|x\in G^{(}$i), $2\leq j\leq s)_{G^{(i)}}$

ここで, 交換子は $[x, y]:=x^{-1}y^{-1}xy$ で,
$\nu_{n}(g):=(\gamma^{-(p^{n}-1)}g\gamma^{p^{n}-1})(\gamma^{-(p^{n}-2)}g\gamma^{p^{n}-2})\cdots(\gamma^{-1}g\gamma)g(g\in G^{(i)})$

であり, $(*)_{G}$ (:) は, 括弧内の元で生成される $G^{(i)}$ の正規 (閉) 部分群を表す

(ii) $Y_{n}^{(i)}=C_{\dot{l}}(G^{(i)})\cap R_{n}^{(i)}\subseteq X^{(i)}=C_{i}$(G(i)).

この命題は, 岩澤類数公式の証明の過程で示された $i=1$ の場合の主張と全く同じ考察
て示すことができる (例えば [4, Lemma 13.15] 参照).
まず (A) であるが, これは以下のように容易に示される :

補題 1. $\exists c\geq 0$ :(X(i))$p^{n+\mathrm{c}}\subseteq Y_{n}^{(i)}$ for $\forall n\geq 0$ .
(証明) $i$ に関する帰納法で示す. $i=1$ のときは (2) より $\mathrm{O}\mathrm{K}!$

$i=l-1$ に対して補題が成立と仮定. $[, ]$ : $X^{(l-1)}\cross X^{(1)}arrow X^{(}$\iota ) を交換子積力 S誘導する
pairing, $A\subseteq X^{(l-1)},$ $B$ X(1) に対して $[A, B]$ を { $[a,$ $b]|a\in A,$ $b$ \in B} で生成される $X^{(l)}$

の部分群とする. 命題 2 より $R_{n}^{(l-1)}=R_{n}^{(l)}C_{l}(G^{(l)})/C_{l}(G^{(l)})\subseteq G^{(l-1)}=G^{(l)}/C_{l}(G^{(\downarrow)})$ であ

るから $[Y_{n}^{(l-1)}, X^{(1)}]\subseteq Y_{n}^{(l)}$ となることに注意すれば, 帰納法の仮定より,
$Y_{n}^{(l)}\supseteq[Y_{n}^{(l-1)}, X^{(1)}]\supseteq[(X^{(l-\mathfrak{y}})^{\mathrm{p}^{n+\mathit{0}}}, X^{(1)}]=[X^{(l-1)}, X^{(1)}]^{p^{n+e}}=(X^{(l)})^{p^{n+\mathrm{c}}}$

となり, $i=l$ のときも補題は戒立. よって補題は示された. 口

(A) は上の補題より直ちに従う.
次に (B) であるが, これは命題 2 からも分かる \ddagger うに $R_{n}^{(i)}$ $\text{の}n$ を動かしたときの挙動 $\text{を}$

ます見極めることが必要となる. その前に新たに記号を少し導入する. 群 $H$ と素数 p}こ
$*_{\backslash }\mathrm{f}$ゝ,

$H^{p^{n}}:=\langle h^{p^{n}}|h\in H\rangle,$ $H^{1p^{n}]}:=\{h^{p^{n}}|h\in H\}$ $(n\geq 0)$
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とおく ( $H$ が位相群の場合は \leftrightarrow は常に括弧の中の元で生成される閉部分群を表す).
さて, $g\in G^{(}$ i) と $m\geq n\geq 0$ に対して

$\nu_{m,n}(g)=(\gamma^{-p^{n}(p^{m-n}-1)}g\gamma^{p^{n}(p^{m-n}-1)})(\gamma^{-p^{n}(p^{m-n}-2)}g\gamma^{p^{n}(p^{m-n}-2)})\cdots(\gamma^{-p^{n}}g\gamma^{p^{n}})g$

とおく ($i=1$ のときはこの作用素は (1) の後で定義したものに他ならないことに注意). こ

のとき $\nu_{m}(g)=\nu_{m,n}$ ( $\nu_{n}$ (g)) となることが容易に分かるので命題 2 より

(5) $R_{n+1}^{(i)}=(\nu_{n+1,n}(\nu_{n}([\gamma, x])), \nu_{n+1,n}(\nu_{n}(g_{j}))|x\in G^{(i)}, 2\leq j\leq s)_{G^{(:)}}$

となる. ここで群論的な考察により次を示すことができる :

補題 2. 任意の $d\geq 0$ に対し, 次をみたす $n_{1}\geq 0$が存在する :
$\gamma$ の作用で閉じて $\backslash$る任意の部分群 $R\subseteq G^{(}$i) に対して, $n\geq n_{1}$ ならば

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{+d,n}(R)\subseteq R^{p^{d}}$

となる.
$0\dagger’.nl\grave{\grave{>}}\text{十}\theta 3\text{大}rx\text{ら}l\mathrm{g}^{*}$

$\nu_{n+1,n}(R_{n}^{(i)})\subseteq(R_{n}^{(i)})^{\mathrm{p}}$

となる.

これは $G^{(1)}=X$ に注意すれば, $i=1$ の場合と同じ状況が成立して $\nu$
$\backslash$るとみること力\leq で

きる (式 (1) の後の記述参照). よって補題 2 と (5) より次を得る :

補題 3. $n$ が十分大きいとき, $R_{n+1}^{(i)}\subseteq(R_{n}^{(i\rangle})^{p}$ .

$-\text{の補題力}\backslash \text{ら}$

$Y_{n+1}^{(i)}=C_{i}(G^{(i)})\cap R_{n+1}^{(i)}\subseteq C_{i}(G^{(:)})\cap(R_{n}^{(i)})^{p}$

が出るが, (B) を示すにはさらに

(6) $C_{i}(G^{(i)})\cap(R_{n}^{(i)})^{p}\underline{\subseteq}(Y_{n}^{(i)})^{p}=(C_{i}(G^{(i)})\cap R_{n}^{(i)})^{p}$

を示さなければならない. $Y_{n}^{(i)}$ はアーベル群であるから $(Y_{n}^{(i)})^{p}=(Y_{n}^{(i)})^{[p]}$ である. また大

雑把に言って $C_{i}(G^{(i)})\cap(R_{n}^{(i)})^{p}$ の元は $R_{n}^{(i)}$ のいくつ力\supset の r乗元た $\mathrm{b}$の積力]らなって $\mathrm{V}^{\mathrm{a}}$ る.

したがって (6) \epsilon 示すには, 「適当な条件をみたすいくつかの r乗元たちの積力\leq 1 つの p-

乗 $\overline{\pi}$で表される」 という fflのことを示す必要がある. それに応えてくれるの力 S次の組み合
わせ群論的な結果である :

命題 3. 次の条件を満たす $i\geq 1$ にのみ依存する定数 $e=e$(i) が存在する:

任意の $C_{*+1}.(H)=1$ となる抽象群 $H$ と素数 $p$ に対して,

$x,$ $y\in H,$
$n\geq 0\Rightarrow x^{p^{n}}y^{\mathrm{p}^{\mathfrak{n}+e}}\in H^{1p^{n}]}$

が成立する.

特に, 次の系を得る.

系 $e=e$(i) を命題 3 の定数, $H$ を $C_{i+1}(H)=1$ となるコン J�クト (もしく 1ま離散) 位相

群, $p$ を素数とすれぱ任意の $n\geq 0$ に対して

Hpn+\epsilon Hlp判

が成立する.
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命題 3 の証明の詳細はここでは省略するが, 基本的には Hall の公式とよばれる, ア
ルファベット $X,$ $Y$ に関する語 $(XY)^{m}$ (m $\geq 0$ ) のある種の展開式 (例えば $(XY)^{2}=$

$X^{2}Y^{2}$ [Y, $X$] $[[Y, X],$ $Y])$ を使って証明される.
以下, この命題を $G^{(i)}=\tilde{G}/C_{i+1}$ (G) やその部分群に適用してゆくのであるがその前に

1 つ補題を述べておく :

補題 4. 任意の $d\geq 0$ に対し, 次をみたす $n_{2}\geq 0$が存在する :
任意の正規部分群 $N\subseteq G^{(i)}$ に対して, $(G^{(i)})^{[p^{n_{2}}]}$ の元は $N/N^{p^{\mathrm{d}}}$ に共役で自明に作用する.

この補題も補題 2 と同様の群論的議論で容易に示される.
以上の準備の下で (B) を示そう. 補題 2 と命題 3 系より, 与えられた $a\geq 0$ に対して $n$ が

十分大きいときには $R_{n}^{(i)}\subseteq$ ( $G^{(}$i)
$)$
[pa] となることが分かる. このとき, $a$ を十分大きく取っ

てお $\#\mathrm{J}$ば $x,$
$y\in R_{n}^{(i)}$ に対し,

$[x, y]=x^{-1}(y^{-1}xy)\in x^{-1}(x(R_{n}^{(i)})^{p^{1+3\mathrm{e}}})\subseteq(R_{n}^{(1)}.)^{[p^{1+2\mathrm{e}}]}$

($e=e(i)$ は命題 3 の定数) が補題 4 と命題 3 系より示される. よって

$[R_{n}^{(i)}, R_{n}^{(i)}]\subseteq(R_{n}^{(i)})^{p^{1+2\mathrm{e}}}\subseteq(R_{n}^{(i)})^{[p^{1+\circ}]}$

が再び命題 3 系より分かる. 従って, 任意の $r,$
$s\in R_{n}^{(i)}$ に対して

$r^{p}s^{p}\in(rs)^{p}[R_{n}^{(i)}, R_{n}^{(i)}]\subseteq(rs)^{p}(R_{n}^{(\dot{\iota})})^{[p^{1+e}]}\subseteq(R_{n}^{(i)})^{[p]}$

が命題 3 より出るで, 結局

(7) $(R_{n}^{(i)})^{p}=(R_{n}^{(i)})^{[p]}$

が $n$ が十分大きいときには成立する. さて, 補題 3 と (7) より

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{+1}^{i)}\subseteq C_{i}(G^{(i)})\cap(R_{n}^{(i)})^{\mathrm{b}]}$

であるから, 任意の $y\in Y_{n+1}^{(i)}$ は $y=r^{p},$ $r\in R_{n}^{(i)}$ と書 $\#\tau$る.ここで–G$(i)/C_{i}$ (G(i)) $\mathrm{t}^{\vee}.\geq \mathrm{F}\text{自^{}\beta}\mathrm{f}\mathrm{l}^{f}$X

捩れ元が存在しないと仮定すれば $y=r^{p}\in C_{i}$ (G(i)) より, $r\in \mathrm{G}$ (G(i)) が出るので $y=$

$r^{p}\in$ ( $C_{i}$ (G(i)) 口献) $)p-―$ $(Y_{n}^{(i)})^{p}$ となり, (B) が証明される. 一般の場 $\bigwedge_{\square }$についても, もう
少し議論をすれば同様に (B) が示されて, 非アーベル岩澤公式の証明が完結す 6.
さて, 上の証明により $Y_{n}^{(i)}$ の挙動が (3) のようになることが明らかになり, $X_{n}^{(i)}$ の挙動も

$X_{n}^{(i)}\simeq X^{(i)}/(Y_{n0}^{(i)})^{p^{n-n_{\mathrm{Q}}}}$ $(n\geq n_{0})$

となることが分かった. それでは, $R_{n}^{(i)}$ や $G_{n}^{(i)}$ の挙動はどうであろうか? $R_{n}^{(\dot{l})}$ に関しては,
非アーベル岩澤公式の証明では補題 3 で十分であったがもう少し議論するとより強く次の
ことが分かる :

命題 4. $i\geq 1$ に対し,

$\exists$l$0=l_{0}^{(i)}\geq 0:R_{m}^{(i)}=(R_{n}^{(i)})^{p^{m-n}}=(R_{n}^{(i)})^{[p^{m-n}]}$ f$\mathrm{o}$r $m\geq n\geq l_{0}$

従って,
$G_{n}^{(\cdot)}.\simeq G^{(:)}/R_{l_{0}}^{p^{n-1_{0}}}$ for $n\geq l_{0}$

となる.
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$i=1$ の場合では (2) より:
$G_{n}^{(1)}=X_{n}\simeq X/p^{n-n}$0Y0 $(n\geq n_{0})$

であったから, 上の命題よりこれの類似が非アーベルガロワ群 $G_{n}^{(i)}$ についても成立してい
るとみることができる. このように非アーベル岩澤公式の証明は非アーベル不分岐 r拡大
のガロワ群 $G_{n}^{(i)}$ の位数のみならす, その構造の $n$ を動かしたときの挙動もある程度教えて
くれる.

4. 今後の課題

非アーベル岩澤公式の証明を読んでみると, $\mathrm{Z}_{p}$-拡大 $K/k$ の数論を全くと言ってよいほ
ど使っていないことが分かる (強いて使っている箇所を言えぱ, 命題 $2(\mathrm{i})$ を導く所と , 有限
次代数体上の最大不分岐アーベル拡大の有限次性ぐらいであろう). これはオリジナル
の岩澤公式の証明についても言えることであり, 一度命題 2 を導いてしまった後は, 純群
論的に事が運ぶのである. 振り返ってみれば, これが非アーベル岩澤公式を証明できたこ
との主要因と考えられる. 更に言えば, A-加群の構造定理も使われておらす $\lceil\Gamma$ が作用す
る pro-r群」を扱うという立場で証明が与えられている.
しかし, $\mu>0$ の場合も含む一般の場合に $X_{n}^{(i)}$ 乃至は $G_{n}^{(i)}$ の挙動を調べることは, 先の

証明の手法では未だ困難である. より数論的な異なる手法で, 特殊な $\mu>0$ なる Zp-拡大
については次のような $\# X_{n}^{(2)}$ の公式が得られているが, これはオリジナルの岩澤公式とは
随分と形が異なっている ([2], [3] 参照)

定理 2. $K/k$ を次を満たす $\mathrm{Z}_{p}$-拡大 $(p\neq 2)$ とする:
(i) $K/k$ の岩澤加群 $X$ が $(\Lambda/p)^{\oplus\mu}$ と同型, (このとき $\mu(K/k)=\mu$),
(ii) $K$ の $p$ 上の素点は唯 1 つ.

このとき, ある非負整数 $\kappa(K/k)$ と整数 $\nu^{(2)}(K/k)$ が存在して, 十分大なるすべての $n$ につ

いて

$\#$X$n(2)=p^{(^{\mu \mathrm{g}}\frac{n-1}{2}\mu)p^{n}-\kappa(K/k)p^{n}+\nu^{(2)}(K/k)}$

が成立する.

もしも $\Gamma\simeq.\mathrm{Z}_{p}$ が作用している prO-p群 $G$ で降中心列が有限 $-\zeta^{\backslash }\backslash \Re$れるものに対して, 何

らかの一般的な $\ovalbox{\tt\small REJECT}\doteqdot$造定理が得られるならば, 先の $\mu=0$ の場合の証明も見通しの良 $\backslash$もの

が与えられて, さらには一般の場合の公式も得られるかもしれな $\Downarrow\backslash$ (その場合に}ま定理 2
が示唆するように, $\kappa(K/k)$ に相当する新しい構造不変量も登場するに違 1 $\backslash$な $4^{\backslash }$ ). 実際こ
$G$ がアーベル群の場合には, 岩澤 [1] においてこれが実行されて岩澤公式が証明され $-.\text{の}$

である (それが後の $\Lambda$-加群\sigma )構造定理). 今後はそのようなことも視野に入れた研究力\leq 進
められてゆくと良いと考える.
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