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Special elements and locally trivial cocycles in Iwasawa theory
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1. Introduction

本稿のテーマについて文献をさかのぼってみると、岩澤健吉氏の 1959年の論文 [12, p.556]
に以下のような記述を見つけることができる。氏が岩澤理論を創始された当初から、 これ
らの問題に興味を持っておられたことが分かる。

“However, this last statement, on the rank of $E_{n,0}$ is yet unproved, though it looks quite
likely to be true. $\cdots(.|\supset\ovalbox{\tt\small REJECT})’\cdot$ . It is also yet unknown whether or not $i$A(L/F) is regular

for every even index $i$ . ”

ここで、 $p$ は素数、 $F_{n}=\mathrm{Q}(\zeta_{p^{n}\dagger 1})$ (\mbox{\boldmath $\zeta$}m は 1 の原始 $m$ 乗根) $\text{、}$

$E_{n}$ を $F_{n}$ の単数群、 F,,い
を $F_{n}$ の $p$上の唯一の素点 $\mathfrak{p}_{n}$ での完備化、 $U_{n,0}$ を $F_{n,\mathfrak{p}_{n}}$ の主単数群、 自然な埋め込み写像

$d_{n}$ : $F_{n}"arrow F_{n,\mathfrak{p}_{n}}$ とするとき、 $\overline{E}_{n,0}$ は d。$(E_{n})\cap U_{n,0}$ の $U_{n,0}$ 内における閉包である。 また、
$F=\mathrm{U}_{n}F_{n\text{、}}.L$ を $F$上の最大不分岐アーベル $p$拡大とするとき、 $:A(L/F)$ はいわゆる $\Delta$ 分

解による Gal(L/F) の $i$ 部分の指標群とする。 さらに $A$ が $n$-regular とは、 $\Gamma_{n}=\mathrm{G}\mathrm{a}1(F/F_{n})$

の位相生成元 $\gamma_{n}$ に対し $(\gamma_{n}-1)A=A$ となることであり、 regular とは任意の $n$ に対し
$n$-regular であることを $\mathrm{A}$ゝう。
まず,. 最初の文は、次の Leopoldt 予想に関する記述である。

Leopoldt 予想 $\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}\mathrm{z}E_{n}=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}\mathrm{z}_{\mathrm{p}}E_{n,0}$.

円分体の場合は、 Baker の定理の $p$進版の手法で Ax 氏 [1], Brumer 氏 [2] により肯定的
に解決された。 このことと類体論によって、 $K$ を $F$ の最大 $p$ の外不分岐アーベル $p$拡大

とするとき、 $A(K/F)$ が regular であることが従う。
一方、 後半の文は、未解決予想である次の Vandiver予想と Greenberg予想に関連付け
ることができる。 $F_{n}^{+}=\mathrm{Q}(\zeta_{p}+\zeta_{p}^{-1})$ ( $F_{n}$ の最大実部分体) とおく。

� ndiver 予想 $F_{n}^{+}$ の類数は $p$ で割れない。 ( $F_{0}^{+}$ の類数が $p$ で割れなければ十分。 )
$\Leftrightarrow$ 全ての偶数 $i$ に対し、 $iA(L/F)$ は自明である。

Greenberg 予想 $F_{n}^{+}$ の類数の $p$部分は $narrow\infty$ で有界である。
$\Leftrightarrow$ 全ての偶数に対し、 $iA(L/F)$ は有限である。
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イデアル類群の有限性と類体論より,. $A(L/F)$ が regular であることと $A(L/F)$ が $p$ 可

除加群であることは同値である。 $j$ が奇数のときは $jA(L/F)$ は $p$ 可除なので、偶数 $i$ に対
し $iA(L/F)$ が $p$ 可除かどうかが問題となっている。各々の $p$ については、 3つの可能性が
考えられる。

-Vandiver 予想、 従って Greenberg予想も成立し、 $A(L/F)$ は regular である。
$=\mathrm{V}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}$予想が不成立だが Greenberg予想は成立し、 $A(L/F)$ は regular ではない。
$=\mathrm{V}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}$予想、 Greenberg予想ともに不成立となる。 $A(L/F)$ が regular かどうかはこ
の 2 つの予想からは決まらない。

$M$ (i) で $M$ の $i$ 回の Tate twist を表すことにする。 コホモロジー群 $H^{1}(G\mathrm{Q}_{\infty}, \mathrm{Q}_{p}/\mathrm{Z}_{p}(i))$

の言葉を用いると、 $iA(K/F)$ は $p$ の外 locally trivial cocycle の集合、 $iA(L/F)$ は $p$ も含
めた locally trivial cocycle の集合と対応をつけることができる。次節に述べるように、–

般に locally trivial cocycle はコホモロジー群の岩澤加群としての構造、特にねじれ加群に
大きな影響を及ぼす。本稿のテーマは、大域体と局所体のガロア群の差異をあらわす非自
明な locally trivial cocycle を、 いかにして系統的かつ効率的に見つけるかということであ
る。 この節の最初に引用した岩澤氏の文章は次のように続いており、研究のヒントになっ
ているのではないだろうか。

“Ihus the regularity of the modules $A(K/F)$ and $A(L/F)$ (and also many important
arithmetic properties of the cyclotomic fields $F_{n}(n\geq 0))$ essentially depends upon the
structure of the $G$ -group $E$ , the group of units of the field $Fr$ But we leave the study of
the structure of $E$ to a future publication and mention here only the following fact: Let
$E^{+}$ d$e$note as before, the group of real units in $E$ and $E’$ the subgroup of $E^{+}$ generated by
the sO-called circular units. $\cdot\cdot$ ’

注以降の節では、 この節における記号を必ずしも用いていない。

2. General setting

$k$ を有限次代数体とし、 Gal(k/k) が連続に作用する $A\simeq(\mathrm{Q}_{p}/\mathrm{Z}_{p})^{d}$ に対し、 $T=$

lim=Arpn]、 $V=T\otimes \mathrm{Q}_{p}$ とする。 $S$ は乃 $\infty$ 上と $k(A)/k$ で分岐する $k$ の全ての素点
を含む集合とし、以下 $S$ は有限集合であると仮定する。 $k_{S}$ を $k$ 上最大 $S$ の外不分岐な拡
大として、 $G=\mathrm{G}\mathrm{a}1(k_{S}/k)$ とおく。 k。を $k\subseteq k_{\infty}\subseteq k_{S}$ となる $k$ 上の $p$進 Lie 拡大とし、
$\Gamma=\mathrm{G}\mathrm{a}1(k_{\infty}/k)$ とおく。 $k_{n}$ を kknk。であって、$G_{n}=\mathrm{G}\mathrm{a}1(ks/k_{n})$ が口 nGn=G。
を満たすとき、次の Jannsen氏のスペクトル系列が得られる $[15, 20]$。

$E_{2}^{p,q}=E^{p}(H^{q}(G_{\infty}, A)^{\vee}) \Rightarrow\lim_{arrow}H^{p+q}(G_{n},T)$ .

ただし、 $M^{\vee}=\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\mathrm{Z}_{p}}$( $M$, Qp/Zp)。 この系列から以下の完全系列が得られる。
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$0 arrow E^{1}(H^{0}(G_{\infty}, A)^{\vee})arrow\lim_{arrow}H^{1}(G_{n}, T)arrow E^{0}(H^{1}(G_{\infty}, A)^{\vee})$

$arrow E2(H^{0}(G_{\infty}, A)^{\vee})arrow(\lim_{arrow}H^{2}(G_{n}, T))’arrow E1$ $(H^{1}(G_{\infty}, A)^{\vee})$

$arrow E\mathrm{s}(H^{0}(G_{\infty}, A)^{\vee})arrow 0$ .
ここで、 $\Lambda=-\mathrm{Z}_{p}[[\Gamma]],$ $E^{i}(M)=\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{\Lambda}^{i}(M, \Lambda),$ $( \lim_{arrow}H^{2}(G_{n}, T))’=(\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}$ : $\lim_{arrow}H^{2}(G_{n}, T)arrow$

$E^{0}$ (H2 $(G_{\infty},$ $A)^{\vee}$ ) $)$ である。 また、 Poitou-Tate氏らの双対系列より、以下の完全系列が得
られる。

$0 arrow\lim_{arrow}P^{0}(G_{n},T)arrow H^{2}(G_{\infty}, A^{*})^{\vee}$

$arrow\lim_{+-}H^{1}$ (Gn’ $T$) $arrow\lim_{arrow}P^{1}$ (Gn’ $T$) $arrow H^{1}$ ( $G_{\infty}$ , Al)ゞ

$arrow\lim_{arrow}H^{2}$ (Gn’ $T$) $arrow\lim_{arrow}P^{2}$ (Gn’ $T$ ) $arrow H^{0}(G_{\infty}, A^{*})^{\vee}arrow 0$ .
ここで、 $P^{i}$ (Gn’ $M$) $=\oplus_{v\in S}$ (IIr7|v $H^{i}$ ( $G_{n,\eta},$ $M$)),
$A^{*}=V^{*}/T^{*}=$ ( $\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{z}_{p}$ (T, $\mathrm{Z}_{p}(1))\otimes \mathrm{Q}_{p}$ ) $/\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{z}_{\mathrm{p}}$ (T, $\mathrm{Z}_{p}($ 1)) である。

以下、 $\Gamma\simeq \mathrm{Z}_{p}$ の場合を考察する。 この場合、 $M$ を有限生成 $\Lambda$加群とするとき、 $E^{i}(M)$

は以下のような対象に概ね対応している [14]。
$E^{0}(M)arrowarrow\Lambda^{\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}_{\Lambda}M}$

$E^{1}(M)\vdasharrow \mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}_{\Lambda}M+$ ( $\Lambda^{\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}_{\Lambda}M}$ と $M/\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}_{\Lambda}M$ との差)
$E^{2}(M)\vdasharrow M$ の最大有限 $\Lambda$ 部分加群
$E^{i}(M)=0$ $(i\geq 3)$

まず、 $H^{1}$ $(G_{\infty}, A)$ の $\Lambda$-加群としての corank は、 Euler-Poincare’指標の計算により

$\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}_{\Lambda}(H^{1}(G_{\infty}, A))=r_{2}(k)d+\sum_{v\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{a}1}d_{v}^{-}+$
corank$\Lambda(H^{2}(G_{\infty}, A))$

で与えられる [8]。 ただし、 $r_{2}$ (k) は $k$ の虚素点の個数であり、 $k$ の実素点 $v$ に対し $v$ 上の

複素共役元の作用により $V$ を $V^{+}$ と $V^{-}$ に分解し $d_{v}^{\pm}=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{q}_{p}V$
\pm としている。 さらに、次

の予想がある [7]。

Weak Leopoldt 予想 $H^{2}(G_{\infty}, A)arrow P^{2}(G_{\infty}, A)$ は同型。

以下、 $\underline{\text{の予}l\Re\cup \text{を}A\text{と}A^{*}\#’.X\prime \mathrm{f}\text{し^{}\sim}C\text{仮}}$\not\in する。 すると、局所的な情報によって corank
を表すことができる。

$\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}_{\Lambda}(H^{1}(G_{\infty},A))=r_{2}(k)d+.\sum_{v\cdot \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{a}1}d_{v}^{-}+\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}_{\Lambda}(P^{2}(G_{\infty},A))$
.

なお、 $k_{\infty}/k$ で無限分解する有限素点があるとき、 $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}_{\Lambda}(P^{2}(G_{\infty}, A))>0$となる場合が
あることに注意する。 また、 上の 2 つの完全系列と Weak Leopoldt 予想から

$\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}_{\Lambda}(H^{1}(G_{\infty}, A))=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}_{\Lambda}(\lim_{arrow}H^{1}(G_{n},T))=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}_{\Lambda}(\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r} : \lim_{arrow}P^{1}(G_{n},T)arrow H^{1}(G_{\infty}, A^{*})^{\vee})$
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$=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}_{\Lambda}(\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r} :H^{1}(G_{\infty}, A^{*})arrow P^{1}(G_{\infty}, A^{*}))$ .

さらに簡単のため、 $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}_{\Lambda}(P^{2}(G_{\infty}, A))=0$ を仮定する。 $H^{1}$ ( $G_{\infty}$ , A)ゞの $\Lambda$-torsion は、
第一の完全系列から $\ovalbox{\tt\small REJECT}\overline{\mathrm{k}\ovalbox{\tt\small REJECT}\mathrm{k}^{\backslash }\lim_{arrow}H^{2}(G_{n},T}$) $\iota_{-*_{\backslash }\mathrm{f}\Gamma_{\mathrm{b}^{\text{、}}^{、^{}-}}\text{し}^{}}$

’ ‘
$\text{さ}$ らに第二の完全系列から以下の 2

つの加群に分けることができる。

( $\mathrm{I}\mathrm{m}$ : $\lim_{arrow-}H^{2}$ ( $G_{n}$ , T)\rightarrow lim。$P^{2}($Gn’ $T)$ ) $\simeq$ ( $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}$ : $\lim_{\vdash}P^{2}($Gn’ $T)arrow H^{0}(G_{\infty},$ $A^{*})^{\vee}$ )
$\simeq$ $(\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}:H^{0}(G_{\infty}, A^{*})arrow P^{0}(G_{\infty}, A’))$ ’.

$( \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}:\lim_{arrow}H^{2}(G_{n}, T)arrow\lim_{arrow}P^{2}(G_{n}, T))=(\mathrm{I}\mathrm{m}:H^{1}(G_{\infty}, A’)^{\vee}arrow\lim_{arrow}H^{2}(G_{n}, T))$

$\simeq(\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}:\lim_{arrow}P^{1}(G_{n},T)arrow H^{1}(G_{\infty}, A^{*})^{\vee})$

$\simeq(\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}:H^{1}(G_{\infty}, A^{*})arrow P^{1}(G_{\infty}, A^{*}))^{\vee}$ .

一般に、後者の locally trivial な $H^{1}$ $(G_{\infty}, A*)$ の元を計算することは難しく、従って
$H^{1}(G_{\infty}, A)$ V の岩澤加群としての構造を決定することも難しい。 次節以降では、 k。が $\mathrm{Q}$

の円分 $\mathrm{Z}_{p}$-拡大 $\mathrm{Q}_{\infty}$ , even Dirichlet 指標 $\chi,$ $A=(\mathrm{Q}_{p}/\mathrm{Z}_{p})$ (\chi )(i) という classical な場合に、
どのようにしてこの群を調べるのかを述べたい。

3. Classical case

3.1. Abelian extensions. $p$ を奇素数、 $\overline{\mathrm{Q}}\epsilonarrow\overline{\mathrm{Q}}_{p}$ を以下固定する。 $\chi$ を even Dirichlet 指
標 $(\chi(-1)=1)$ とし、 $k=k_{\chi}$ (\chi に対応する実アーベル体) とする。 $\omega=\omega_{p}$ を Teichm\"uller

指標とし、簡単のため、 以下を仮定する。

(C1) $k\cap \mathrm{Q}(\zeta_{p})=\mathrm{Q}$ and $|$ Gal(k/Q) $|$ divides $p-1$ .
$S$ を $\mathrm{Q}_{S}\supset k$ (\mbox{\boldmath $\zeta$}p) となる $\mathrm{Q}$ の素点の集合とする。 $G_{\infty}=\mathrm{G}\mathrm{a}1(\mathrm{Q}_{S}/\mathrm{Q}_{\infty}),$ $K=k$ (\mbox{\boldmath $\zeta$}p) とお

き、、 $H_{\infty}=\mathrm{G}\mathrm{a}1(\mathrm{Q}_{S}/K_{\infty}),$ $\Delta=\mathrm{G}\mathrm{a}1(K_{\infty}/\mathrm{Q}_{\infty})$ とする。 $A=(\mathrm{Q}_{p}/\mathrm{Z}_{p})(\chi)(i)$ (ガロア群の元
$\sigma$ が $\chi(\sigma)\chi_{cyd}$ (\sigma )i で作用) に対し、 inflation-restriction 写像により、 次の完全系列が得ら
れる。

$0arrow H^{1}(\Delta, A^{H_{\infty}})arrow H^{1}(G_{\infty}, A)arrow H^{1}(H_{\infty}, A)^{\Delta}arrow H^{2}(\Delta, A^{H_{\infty}})$.

ここで、 $\Delta$ の位数は $p$ と素であるから、 $H^{1}(G_{\infty}, A)\simeq H^{1}(H_{\infty}, A)^{\Delta}$ となる。 $\Delta$ の指標
$\psi$ に対し $e_{\psi}= \frac{1}{|\Delta|}\sum_{\delta\in\Delta}\psi(\delta)\delta^{-1}\in \mathrm{Z}_{p}[\Delta]$ と定める。 $Z_{\infty}=$ ( $H_{\infty}/\overline{[H_{\infty},H_{\infty}]}$ の prO-p 商) と

おき、 $\Delta$-分解 $Z_{\infty}=\oplus e’ Z_{\infty}=\oplus Z_{\infty}^{\psi}$ と書くことにする。 ここで、 H。は $A$ に自明に作
用するから、 $i’\equiv i\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} (p-1),$ $1$ $\leq i’\leq p-1$ として、

$H^{1}(G_{\infty},A)\simeq H^{1}(H_{\infty}, A)^{\Delta}=\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\Delta}(Z_{\infty}, A)$

$=\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\mathrm{Z}_{\mathrm{p}}}(Z_{\infty}^{\chi\omega^{J}}\dot{.}, A)=(Z_{\infty}^{\chi\omega})^{\vee}(\chi)(i):^{J}$ .
このようにコホモロジー群を “素点の分岐に関する制限付きアーベル拡大のガロア群” を
用いて表すことができる。以下、 ガロア群の言葉で述べることにする。
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$M_{\infty}^{S}$ を K。上最大 $S$ の外不分岐アーベル $p$ 拡大、 $M_{\infty}$ を K。上最大 $p$ の外不分岐アー
ベル $p$ 拡大、 $L_{\infty}$ を $K_{\infty}$ 上最大不分岐アーベル $p$ 拡大、 $L_{\infty}’$ を $K_{\infty}$ 上全ての素点が完全分
解する最大アーベル $p$ 拡大とする。 $Z_{\infty}=\mathrm{G}\mathrm{a}1(M_{\infty}^{S}/K_{\infty})$ であり、 $Y_{\infty}=\mathrm{G}\mathrm{a}1(M_{\infty}/K_{\infty})_{\text{、}}$

$X_{\infty}=\mathrm{G}\mathrm{a}1(L_{\infty}/K_{\infty})_{\text{、}}X_{\infty}’=\mathrm{G}\mathrm{a}1(L_{\infty}’/K_{\infty})$ とおく。
ある素点に対する restriction 写像で trivial となる cocycle から生成される部分群に対応

する拡大体では、その素点がその拡大において完全分解しており、逆のことも言える。 さ

らに、 $\mathrm{Q}_{\infty}$ において $p$上以外の素点は剰余体の素体上の拡大次数が $p^{\infty}$ となっていること

に注意すると、完全分解であることと不分岐であることは一致する。 さらに $\psi=\chi\omega^{i}$ に

対し、 以下を仮定する。

(C2) $\psi(p)\neq 1$ and $\psi$
’ $(p)=\psi^{-1}\omega(p)\neq \mathrm{L}$

前半の条件から $p$ 上の素イデアルからのイデアル類群の $(p$ , \psi $)$ -部分への寄与は自明とな
る。 そのため、 $X_{\infty}^{\psi}\simeq X_{\infty}^{\prime\psi}$ が成立し、 $X_{\infty}^{\psi}$ が目標の群となる。

$\psi=\chi\omega^{i}$ に対し $i$ が奇数ならば、Mazur-Wiles氏らによって証明された岩澤主予想によっ
て、 久保田-Leopoldt 氏らが構成した $p$進 $L$ 関数 $L_{p}$ (s, $\psi^{*}$ ) から定まる岩澤多項式により、

$X_{\infty}^{\psi}$ の $\Lambda$加群としての構造をほぼ記述できる [18]。 たとえば、 その次数は $X_{\infty}^{\psi}$ の $\mathrm{Z}_{p}$-rank
を意味する。 一方、 $\psi=\chi\omega^{i}$ に対し $i$ が偶数のときは、 それほど容易ではない。 この場
合も岩澤主予想により $L_{p}$ (s, $\psi$ ) から定まる岩澤多項式により $Y_{\infty}^{\psi}$ の構造をほぼ記述できる
が、 目標の $X_{\infty}^{\psi}$ はその商である。 Greenberg予想はこの商が有限、正確に述べると $\mathrm{Y}_{\infty}^{\psi}$ 内
の $p$ 上の素点の分岐群たちの合成が指数有限であることを意味している。

3.2. Special elements and acriterion. 自明でない偶指標 $\psi$ の conductor を $f$ とし、
$f_{0}=1.\mathrm{c}.\mathrm{m}(f,p)$ , $f_{n}=f_{0}p$n とおく。 さらに、 $F_{n}=\mathrm{Q}(\zeta_{f_{n}})\supseteq K_{n}=K\mathrm{Q}_{n}\supset k_{n}=k\mathrm{Q}$ n と

する。 ただし、 $\mathrm{Q}\subseteq \mathrm{Q}_{n}\subseteq \mathrm{Q}_{\infty}$ で $[\mathrm{Q}_{n} : \mathrm{Q}]=p^{n}$ であるものとする。 $\Gamma=\mathrm{G}\mathrm{a}1(\mathrm{K}_{\infty}/K)$ の.

位相生成元 $\gamma_{0}$ としてすべての $n$ に対して $\zeta_{f}^{\gamma 0}n=\zeta_{f_{n}}^{1+f_{0}}$ となるものとし、 対応 $\gamma_{0}rightarrow 1+T$

により完備群環 $\mathrm{Z}_{p}$ [[’]] と形式べき級数環 $\Lambda=\mathrm{Z}_{p}$ [[T]] の位相同型対応を得て、 Zp[[F]]-加
群を $\Lambda$-加群とみなすことができる。 $A_{n}=A_{n}$ (K) を $K_{n}$ のイデアル類群の $p$部分とする。
$\psi$ を Gal(K/Q) の指標で Gal(K/k) の元に対して自明であるとするとき、 $p$ { [K: $k$] より
$N_{K_{n}/k_{n}}$ : $A_{n}(K)^{\psi}arrow A_{n}(k)^{\psi}$ は同型になることに注意する。我々の興味の対象は、 $X_{\infty}^{\psi}=$

lim=A\neq (相対ノルムによる逆極限) という $\Lambda$-加群である。 (類体論により $\mathrm{G}\mathrm{a}1(L_{\infty}/K_{\infty})^{\psi}$

と同型である。 ) $\psi$ を $\Delta$ の偶指標とするとき、 以下を満たす $G_{\psi}(T),$ $G_{\psi}^{*}(T)\in\Lambda$ が unique
に存在する [13]。

$L_{p}(s.’\psi)=G\psi((1+f_{0})^{1-s}-1)$ , $L_{p}(s,\psi)=G_{\psi}^{*}((1+f_{0})^{s}-1)$ for all $s\in \mathrm{Z}_{p}$ .
$p$ 進 Weierstrass の準備定理より、 $G_{\psi}(T)=p^{\mu}g$\psi (T)u(T), $G_{\psi}^{*}(T)=p^{\mu}g_{\psi}^{*}(T)u$\sim T) と

表される。 ここで、 $\mu$ は非負整数、 $g\psi(T),$ $g_{\psi}^{*}(T)\in \mathrm{Z}_{p}$ [T] は distinguished polynomial.
$u(T),$ $u^{*}(T)\in\Lambda^{\mathrm{x}}$ である。 FerrerO-Washington氏らの定理により、 $\mu=0$ が証明されてい
る $[4]_{\text{。}}$ 一般の場合の判定法を述べると煩雑になるので、 ここでは次の条件をお $\langle$ (cf. [19])。

(C3) $g\psi(T)=T-\alpha$ , $\alpha\in p\mathrm{Z}_{p}$ , $\alpha\not\equiv$ O, $f_{0}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p2$
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なお、 このとき $g_{\psi}^{*}(T)=T-\alpha_{:}^{*}$ $\alpha^{*}=L\mathrm{o}1\mp^{\frac{-\alpha}{\alpha}}$ となる。 この条件の下で、次を満たす多項
式 $\mathrm{Y}_{n}$ (T), $Y_{n}^{*}(T)\in \mathrm{Z}[T]$ を定める。

$\mathrm{Y}_{n}(T)\equiv\frac{(1+T)^{p^{n}}-(1+\alpha)^{p^{n}}}{T-\alpha}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} pn+1$, $Y_{n}^{*}(T) \equiv\frac{(1+T)^{p^{n}}-(1+\alpha^{*})^{p^{n}}}{T-\alpha^{*}}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} pn+1$ .

また、 $\mathrm{e}_{\psi,n}\in \mathrm{Z}[\Delta]$ を $\mathrm{e}_{\psi,n}\equiv e_{\psi}\mathrm{m}$ od $p^{n+1}$ を満たし、係数和が 0 となるように定める。

Special element $\mathrm{I}$ : Circular unit

ら $=(N_{F_{n}/K_{n}}(1-\zeta_{f_{n}}))^{\mathrm{e}_{\psi,n}}\in K_{n}^{\mathrm{x}}$ .

$[10, 11]$ において以下の定理を得た。

定理 (市村-S) $0\leq x\leq n+1$ に対し、

$|$ A? $|\geq p^{x}\Leftrightarrow c_{n}^{Y_{n}(T)}\in(K_{n}^{\mathrm{x}})^{p^{x}}$

$\Leftrightarrow\iota_{\mathcal{L}}(c_{n}^{Y_{n}(T)})\in(K_{n,L}^{\mathrm{x}})^{ap^{e}}$ for every prime ideal ,$\mathrm{C}$ \dagger $p$ .

ただし、 $\iota_{\mathrm{L}}$ : $K$n $\llcornerarrow K_{n,L}$ は自然な inclusion である。

右辺下の circular unit の局所的な性質を調べることにより、 $|A_{n}^{\psi}|$ の上界が得られる可能

性がある。 実際に、判別式が小さい実二次体 k、 小さな素数 $p$ に対して判定法を試したと

ころ、 調べた全ての範囲において $|A_{n}|$ の上界が得られた。 しかしながら、 あくまでこれ

は上界なので、厳密には $A_{n}$ が自明かどうかも確定できない。

$p$ と $k_{n}$ の拡大次数が小さいときには、以下のような手法がある $[17]_{\text{。}}G$(X) を $\epsilon=c_{n}^{Y_{n}(}$T) に

対する $\mathrm{Q}$ 上の最小多項式とする。もし $\epsilon$ が $p^{x}$乗の元であるならば $\prod_{\sigma\in \mathrm{G}\mathrm{a}1(K_{n}/\mathrm{Q})}$ $(X- \mathrm{p}\sqrt[l]{\epsilon^{\sigma}})$

の積を精密に計算すれば整数係数の多項式 $H$ (X) に近くなるはずである。 そこで、 $H(X)$

で $G$ (X$p^{x}$ ) を割り切ることができるならぱ $\epsilon$ の $p^{x}$ 乗根の存在が確認される。 しかしなが

ら、 この手法は $p$や $k_{n}$ の拡大次数が大きいとき、 $G$ (X), $H$ (X) の係数が大きくなり実行
が難しい。例えば、 $p<12,0$00,000 まで Vandiver予想が確かめられているが [3]、 それよ
り大きな素数で予想成立が怪しい例があったとしても、 この方法で不成立の確認をするの

はます不可能であろう。 また、 実は Minkowski bound から有限個の素イデアル $\mathrm{L}$ で上記

の判定法を試せばよいのであるが、その数は膨大であり実用的ではない。以上のことを考
慮に入れて、上記の判定法を基礎にし、円分体のもうひとつの特殊元である Gauss sum
をさらに用いた判定法を与えた。

Special element 1I: Gauss sum 立を $F_{n}$ の素イデア $\mathrm{K}\mathrm{s}$ とし、 $\chi_{\overline{\mathrm{g}}}$ : $(\mathcal{O}_{F_{n}}/,\tilde{\mathrm{C}})^{\mathrm{x}}arrow\langle\zeta fn\rangle$,
$\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . \chi \epsilon -(y)\equiv y(N立-l)/fn mod $\tilde{\mathcal{L}}$ とする。 ( $\mathcal{O}_{F_{n}}$ は $F_{n}$ の整数環。 )

$g_{n}’(,\tilde{\mathrm{C}})=-$ $\sum$ \chi 立 (y)\mbox{\boldmath $\zeta$}lTr0)
y\epsilon (OFn/立)x
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と定める。 $K_{n}$ のイデアノレ $\mathfrak{U}$ に対し、 $\mathfrak{U}\mathcal{O}_{F_{n}}=$ $\prod_{i=1}^{r}\mathcal{L}$

\tilde

$ie_{i}$ となるとき、 $f’=f_{0}/p$ として

$g_{n}( \mathfrak{U})=(\prod_{i=1}^{r}$ gn/(立。)e) $f’\mathrm{e}_{\psi^{*},n}\in K_{n}^{\cross}$

と定める (cf. [9])。

定理 $0\leq x\leq n+1$ に対し、
$|A_{n}^{\psi}|\geq p^{x}\Leftrightarrow\iota \mathrm{r}(c_{n}^{Y_{n}(T)})\in(K_{n,\mathcal{L}}^{\mathrm{x}})^{ap^{e}}$ for $a$ prime ideal $\mathcal{L}$ \dagger $ps.t$ .

(1) $\mathcal{L}$ splits completely in $K_{n}/\mathrm{Q}$ , and
(2) $\iota \mathrm{g}*(g0(N\subset,/K_{\mathit{0}}f\mathit{2}))\not\in$ ( $I$ 0x,。.)pfor $a$ p加me ideal C’ $\{p\mathcal{L}$ .

Chebotarev の密度定理より $(1)(2)$ を満たす $\mathcal{L}$ と,$\mathrm{C}^{*}$ が存在する。 よって、右辺の局所的
な条件を調べることにより、 $|A?|$ の正確な値を知ることができる。

証明の概略を以下に述べる。岩澤主予想と条件 (C1) (C2) から、求めたい $A_{n}^{\psi}$ と $(\mathcal{E}_{n}/\mathrm{C}_{n})^{\psi}$

の位数は一致する。 ただし、 $E_{n}$ は $K_{n}$ の単数群、 $C_{n}$ は circular unit のなす群、 $\mathcal{E}_{n}=$

$\overline{d_{n}(E_{n})\cap U_{n,0}},$ $\mathrm{C}_{n}=\overline{d_{n}(C_{n})\cap U_{n,0}}$ (Introduction と同様に定義) である。 そこで、 ら n(T)
を用いて、 $(\mathcal{E}_{n}/\mathrm{C}_{n})^{\psi}$ の差を求める。 これは、 $c_{n}^{Y_{n}(}$

T) が大域的に何乗の元なのかで決まる。
ここで、ら n(T) は、 $K_{\infty}$ において局所的には $p^{n+1}$ 乗の元、 $g_{n}(L)^{Y_{n}^{*}(T)}$ は $p$ の外では $p^{n+1}$ 乗
の元 (コホモロジー群では ($p$ の外)locally trivial な元に対応) となっていることが重要であ
る。 すなわち、 それぞれの元の $p^{n+1}$-乗根は不分岐拡大、 $p$ の外不分岐拡大に入ってぃる。
条件 (C3) からこれらの拡大は巡回拡大である。 $\mathcal{L},$

$\mathcal{L}^{*}$ の Frobenius写像がそれぞれのそれ
ぞれのアーベル拡大のガロア群たちを生成すると仮定する。 このとき、 $c_{n}^{Y_{n}(}$T), $g_{n}$ (L) $Y_{n}^{*}(T)$

がそれぞれ大域的に何乗の元になっているかは、 ,$\mathrm{C},$ $l\mathrm{C}^{*}$ における局所的な情報と一致する。
一方、類体論により、定理内の Gauss sum に関する条件は $\mathcal{L},$

$,\mathrm{C}^{*}$ の hobenius 写像がガロ
ア群たちの生成元になっていることと同値である。以上により、 circular unit, Gauss sum
の局所的な情報から大域的な情報を導くことが示せる。

General setting においても、十分大きな体 $K_{n}’$ で考えると $A[p^{n+1}]$ への作用は自明であ
り、 locally trivial な cocycle の集合は不分岐アーベル拡大のガロア群から作られる加群の
ある商と対応する。 $K_{n}’$ の $p$ の外不分岐なアーベル拡大は、単数とイデアル類群の元を用
いて Kummer拡大により表すことができる。 そのため、 いかに円分体におけるような理
想的な状況一 explicit な元の存在-を得ることができるかが、 この方法での具体的な計算
の鍵となる。

3.3. Computation of Gauss sums. 前小節の判定法における重要な点の 1 つは、 $g_{n}(\mathcal{L})$

を用いずとも $g_{0}(N_{K_{n}/K_{0’}}\mathrm{C}))$ を用いるだけで十分ということである。 これは、 \Lambda -加群に関
する中山の補題による。 このことにより、計算すべき Gauss sum の共役元たちの個数
が減少する。 もう一つの重要な点は、その Gauss sum の共役元たちの $\mathcal{L}^{*}$ を法とした値
を Fast Fourier ?Yansform を用いて高速に計算できるということである。 これは、 Gauss
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sum が特殊な形をした大域元であることによる。以下、 より詳しく $g_{n}$ (L) $Y_{n}^{*}(T)\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d},\mathrm{C}^{*}$

の計算方法を述べる。 $l$ (resp. 1*) を $l\equiv 1\mathrm{m}$od $f_{n}$ (resp. $\mathit{1}’\equiv 1\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} f_{n}l$) となる素数、 $g$

(resp. $g^{*}$ ) をそれぞれの素数の原始根とする。 $s$ (resp. $t$ ) を $s\equiv g^{*(l^{*}-1)/f_{n}}\mathrm{m}$od $l^{*}$ (resp. $t\equiv$

$g^{*(l^{*}-1)/l}\mathrm{m}$od $l^{*}$ ) をみたす整数とする。 このとき、 ある $K_{n}$ のイデアノレ $\mathcal{L}|l$ と Kn(科) のイ
デアノレ L*ll*&こ対し、 $s\equiv\chi_{L}$ (g)mod $\mathcal{L}^{*}$ かっ $t\equiv\zeta_{l}$ mod 兄 $*$ となる。 ここで、 $\mathrm{Y}_{n}^{*}(T)=$

$\sum_{j=0}^{p^{n}-1}a_{j}(1+T)^{j}=\sum_{j=0}^{p^{n}1}a_{j}\gamma_{0}^{j}$ , $a_{j}\in \mathrm{Z}$ とする。また、 $\mathrm{G}\mathrm{a}1(K_{n}/K_{0})$ (resp. $\mathrm{G}\mathrm{a}1(K_{n}/\mathrm{Q}_{n})$ )
を $\mathrm{G}\mathrm{a}1(K_{n}(\zeta_{l})/K_{0}((_{l}))$ (resp. Gal(Kn(科)/Qn(\mbox{\boldmath $\zeta$}l))) と同一視する。 さらに $\mathfrak{U}_{n}$ を $(\mathrm{Z}/f_{n}l\mathrm{Z})\mathrm{x}$

の部分群で $\mathrm{G}\mathrm{a}1$ ( $\mathrm{Q}(\zeta fn\iota)/\mathrm{Q}_{n}($ \mbox{\boldmath $\zeta$}l)) に対応するものとする。 $\mathrm{G}\mathrm{a}1$ ( $\mathrm{Q}(\zeta f_{n}\downarrow)/\mathrm{Q}_{n}($\mbox{\boldmath $\zeta$}l)) への元の拡
張をとることにより、 ( $\sum_{\tau\in \mathrm{G}\mathrm{a}1(\mathrm{Q}(\zeta_{f_{n}})/K_{n})}\tau$ ) e\Psi *,n=\Sigma m\in 、 $b_{m}\tau_{m}$ , $b_{m}\in \mathrm{Z}$ と表す。 この

とき、 Gauss sum は以下のように表される。

$g_{n}(\mathcal{L})^{Y_{n}^{*}(T)}=$ $( \prod_{j=0}^{p^{n}-1}(\prod_{m\in \mathfrak{U}_{n}}(-\sum_{y\in(\mathcal{O}_{n}/\mathcal{L})^{\mathrm{x}}}\chi_{\mathrm{L}}(y)\zeta/)b_{m}\tau_{m})a_{j}\gamma$

g
$)^{f’}$

$\equiv$ ($\prod_{0\leq j<p^{n},m\in \mathfrak{U}_{n}}$

$(- \sum_{i=0}^{l-2}sm(1+f0)j$ it$g^{i}$ ) )
$f’$

mod $\mathcal{L}’$ .

以上を計算するためには、次の Discrete Fourier Transform を計算できれば良い。

$F(w)= \sum_{0\leq v<z}\zeta_{z}^{wv}f(v)=\zeta_{2z}^{w^{2}}\sum_{0\leq v<z}\zeta_{2z}^{-(v-w}$

” $(\zeta_{2z}^{v^{2}}f(v))$ .

ただし、 $0\leq w<z,$ $z$ =fn であり、 $f(v)= \sum_{0\leq i\leq l-2,i}$
\equiv v

$\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} f_{n}t^{\mathit{9}^{:}}$ とする。 ここで、
$l^{*}\equiv 1\mathrm{m}$od $2f_{n}l$ を仮定すれば、

$\sum_{i=0}^{n’-1}a_{i}x^{i}\sum_{j=0}^{n’-1}bjx^{j}=\sum_{k=0}^{n’-1}(^{n’-1}\sum_{i=0}a_{i\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}n’(k-i)\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}n^{l)x^{k}}}b\in(\mathrm{Z}/l^{*}\mathrm{Z})[x]/(x^{n’}-1)$ ,

であるから、上記の convolution を多項式の乗算、 あるいは整数の乗算を用いて計算でき
る。 Fast Fourier Transform を繰り返し用いることにより、 Sch\"onhage-Strassen 氏らは 2
つの $n$-bit の自然数の乗算を $O$ (nlognlog log n) 回のステップで計算できることを示した
(cf. [16, 4.3.3])。 こういった方法により、十分なメモリを備えた計算機を用いれば、求め
たい Gauss sum を高速に計算することができる。

4. Numerical examples

$k=\mathrm{Q}(\sqrt{D}),$ $D$ >0 は $k$ の判別式とする。 $\chi_{D}$ を $k$ に付随する非自明な Dirichlet指標
とする。 $1<D<200,5\leq p<10000$ の範囲で、 $K=k$ (\mbox{\boldmath $\zeta$}p), $\psi=\chi_{D}\omega$ i, $A_{n}(K)^{\psi}$ に対

する岩澤不変量 $\lambda_{p}$ (\psi ), $\nu_{p}$ (\psi ) を計算した。 $\tilde{\lambda}_{p}$ ( $\chi_{D}\omega$i) $:=\deg(g_{\chi_{D}\omega}:(T))=\lambda_{p}(\chi_{D}\omega^{p-i})$ とな

ることに注意する。 $2\leq i\leq p-3$ (i は偶数) の範囲では、 (C2) を満たす $(p, \chi_{D}’)$ の個
数は 171,981,262 であり、 そのうち $\tilde{\lambda}_{p}(\chi_{D}\omega^{i})=1$ となるものは $37,140_{\text{、}}\lambda$

\tilde

$p(\chi_{D}\omega^{j})=2$ と

なるものは $46_{\text{、}}\lambda$

\tilde

$p(\chi_{D}\omega^{i})=3$ となるものは 1 あり、 残り (は $\tilde{\lambda}_{p}(\chi_{D}\omega^{i})=0$ となっている。
$(\mathrm{C}2)(\mathrm{C}3)$ を満たさないものや $i=0$ となるものについても、 $p$単数を用いた Greenberg予
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想の判定法 (cf. [5, 6]) や本稿の定理の一般的な version を用いることにより、以下の結果
を得た。

命題 $\lambda_{p}(\mathrm{Q}(\sqrt{D}, \zeta_{p}+\zeta_{p}^{-1}))=0$ for al垣く $D<200$ and $5\leq p<10000$ .

$\underline{\tilde{\lambda}_{p}(\chi_{D}\omega^{i})=1\mathrm{B}^{\mathrm{a}\vee}\supset\nu_{p}(\chi_{D}\omega^{i})>0}$

$\tilde{\lambda}_{p}(\chi_{D}\omega^{i})=2$
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$\tilde{\lambda}_{p}(\underline{\chi_{D}\omega^{i})=3}$

$D$ $p$
$i$ $D$ $p$

$i$

$165$ 23 6 185 17 10

$\underline{\tilde{\lambda}_{p}(\chi_{D}\omega^{i})=1\mathrm{B}^{\mathrm{a}\vee}\supset v_{p}(\alpha)=e>1}$

$\underline{\tilde{\lambda}_{p}(\chi_{D}\omega^{i})=1\mathrm{B}\mathrm{l}\vee\supset v_{p}(\alpha^{*})=e^{*}>1}$

$D=1$ に対しては、 $p<12,0$00,000 まで調べられたにもかかわらず、 $\nu_{p}(\omega^{:})>0$ や
$\lambda_{p}(\omega^{i})>1$ などの実例が得られなかった $[3]_{\text{。}}$ 一方、 $D$ を上記の範囲で調べると、$p<$

$10,000$の範囲でも上記の表の通りいくつかの実例が得られる。その個数は、Washington[21,
pp.158-159] の naive な議論で予測された数とそれほど異ならない。 ただし、 素数がさら
に大きい場合にどうなるかを予測することについては、まだ慎重にならざるを得ない。
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なお、 $D=8,$ $p$ =34,301, $i=114$ に対し、 $\nu_{p}(\chi_{D}\omega^{i})>0$ という例がその後得られた。
今回は classical な対象に対してのみ計算しており、他のさまざまな対象に対する計算

は今後の課題である。例えば、 $K$ 上の楕円曲線 $E$ の $p$ べき等分点を $A$ とするとき、有理

点 $E$ (Kn) のランクが十分大きければ、それらの有理点を用いて locally trivial cocycle が
構成される。他にどのような寄与があり得るのかは、 興味深い問題である。
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