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1. はじめに

母分散の値が未知てある 2 つの正規母集団の母平均に順序制約があるとき, 母
平均の推定問題を考える. 母分散の値が既知てある場合には, 一般に $k$ (\geq 2) 個の

正規母集団の母平均の間に順序制約がある場合の母平均の推定問題に関しては広
く論じられてきた. Loe (1981) は, $k$ 個の正規母集団の母平均に simple order制約

$\mu_{1}\leq\mu_{2}\leq|\cdot$ . $\leq\mu_{k}$ がある場合に, 制約条件下での $\mu$. の最尤推定量 (RMLE) が制
約条件がない下での $\mu_{i}$ の最尤推定量 (URMLE) を 2乗誤差損失の下て一様に改良
することを示した. Kelly (1989) は Lee の結果が, 2乗誤差損失を含む一般の損失
関数 $\rho(|\hat{\mu}_{i}-\mu_{\}.|)$ (\rho () は任意の非減少関数) の場合にも成立することを示した. さ

らに, Hwang and Peddada (1994) は, 母平均の間に任意の順序制約がある場合に,
ノードである母平均に関しては dummy simple order を想定して得られる RMLE
が URMLE を, 2乗誤差損失を含む一般の損失関数 $\rho(|\hat{\mu}_{\dot{\mathrm{t}}}-\mu_{i}|)$ の下で一様に改良

することを示した. ここで, ある母平均がノードであるとは, その母平均とその

他の母平均との大小関係がすべて分かっていることをいう.
本発表では, 母分散の値は未知てあると仮定し, 2乗誤差損失のもとで 2 っの

母集団の個々の母平均と, 母平均の線形関数の推定につぃて議論する. $X_{1j}.,$ $i$ =

1, 2, $j=1,2$ , $\cdot$ . . , $n$: は互いに独立に $N$ (\mu i, $\sigma_{i}^{2}$ ) に従っているとし, 順序制約 $\mu_{1}\leq\mu_{2}$
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があるものとする. $\sigma_{1}^{2}$ と $\sigma_{2}^{2}$ の値が既知ならぱ, $\mu_{1}$ と $\mu_{2}$ の RMLE

$\mathrm{A}=\min\{\overline{X}_{1},$ $\frac{(n_{1}/\sigma_{1}^{2})\overline{X}_{1}+(n_{2}/\sigma_{2}^{2})\overline{X}_{2}}{(n_{1}/\sigma_{1}^{2})+(n_{2}/\sigma_{2}^{2})}\},\tilde{\mu}_{2}=\max\{\overline{X}_{2},$ $\frac{(n_{1}/\sigma_{1}^{2})\overline{X}_{1}+(n_{2}/\sigma_{2}^{2})\overline{X}_{2}}{(n_{1}/\sigma_{1}^{2})+(n_{2}/\sigma_{2}^{2})}\}$

(1)

はそれぞれ URMLE $\overline{X}_{1}$ と $\overline{X}_{2}$ を一様に改良することが知られている. 本発表ては,

(1) 式において $\sigma^{2}.\cdot$ をその標本分散 $s_{\dot{\iota}}^{2}= \sum_{j=1}^{n_{t}}$ $(X_{ij} -\overline{X}_{\dot{\iota}})^{2}/(n:-1)$ で置き換えて得

られる plug-in推定量

$\hat{\mu}1=\min\{\overline{X}_{1},$ $\frac{(n_{1}/s_{1}^{2})\overline{X}_{1}+(n_{2}/s_{2}^{2})\overline{X}_{2}}{(n_{1}/s_{1}^{2})+(n_{2}/s_{2}^{2})}\},\hat{\mu}2=\max\{\overline{X}_{2},$ $\frac{(n_{1}/s_{1}^{2})\overline{X}_{1}+(n_{2}/s_{2}^{2})\overline{X}_{2}}{(n_{1}/s_{1}^{2})+(n_{2}/s_{2}^{2})}$}
(2)

がそれそれ $\overline{X}_{1}$ と $\overline{X}_{2}$ を一様に改良するための必要十分条件と, 線形関数 $c_{1}\mu_{1}+c_{2}\mu_{2}$

の推定量として plug-in推定量 $c_{1}\hat{\mu}_{1}+c_{2}\hat{\mu}_{2}$ が URMLE $c_{1}\overline{X}_{1}+c_{2}\overline{X}_{2}$ を一様に改良

するための必要十分条件を与える. ただし, 果は定数てある. Garren (2000) は,

$\mu_{1}=\mu_{2}$かつ $\sigma_{2}^{2}/\sigma_{1}^{2}arrow\infty$ の場合 (こ (2) 式!こおいて, $s_{i}^{2}$ を $\sum_{j=1}^{\tau \mathrm{u}}(X_{1j}.-\overline{X}_{\dot{l}})^{2}/n_{\dot{*}}$ で置

き換えて得られる推定量のリスクが, $\overline{X}_{1}$ のリスクより小さくなるための $n_{1}$ と $n_{2}$

の条件を求めた.

2. 個々の母平均の推定

ここては, $\mu_{1}$ の plug-in推定量が $\mu_{1}$ の URMLE を一様に改良するための必要十

分条件を与える. $\mu_{2}$ の推定に関しても同様に議論てきる.

Theorem 2.1. plug-in 推定量 $\hat{\mu}_{1}$ が URMLE $\overline{X}_{1}$ を一様に改良するための必要

十分条件は, $\mu_{1}=\mu_{2}$ の時に, $\hat{\mu}_{1}$ のリスクが $\overline{X}_{1}$ のリスクを超えないことてあ

る. さらに, この必要十分条件は, $\mu_{1}=\mu_{2}$ の時に Graybill-Deal推定量 $\hat{\mu}GD=$

$\{(n_{1}/s_{1}^{2})\overline{X}_{1}+(n_{2}/s_{2}^{2})\overline{X}_{2}\}/\{(n_{1}/s_{1}^{2})+(n_{2}/s_{2}^{2})\}$ のリスクが $\overline{X}_{1}$ のリスクを超えない

ことと同値てある. すなわち, 一様な改良のための必要十分条件は, $n_{1}\geq 4$ かつ

$n_{2}\geq 9+16/(n_{1}-3)$ が成り立つことである.

Proof. $\gamma=(n_{1}/s_{1}^{2})/(n_{1}/s_{1}^{2}+n_{2}/s_{2}^{2})$ とおくと, $\hat{\mu}_{1}$ は $\hat{\mu}_{1}=\min(\overline{X}_{1},\gamma\overline{X}_{1}+(1-\gamma)\overline{X}_{2})$
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と表せ, $\overline{X}_{1}$ のリスクと $\hat{\mu}_{1}$ のリスクの差は,

$R(\theta,\overline{X}_{1})-R(\theta,\hat{\mu}_{1})$

$=E[(\overline{X}_{1}-\mu_{1})^{2}-\{\gamma(\overline{X}_{1}-\mu_{1})+(1-\gamma)(\overline{X}_{2}-\mu_{1})\}^{2}]I_{\overline{X}_{1}\geq\overline{X}_{2}}$ (3)

となる. ここて, $\theta=$ $(\mu_{1},\mu 2, \sigma_{1}^{2},\sigma_{2}^{2}),$ $I$c: 条件 $C$ の定義関数てある. リスク差の
評価のために, 変数変換

$Z_{1}=\overline{X}_{1}-\mu$b $Z_{2}=)_{2}^{-}-\mu_{1}$ , (4)

をすることを考える. $Z_{1}$ と $Z_{2}$ は互いに独立にそれぞれ, $N(0, \tau_{1}^{2})$ と $N($\mu , $\tau_{2}^{2})$ に

従う. ただし, $\mu=\mu_{2}-\mu_{1}\geq 0$ , $\tau_{*}^{2}$. $=\sigma_{\dot{\iota}}^{2}/n:$ てある. $Z_{1},$ $Z$2 と $\gamma$ は互いに独立て
あることより, リスクの差は

$R(\theta,\overline{X}_{1})-R(\theta,\hat{\mu}_{1})$

$=E[Z_{1}^{2}-\{\gamma Z_{1}+(1-\gamma)Z_{2}\}^{2}]I_{Z_{1}\geq Z_{2}}$

$=2E[\gamma(1-\gamma)]$E[(Z1-Z2)Z1IZ1 $\geq Z2$ ] $+E[(1-\gamma)2]$E[(Zr $-Z_{2}^{2})I_{Z_{1}\geq Z_{2}}$ ] (5)

と評価てきる. さらに, 変数変換

$\mathrm{Y}_{1}=Z_{1}-Z_{2},$ $\mathrm{Y}_{2}=Z_{1}+(\tau_{1}^{2}/\tau_{2}^{2})Z_{2}$ , (6)

をすることを考える. $\mathrm{Y}_{1}$ と Y2 は互いに独立に, $N(-\mu, \tau_{1}^{2}+\tau_{2}^{2})$ と $N((\tau_{1}^{2}/\tau_{2}^{2})\mu,$ $\tau_{1}^{2}+$

$(\tau_{1}^{4}/\tau_{2}^{2}))$ に従うことに注意する. すると, (6) 式の変数変換にょり, (5) 式の表現に
おける $Z_{i}$ に関する期待値の項について,

$E[(Z_{1}-Z_{2})Z_{1}I_{Z_{1}\geq Z_{2}}] \geq\frac{\tau_{1}^{2}}{\tau_{1}^{2}+\tau_{2}^{2}}E$ [}12I$\mathrm{Y}_{1}\geq 0$ ], $(7)$

$E[(Z_{1}^{2}-Z2)I_{Z_{1}\geq Z_{2}}] \geq\frac{\tau_{1}^{2}-\tau_{2}^{2}}{\tau_{1}^{2}+\tau_{2}^{2}}E[\mathrm{Y}_{1}^{2}I_{Y_{1}\geq 0}]$ (8)

と評価できる. 上の二つの不等式においては $\mu=0$の時のみ等号が成り立ち, $\mu>0$

の時 strict に不等式が成り立っ. (7) 式と (8) 式を (5)式に対して用いると, リスク

の差は次のように評価される.

$R(\theta,\overline{X}_{1})-R(\theta,\hat{\mu}_{1})$

$\geq\frac{E\psi_{1}I_{\mathrm{Y}_{1}\geq 0}]}{\tau_{1}^{2}+\tau_{2}^{2}}$ [$\tau_{1}^{2}$ 一 $\{\tau_{1}^{2}E[\gamma^{2}]+\tau_{2}^{2}E[(1\sim\gamma)^{2}]\}$ ] $(9)$

.

$= \frac{E[\mathrm{Y}_{1}^{2}I_{Y_{1}\geq 0}]}{E_{\mu 1*\mu \mathrm{a}}[\mathrm{Y}_{1}^{2}I_{Y_{1}\geq 0}]}\{R_{\mu_{1}=\mu 2}(\theta,\overline{X}_{1})-R_{\mu_{1}=\mu 2}(\theta,\hat{\mu}_{1})\}$ .



55

$R_{\mu_{1}=\mu 2}$ と $E_{\mu\iota^{\underline{\vee}}\mu_{2}}$ は, $\mu_{1}=\mu_{2}$ の時のリスクと期待値である. ここで, (9) において
$\mu=0$ の時のみ等号が成立することに注意すると, 一様な改良のための必要十分条
件は, $\mu_{1}=\mu_{2}$ の時 $\forall\sigma_{i}^{2}>0$ に対して, $R_{\mu_{1}=\mu 2}(\theta,\overline{X}_{1})\geq R_{\mu_{1}=\mu_{2}}($ \mbox{\boldmath $\theta$}, $\hat{\mu}_{1})$ が成り立つ
ことてある.

一方で, $\mu_{1}=$ 崗の時, $\overline{X}_{1}$ のリスクと Grayb亜 DeaJ推定量\mu ^GD $=\gamma\overline{X}_{1}+(1-\gamma)\overline{X}_{2}$

のリスクの差は,

$R_{\mu_{1}=\mu 2}$ ($\mu_{1},\overline{X}$l)-R
$\mu_{1}=\mu_{2}$ ($\mu\iota,\hat{\mu}$GD)

$=E_{1\mu 2},=$ $[(\overline{X}_{1}-\mu_{1})2]$ $rightarrow E_{\mu_{1}=\mu 2}[\{\gamma(\overline{X}_{1}-\mu 1)+(1-\gamma)()-1 2^{-\mu}1)\}2]$

$=\tau_{1}^{2}-\{\tau_{1}^{2}E[\gamma^{2}]+\tau_{2}^{2}E[(1-\gamma)^{2}]\}$ (10)

と評価される. 従って (9) 式と (10) 式より, $\hat{\mu}_{1}$ が $\overline{X}_{1}$ を一様に改良することと $\hat{\mu}_{G}$D

のリスクが $\overline{X}_{1}$ のリスクをを超えないということは同値である. すなわち, 一様な

改良のための必要十分条件は $n_{1}\geq 4$ かっ $n_{2}\geq 9+16/(n_{1}-3)$ が成り立っことて
$\text{ある}$ . (Graybill and Deal (1959), Khatri and Shah (1974), Shinozaki (1978), Pal
and Sinha (1996) などを参照せよ. )

母分散の値が既知の場合, $\mu_{1}=\mu_{2}$ の時に RMLE は URMLE を最も大き $\langle$ 改良
する. ところが母分散が未知の場合, $\mu_{1}=$ 崗の時に URMLE のリスク $R($ \mbox{\boldmath $\theta$}, $\overline{X}_{1})$

と plug-in推定量のリスク $R(\theta, \mu\hat 1)$ の差は最大になるとは限らない. ここで, $\theta=$

$(\mu_{1}, \mu 2, \sigma_{1}^{2}, \sigma_{2}^{2})$ である. $\sigma_{i}^{2}$ の値を固定して, $R(\theta,\overline{X}_{1})-R(\theta, \mu\hat 1)$ を $\mu=\mu_{2}-\mu_{1}\geq 0^{\cdot}$

の関数として調べると, 次の結果を得る.

Result 2.2. $\tau_{i}^{2}=\sigma^{2}.\cdot/n:,$ $\gamma=(n_{1}/s_{1}^{2})/(n_{1}/s_{1}^{2}+n_{2}/s_{2}^{2})$ とする. (i) $E[\gamma(1-\gamma)]\geq$

$(\tau_{2}^{2}/\tau_{1}^{2})E[(1-\gamma)^{2}]$ ならば, $R(\theta,\overline{X}_{1})-R(\theta, \mu\hat 1)$ は $\mu$ の減少関数てあり, $\mu=0$ で

最大になる. (ii) $E[\gamma(1-\gamma)]<(\tau_{2}^{2}/\tau_{1}^{2})E[(1-\gamma)^{2}]$ ならば, $R(\theta,\overline{X}_{1})-R(\theta, \mu\hat 1)$ は

$0\leq\mu<\zeta_{3}$ で増加し, $\mu=\zeta_{3}$ で最大となり, $\mu>\zeta_{3}$ で減少する. ここで, $\zeta_{3}$ はあ

る正の定数である. なお, (i) と (ii) の条件は $n_{1}$
. と $\sigma_{i}^{2}$ の値のみに依存して決まる

条件であることを注意しておく $\mathrm{t}$

図 1 は, $n_{1}=n_{2}=11$ , すなわち, $\hat{\mu}_{1}$ が $\overline{X}_{1}$ を一様に改良する場合 (図 1. $(\mathrm{a})\vee(\mathrm{c})$ )

と, $n_{1}=n_{2}=10$ , すなわち, $\hat{\mu}_{1}$ が $\overline{X}_{1}$ を一様に改良しない場合 (図 1. $(\mathrm{d})-(\mathrm{h})$)

に, $\sigma_{1}^{2}$ と $\sigma_{2}^{2}$ の値を固定して, $R(\theta,\overline{X}_{1})-R(\theta, \mu\hat 1)$ を $\mu$ の関数として図示したもの

てある. $\sigma_{2}^{2}/\sigma_{1}^{2}$ の値が小さい場合 (図 1. (a), (b), (d), $($e)), リスクの差は $\mu$ の

減少関数である. $\sigma_{2}^{2}/\sigma_{1}^{2}$ の値が大きい場合 (図 1. (c), (f), (g), (h)) , リスクの



58
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(a) $n_{1}=n_{2}=11,$$\sigma_{1}^{2}=1\mathrm{R}\mathrm{D}’\sigma_{2}^{2}=0.1^{2}$ . $(\mathrm{b})n_{1}=n_{2}=11,$
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(c) $\mathrm{R}\mathrm{D}n_{1}=n_{2}=11,$
$\sigma_{1}^{2}=1,$ $\sigma_{2}^{2}=10^{2}$ . (d)

$\mathrm{R}\mathrm{D}n_{1}=n_{2}=10,$
$\sigma_{1}^{2}=1,$ $\sigma_{2}^{2}=0.1^{2}$ .
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(e)
$\mathrm{R}\mathrm{D}n_{1}=n_{2}=10,$

$\sigma\ovalbox{\tt\small REJECT}=1,$ $\sigma_{2}^{2}=1$ . (f) $n_{1}=n_{2}=10,$ $\sigma\ovalbox{\tt\small REJECT}=1,$ $\sigma_{2}^{2}=2^{2}$ .

$\mu$

$(\mathrm{g})n_{1}=n_{2}=10,$ $\sigma\ovalbox{\tt\small REJECT}=1,$ $\sigma:=5^{2}$ . (h) $n_{1}=n_{2}=10,$ $\sigma_{1}^{2}=1,$ $\sigma_{2}^{2}=10^{2}$ .

図 1. リスクの差 $RD=R(\theta,\overline{X}_{1})-R(\theta,\hat{\mu}_{1})$ .
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差は $\mu$ がある値より小さいとき増加関数であり, $\mu$ がある値より大きいとき減少

関数である. また, $n_{1}=n_{2}=10$ の時, $\sigma_{2}^{2}/\sigma_{1}^{2}$ の値が十分大きい場合 (図 1. (h))
にリスクの差は $\mu=0$ で負となる. この事は, Graybill-Deal推定量 $\hat{\mu}_{G}$D が $\overline{X}_{1}$ を

最も改良しにくい場合が $\sigma_{2}^{2}/\sigma_{1}^{2}$ が十分大きい場合であったことから直 $\dot{\ovalbox{\tt\small REJECT}}$

’ 的に理解

可能である.

3. 母平均の線形関数の推定

線形関数 $c_{1}\mu_{1}+c_{2}\mu_{2}$ の推定を考える. 母分散の値が既知であれば次の結果を

得る.

Theorem 3.1. $c_{1}(\sigma_{1}^{2}/n_{1})=c2(\sigma_{2}^{2}/n_{2})$ でなければ, RMLE $c_{1}\tilde{\mu}_{1}+c_{2}\tilde{\mu}_{2}$ はURMLE
$c_{1}\overline{X}_{1}+\mathrm{c}_{2}\overline{X}_{2}$ を一様に改良し, $\mu_{1}=\mu_{2}$ の時に最も大きく改良する.

Note. 上の定理で, $c_{1}(\sigma_{1}^{2}/n_{1})=\mathrm{q}(\sigma_{2}^{2}/n_{2})$の場合を除いているのは, この条件が

成り立つと $\mathrm{r}c_{1}\tilde{\mu}_{1}+c_{2}\tilde{\mu}_{2}=c_{1}\overline{X}_{1}+c_{2}\overline{X}_{2}$ となってしまうからてある.

次に母分散の値が未知の場合に) plug-in推定量が URMLE を一様に改良するか
どうかを考える. 一様な改良のための必要十分条件は次の定理て与えられる. 証

明に関しては, Oono and Shinozaki (.2004) を参照のこと.

Theorem 3.2. plug-in 推定量 $c_{1}\hat{\mu}_{1}+c_{2}\hat{\mu}_{2}$ が URMLE $c_{1}\overline{X}_{1}+c_{2}\overline{X}_{2}$ を一様に改良

するための必要十分条件は, $\mu_{1}=\mu_{2}$ の時に, $c_{1}\hat{\mu}_{1}+c_{2}\hat{\mu}_{2}$ のリスクが $c_{1}\overline{X}_{1}+c_{2}\overline{X}_{2}$

のリスクを超えないことてある. さらに, この必要十分条件は, $\mu_{1}=\mu_{2}$ の時に

$(c_{1}+c_{2})\mu_{1}$ の推定量として $(c_{1}+c_{2})\hat{\mu}_{GD}$ のリスクが $c_{1}\overline{X}_{1}+c_{2}\overline{X}_{2}$ のリスクを超え

ないことと同値てある.

Theorem 3.2 より, plug-in推定量が URMLEを一様に改良するための $n_{1}$ と $n_{2}$ の

十分条件を求める. 一様な改良が成り立つための必要十分条件は, $\mu_{1}=\mu_{2}$ の時に

$\forall\sigma_{i}^{2}>0$ に対して, $(c_{1}+c_{2})\mu_{1}$ の推定量として $(c_{1}+c_{2})\hat{\mu}_{G}$D のリスクが $c_{1}\overline{X}_{1}+c_{2}\overline{X}_{2}$

のリスクを超えないことてある. 従って,

$d_{1}\tau_{1}^{2}+\xi\tau_{2}^{2}-$ ( $c_{1}+$ り)2 $\{\tau_{1}^{2}E[\gamma^{2}]+\tau_{2}^{2}E[(1-\gamma)^{2}]\}\geq 0$ (11)

が, $\forall\sigma_{1}^{2}$. $>0$ に対して成り立つ $n_{i}$ の範囲を求めればよい. $c_{1}c_{2}=0$の場合は Section
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2 で議論火たのて, $c_{1}$ と $c_{2}$ が同符号か異符号かて場合分けして (11) 式が成り立っ
$n_{1}$ と $n_{2}$ の範囲に関して議論する.

$c_{1}c_{2}>0$ の場合. $c_{1}>0,$ $c_{2}>0,$ $c_{1}+\mathrm{q}=1$ として一般性を失わない. $E[\gamma^{2}]>$

$(E[$\gamma ] $)$
2 と $E[(1-\gamma)^{2}]>(E[1-\gamma])^{2}$ より, (11) 式左辺は

$d\tau_{1}^{2}+(1-c_{1})^{2}\tau_{2}^{2}-\{\tau_{1}^{2}E[\gamma^{2}]+\tau_{2}^{2}E[(1-\gamma)^{2}]\}$

く $c_{1}^{2}\tau_{1}^{2}+(1-c_{1})^{2}\tau_{2}^{2}-\{(E[\gamma])^{2}\tau_{1}^{2}+(1-E[\gamma])^{2}\tau_{2}^{2}\}$

$=Var[\mathrm{c}_{1}\overline{X}_{1}+(1-c_{1})\overline{X}_{2}]-Var[E[\gamma]X_{1}+(1-E[\gamma])\overline{X}_{2}]$

と蝉価される. 従って, どんな $0<c_{1}<1,$ $n$1, $n_{2}$ に対しても, $c_{1}=\tau_{2}^{2}/(\tau_{1}^{2}+\tau_{2}^{2})$ と

なる $\sigma_{1}^{2}$ と $\sigma_{2}^{2}$ が存在する. そのような $\sigma_{1}^{2}$ と $\sigma_{2}^{2}$ に対して, $Var[c_{1}\overline{X}_{1}+(1-c_{1})\overline{X}_{2}]\leq$

$Var[E[\gamma]\overline{X}_{1}+(1-E[\gamma])\overline{X}_{2}]$ が成り立つのて, 一様な改良は不可能である.

(11) 式は,

$1+d^{2}a-(1+d)^{2}\{E[\gamma^{2}]+aE[(1-\gamma)^{2}]\}\geq 0$ (12)

と同値であることに注意する. ここて, $d=c_{2}/c_{1}<0,$ $a=\tau_{2}^{2}/\tau_{1}^{2}>0$ である.

従って 2 (11) 式が $\forall\sigma_{\dot{*}}^{2}>0$ に対して成り立っことは, (12) 式が $\forall a>0$ に対して

成り立っことと同値てあり, これが威り立っための $n_{1}$ と $n_{2}$ の条件を求める. こ

こでさらに, $-2\leq d\leq-1/2$ と $-1/2<d<0$ と $d<-2$ の場合に分けて考える.
$d<-2$ の場合は, $-1/2<d<0$の場合と同様にして考えることができるので, こ

こでは, $d<-2$ の場合は省略する.

$\underline{-2\leq d\leq-1/2}$\emptyset 場合. $E[\gamma^{2}]<1$ と $E[(1-\gamma)^{2}]<1$ が威り立っことに注意する
と, (12) 式左辺は

$1+d^{2}a-(1+d)^{2}\{E[\gamma^{2}]+aE[(1-\gamma)^{2}]\}$

$\geq\{1-(1+d)^{2}\}+a\{d^{2}-(1+d)^{2}\}$

と評価され, $-2\leq d\leq-1/2$ てあることより, 非負てある. 従って, 常に一様な

改良が成り立つ.

$\underline{-1/2<d<0}$\emptyset 場合. ます, $\hat{\mu}_{1}$ が $\overline{X}_{1}$ を一様に改良するとき, すなわち, $n_{1}\geq 4$

かつ $n_{2}\geq 9+16/(n_{1}-3)$ が成り立つとき, (12) 式は $\forall a>0$ に対して成り立っこ
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とを示す ( $\hat{\mu}_{1}$ が $\overline{X}_{1}$ を一様に改良するとき, Graybill and Deal (1959) より

$E[\gamma^{2}]+aE[(1-\gamma)^{2}]\leq 1$

が得られる. 従って $(1+d)^{2}<1$ と合わせて考えると, (12) 式は $\forall a>0$ に対して

成り立つ. 次に, (12)式左辺を別の方法で評価することにより, (12)式が成り立つ

ための別の十分条件を与える. なお, これから求める $n_{1}$ と $n_{2}$ に関する十分条件は,

さらに厳しい不等式評価をすればより広けられることを断ってお $<$ . $(1+d)^{2}<1$

であることより, $a\leq 1$ ならば, $E[\gamma^{2}]+aE[(1-\gamma)^{2}]<1$ が成り立つ. 従って,

$a\leq 1$ ならば (12) が成り立つことが示せる. 続いて, $a>1$ の場合を考える. ます

Cauchy-Schwartz の不等式より

$1- \gamma=\frac{s_{1}^{2}/n_{1}}{s_{1}^{2}/n_{1}+s_{2}^{2}/n_{2}}=\frac{\chi_{n_{1}-1}^{2}/(n_{1}-1)}{\chi_{n_{1}-1}^{2}/(n_{1}-1)+a\mathrm{x}\chi_{n_{2}-1}^{2}/(n_{2}-1)}$

$\leq\frac{\chi_{n_{1}-1}^{2}/(n_{1}-1)}{2\sqrt{\chi_{n_{1}-1}^{2}/(n_{1}-1)\mathrm{x}a\mathrm{x}\chi_{n_{2}-1}^{2}/(n_{2}-1)}}$

$= \frac{1}{2\sqrt{a}}\sqrt\frac{\chi_{n_{1}-1}^{2}/(n_{1}-1)}{\chi_{n_{2}-1}^{2}/(n_{2}-1)}$ , (13)

が成り立つことに注意する. ここで, $\chi_{n\iota-1}^{2}=(n_{i}-1)s_{\dot{l}}^{2}/\sigma_{i}^{2}$は自由度 $n_{\dot{l}}-1$ の $\chi^{2}$

分布に従う確率変数である. 従って, $n_{2}\geq 4$ (これは $E[(\chi_{n_{2}-1}^{2})^{-1}]$ が存在するため

の条件である) が成り立つならば,

$E[(1- \gamma)^{2}]\leq\frac{1}{4a}\frac{n_{2}-1}{n_{2}-3}$ (14)

が成り立つ. (14) 式と, $E[\gamma^{2}]<1$ より,

$n_{2}\geq 4$ 力] $\vee\supset$ $\frac{1}{4}\frac{n_{2}-1}{n_{2}-3}\leq\frac{-2d}{(1+d)^{2}}$ (15)

が成り立つならば, (12)式は $\forall a>1$ に対して成り立つ. すなわち, $d$ と $n_{2}$ が (15)

式を満たすならば, (12) 式は $\forall a>0$ に対し\subset 成り立つ. 例えば, $d=-1/3$ また

は $d=-1/4$の場合, $n_{2}\geq 4$ であれば成り立ち, $d=-1/5$ ならば $n_{2}\geq 5$ てあれば

成り立ち, $d=-1/6$ ならば $n_{2}\geq 6$であれば成り立つ. 以上をまとめると次の結

果が得られる.

Conclusion 3.3. plug-in推定量 $c_{1}\hat{\mu}_{1}+c_{2}\hat{\mu}_{2}$ は, URMLE $c_{1}\overline{X}_{1}+c_{2}\overline{X}_{2}$ を次の場

合に一様に改良する.
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(i) $c_{1}=0$ ならば, $n_{2}\geq 4$ かつ $n_{1}\geq 9+16/(n_{2}-3)$ が成り立つ時.

(ii) $c_{2}=0$ ならば, $n_{1}\geq 4$かつ $n_{2}\geq 9+16/(n_{1}-3)$ が成り立つ時.

(\"ui) $-2\leq c_{2}/c_{1}\leq-1/2$ならば, $n:\geq 2$ が成り立つ時.

(iv) $c_{2}/c_{1}<-2$ ならば, $n_{2}\geq 4$ かつ $n_{1}\geq 9+16/(n_{2}-3)$ , または

$n_{1}\geq 4$ かつ $\frac{1}{4}\frac{n_{1}-1}{n_{1}-3}\leq\frac{-2c_{2}/c_{1}}{(1+c_{2}/c_{1})^{2}}$ が成り立っ時.

(v) $-1/2<c_{2}/c_{1}<0$ならば, $n_{1}\geq 4$かつ $n_{2}\geq 9+16/(n_{1}-3)$ , または

$n_{2}\geq 4$ かつ $\frac{1}{4}\frac{n_{2}-1}{n_{2}-3}\leq\frac{-2c_{2}/c_{1}}{(1+\infty/c_{1})^{2}}$ が成り立っ時.

しかしながら, $c_{1}c_{2}>0$の時は一様な改良は不可能てある.

Remark 3.4. $c_{1}\infty\leq 0$ とする. Conclusion 3.3 より, $\forall\sigma_{\dot{l}}^{2}>0$ に対して $\mu_{1}=\mu_{2}$

の時の $\hat{\mu}_{G}$D のリスクが $\overline{X}_{1}$ と $\overline{X}_{2}$ のリスクを超えな 1 ならば, すなわち, Graybill
and Deal (1959) の与えた条件 (a) $n_{1}\geq 11$ かっ $n_{2}\geq 11$ , または (b) $n_{1}=10$ か

つ $n_{2}\geq 19$ , または (c) $n_{2}=10$ かっ $n_{1}\geq 19$ が成り立っならば, $c_{1}\hat{\mu}_{1}+c_{2}\hat{\mu}_{2}$ は
$c_{1}\overline{X}_{1}+c_{2}\overline{X}_{2}$ を一様に改良する.

図 2. 一様な改良が成り立っための $n_{1}$ と $n_{2}$ の範囲.



Conclusion 33 より, 一様な改良が成り立つための $n_{1}$ と $n_{2}$ の範囲を $(c_{1}, c_{2})$ 平

面上に図示すると図 2 を得る. $c_{1}=0$ の時, $n_{1}$ と $n_{2}$ が (i) を満たすならば一様に
改良する. $c_{2}/c_{1}<-2$ の時, 一様な改良のための $n_{1}$ と $n_{2}$ の範囲は (i) より広く
なり, $c_{2}/c_{1}$ が大きくなるにつれ広くなる. $-2\leq c_{2}/c_{1}\leq-1/2$ の時, 常に一様な

改良が成り立つ. $-1/2<c_{2}/c_{1}<0$ の時, $c_{2}/c_{1}$ が大きくなるほど一様な改良の

ための $n_{1}$ と $n_{2}$ の範囲は狭くなる. $c_{1}c_{2}>0$ の時, 一様な改良は不可能である.
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