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Weyl群の minuscule元の最短表示総数公式

大阪大学大学院情報科学研究科 岡村修志

smv2060s@ecs.cmc.osaka u.ac.jp

1はじめに

Kac-Moody Lie環のWeyl群 $W$ の domin.ant $\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{u}\mathrm{l}\dot{\mathrm{e}}$元 $\mathrm{w}$ (5 節参照) に
対して, その $\dot{\text{最}}$短表示の総数公弐を与える定理 (Peterson) がある。 この定理
は Proctor[Pl][P2] と $\mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{m}\tilde{\mathrm{b}}\mathrm{r}!.\mathrm{d}.\mathrm{g}$e[St2]1こよって、 $\mathrm{d}$-complete $\mathrm{p}$oset. と $\mathrm{f}\dot{\mathrm{f}}$ばれ

る図形の標準盤の総数を与える hook 公式 (4 節参照) と同値であるご $\dot{\text{と}}$が示
された; $\mathrm{d}-\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{e}\dot{\mathrm{t}}.\mathrm{e}$ poset は Young 図形や Shifted Young 図形を特殊な場合
に含む拡張された図形てあり、 .(simply-laced な場合の)dominant minuscule
元を特徴付けるもめとして Proctor[P!][P2] にょって導入された (2節. 5 節
ae’\beta |F.‘)。 本稿にお

$\circ$

いて $\mathrm{d}$-complete poset の定義 (2 節)、 及び $\text{そ}$の hook の定
.義 (3 節) を与え、 d-coinplet.e poset に対する hook公式友び、 その証明方針
を概説し (4 節) $\text{、}$ Peterson の定理と hook公式との同値性につぃて説 $\dot{\mathrm{B}}fl$する

$(5 \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l})_{\text{。}}$

Young 図形}.’.対する $\mathrm{h}\mathrm{o}.\mathrm{o}\mathrm{k}$公式は、歴史的には Rame-R.obinson-Thral[FRT]
によっ工最初}-.与えられ、様々な証明が知られてぃるが、その中で確率論的証
明が Greene-Nijenhuis-Wil.f[GNW tこより与えられた。 hook公式は hook 自
体が分からなくても、 $.\mathrm{h}\mathrm{o}$ok length さえ分かれば適用てきる公式である (従っ
て hook !ength 公式とも呼ばれる) がこの確率論的証明におい

$\circ$

ては hook 自
体が大きな役割を演じる。正確には、 ho.ok walk algorithm と $\equiv-\cdot$ う hook

$\circ$

が

本質的な役割を果たす確率 $.\text{的}$アルゴリズムを構成し、そのアルゴリズムが与
えられた形の番 complete $\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}\dot{\mathrm{e}}\mathrm{t}$ の任意の標準盤を等確率生成するアルゴリズ
仝であることを示すことて hook 公式が証明される (4 節参照)。 同様の方法
を用いて $\mathrm{S}\mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{a}\mathrm{n}[\dot{\mathrm{S}}\mathrm{a}]$ により Shif.ted Young 図形の場 $.\mathrm{r}\Pi$が証明された。一盤の
d-complete poset の場合について、 その.hook の定義は Kawanaka[K] によ
り与えられた (3 節参照)。その hook を適用することて一般の場,合にも hook
walk algorithm が構成でき. 従って Greene-Nijenhuis-Wilj の方法が拡張で
きる. $\mathrm{d}-\mathrm{c}\mathrm{o}.\mathrm{m}$. plete poset の hook公式の hook- walk algorithm {こよる確率論
的証明は本稿ては概説に留められるが、詳細につぃては [O] において記述さ
れている。
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2 $\mathrm{d}$-complete pos.et
以下、 有限順序集合の事を poset と呼ぶ (連結と&J限らな y1)。 poset を図

にした時は常に上、 又は左に向かうほど大きくなるよう}こ表す Q
Proctor によって定義された $\mathrm{d}$-complete poset la Young 図形をその特殊

なケー 7.$\cdot\backslash$ として含む拡張された概念にな
$\vee\cdot \mathit{2}^{\cdot}$ ている。本節て?2基本的 $\gamma_{\mathrm{X}}$.言棄の

準備と $\mathrm{d}-\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{p}\dot{\mathrm{l}}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{e}$ poset の定 $\text{義}$

.
を与え、 d-.complete poset の簡単なffl質を説

明する。 この節の丙容は基本的に Proctor[P2] に従う。

$\text{と見}\mathrm{H}.\text{す_{}\mathrm{I}}^{\vee}\mathrm{Y}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{g}\text{図}\mathrm{f}\mathrm{f}^{J}.\#.\mathrm{h}.\Leftrightarrow \mathrm{E}x-\text{と}\cdot\mathrm{B}^{\mathrm{S}^{\vee}}\dot{C}\text{きる}$
.
形

$\mathrm{I}\vee-\text{を}fl_{1\backslash }\text{の図}W_{J}\text{を}\ovalbox{\tt\small REJECT}-\cdot \text{とし}.\text{て}$
.$\cdot \text{各}|R\backslash .\grave{\text{を}}\mathrm{g}\ovalbox{\tt\small REJECT}|^{\vee \text{特つと}\not\equiv}\dot{\text{と}して見_{}\wedge}^{-\zeta\Re \mathrm{D}\hat{\mathrm{n}}\check{\mathcal{D}}\mathrm{f}\mathrm{i}_{!}\Pi\pm \text{を}\ovalbox{\tt\small REJECT}.\dot{\text{て}}\mathrm{f}\mathrm{f}_{\mathrm{P}}h}\mathrm{p}.\cdot$

. fx\check \breve ‘図 ffil/
や左に向かうほど大きくなるように順序が入って $\mathrm{V}$.1ると考えると poset. }こな

る。 この poset を Young 図形 $\text{の}$

. poset..表示と呼ぶ。以下、..Young 図形?$\mathrm{h}$常
にこの.poset 表

$\overline{\mathrm{T}\prime}.\backslash$を意味するとする。

. .
$\cdot$

. $\cdot$ .

.

.

. .

図 2: poset 表示

図 1: Young 図形

$P$ を任意の poset とする。 $x$ ,y\in P.に対して $x$ が $y$ を cover する時、 $x>-y$

と表す。$.P$ と $P’$ が順序同型てあるとき、 $P\simeq P’$ と表す。 $P$ の極./J‘元を $P$

の corner と呼ぶ。 $P$ の順序が全順序て塾る時 P&2 chain であ 6 と言う。

$a,$ $b\in P,a$ <. $b$ に対して $[a,b]:=.\{c\in P|a\leq c\leq b\}$ とする。 $P$ の部分 poset
$P’$ が任意の $x.\in P’$ に対して 「$y\geq xi$

.
$n$ P\Rightarrow y\in P勺 なや条件を満たす

時、 $\mathrm{p}/$ を $P$ の filter と言う。
$k\geq 3$ に.$X’$}して順序集合 $d_{k}$(y を次のように定める。

$d_{k}(1):.=\{w_{1}, w_{2}, \cdots,w_{k-2},.x,y, z_{1}, z_{2}, \cdots, z_{k-2}\}$.

$w_{1}<w_{2}\cdot<...<wk-2$

$.\dot{w}_{k-2}<x<$. $z_{1}$

.

$w_{k-2}<y<z_{1}$ .

$z_{1}<z_{2}.<\cdot\cdot r<.z$k-2

$d_{k}$ (y の比較不能元 $x,y$ を $d_{k}$ (y の side と言う。又、 $d_{k}^{-}(1):=d_{k}(1)-\{z_{k-2}\}$

とする。
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図 3: $d_{k}(1^{\cdot})$

$w,$ $x,y,$ $z\in P$ [こ対して

$z>-x,y$ $x,y>-winP$

.
なる条件が成り立つ時、 $\{w, x,y;\dot{z}\}$ を $P$ 上の diaxnond と言う。

.
$a,b...\in$. $P$

, に対して . $[a, b]\simeq d_{k}$ (y なる ..、 $[a,\cdot b]$ は $P$ の $d_{k}-\acute{1}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{v}\mathrm{a}1$ てあ
$\circ$ .

ると言う。その時、 $b$ は $P$ 上 $d_{k}$-interval の neck で娶ると言い、 $a$ .は $P$ 上

$d_{k}$-interval の tail てあると言う。. 又、 $a$ は $b$ を neck に持つと言い、 $b$ は $a$ を

.ta.il に持つと・言う。 $b\in P$ がある $k$ に対して $P$ 上 $d_{k}$. -interval の neck てある
時、 単に $b$ を. $P$ 上の neck と呼ぶ.

$a,$ $b\in P$ とする。.k\geq 4.{こついて $[a, b]\simeq d_{k}^{-}(1)$ の時 $[a, b]$ を $P$ の $d_{k}^{-}$-interval
と呼ぷ。$w,x,y\in P$ に対して oe, $y>-w$なる時、 $\{w, x,y\}$ を $d_{3}^{-}$-interval と呼ぶ。
$k\geq 3$ について $d_{k}$-intewml から最大元を除いたものは $d_{k}^{-}$-interval てある。

$..k\geq 4,$ $x$ , $y.\in P,$ [.x, $y$] ; $d_{k}^{-}.- \mathrm{i}\mathrm{n}.\mathrm{t}$ erval に対して

$\exists z.\in Ps.t$ . $y<-z,$ $[x,z]$ : $d_{k}$ -interval

時、 $[x, y]$ を complete $d_{k}^{-}$-inter� l と呼ぶ $\mathrm{Q}$ 同様}$.\approx$ $k=3,$ $w$ , $x$. $’ y\in$

$.P,$ {w, $x,\cdot y$} : $d_{3}^{-}$-interval に対して

$\exists z\in Ps.t$ . $\{w, x,y.’ z\}:d_{3}\overline{}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{v}\mathrm{a}1$

の時. $\{w, x, y\}$ を complete $d_{3}^{-}$ -.inter�\sim と呼ぶ $\text{。}$

$d_{k}^{-}.\cdot$ -interval てあるが、
complete $d_{k}^{-}$-interval てないものを incomplete $d_{k}^{-}.-.\mathrm{i}$nterval と呼ぶ 0

$oe.’.y,w$ , $w’$
.

$\in F.,$ $w\neq w’$ とする $0$
$k\geq 4$ に対して

$w-<x,w<x’-$ ,
$[x,y]$ : $d_{k-1}$ -interval,

$[w,y],$ $[.w’,y]$ : $d_{k}^{-}-$interval

.のとき $d_{k}^{-}\cdot-\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}.\mathrm{v}\mathrm{a}1$ [w, $y$] と $[.w’,y]$ は overlap するという。又

$w-<x,\cdot w-<y$,
$w’-<x,$ $w’-<y$ ,

$\{w,\dot{x},y\},$ {w’, �, $y$} : $d_{\dot{3}}^{-}$ -interval

のとき $d_{3}^{-}$-interval{w, $x,$ $y$} と $\{w’, x,y\}$ は overlap するという.
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$P$ が次の争件を満たす時 $P$ を $d_{3}$-complete と呼ぶ。

(1).
$\cdot$

$\mathrm{i}\mathrm{n}\dot{\mathrm{c}}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{p}1\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{e}.d_{3}^{-}$.-interval は存在しな $\Downarrow 1_{\text{。}}$

.
(2) $\{w,.x, y, z.\}:\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}$ ,z:最大元ならば. $|\{v\in P|v-<z\}|=2$

$(3)$
. overlap する $d_{3}^{-}$-interval は存在しない.

$k\geq.4$ に対して、 $P$ が次の条件を満たす時 $P$ を $d_{k}-\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{p}1\mathrm{e}.\mathrm{t}.\mathrm{e}\backslash$ と呼ぶ。

(1) incomplete $d_{k}^{-}.$-intervaJ -は存在しない..
(2)[x, $y$] $:d_{k}$-interval ならば $|\{v\dot{\in}P|v^{-}<y\}|=1$

.
(3) overlap する $d_{k}^{-1}.-\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{v}\mathrm{a}1$ は存在 $\text{し}$

,
な,い。

全ての $k\geq.\bm{3}$ [こ対して $d_{k}$-complete である posit を $\mathrm{d}$-complete $\mathrm{p}$oset
と呼ぶ。

Young図形は $\mathrm{d}-\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{t}\dot{\mathrm{e}}$ poset である $\backslash \grave{\text{。}}$ 又、 後て説明するように Young
図形の hoo.k$\cdot$公式と同様の公式が $\mathrm{d}$-complete poset に対しても成り立つ。
従っ $\text{て}$ d-complet.e poset は Young 図形めある.種の自然な拡張になっている
と言える。

任 g.の $\mathrm{d}$-conplete poset は’$\mathrm{s}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{t}$既約’ な成 $\dot{\text{分}}$の’slant 和., として分解され、
各’slant既約’ 成分は 15種類に分類されることが Proctor によって示された。
従って任意の d-comp!et.e poset は完全に視覚的に把握てきる。以下、その説
明をする。

命題 2.1 d-comp!ete poset の filter は d-c.o$\mathrm{m}$. plete poset てある。

命題 2.2 連結な $\mathrm{d}$.-complete poset には最大元力{存在する。

最大元を持ち.、それ以外の元が必す唯一つの元によって cover される poset
を.rooted tree と呼ぶ, rooted tree は明らかに d-.complet.e poset である

以下 $S$. を一般の $\mathrm{d}$-complete poset とする. $S$ の元 $x$ で $y\geq.x.\Rightarrow y$ は

高々一つの元によって cover されると言う条件を満たすものを $S$ の top tree
element と言う $\epsilon$.

$S$ の top tree $\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{e}$.ment.全体から成る poset を $S$ の top tree
と言う。 $S$ の top tree は明らかに $S$ の filter である。 $S$ の top tree の元て特
に $S$ 上 $O.$) neck になっていないものを $S$ の acycl\’ic $\mathrm{e}$lement と呼ぷ。

命題 2.3 d-.$\cdot$complete poset $S_{1},S_{2}$ ($S_{2}$ は連結) と $S_{1}$ の acyclic element

. $a,$ $S_{2}$ の最大元 $b$ に対して、集合 $S_{0}.=S_{1}\cup S_{2}$ に $S_{1},$ $S$2 のもとの順序関係と
新たな順序関係 $a>b$ によって生成される順序を入れると $\dot{S}_{0}$ も $\mathrm{d}-\dot{\mathrm{c}}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{e}$

poset てある@
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図 4.: $\mathrm{d}$-complete poset とその top tree の例

命題 2.3 によって構成された d-.complete poset $S_{0}$ を $\mathrm{d}$-complete poset $S_{1},$ $S_{2}$

の slant 和と呼ひ $S,\backslash \backslash abS_{2}$ と表す。 $\mathrm{d}$.-complete poset が連結てあり、 2 っ以.
上の $\mathrm{d}$-complete poset の slant和て表せない時 slant既約てあると言う.. 特
に 1 つの点のみから成る集合 (ドットと呼ぶ) は slant 既約 $\mathrm{d}$-completq poset
てある。 ドヅト以外の slant 既約 $\mathrm{d}$-complete poset $\mathrm{i}.\dot{\mathrm{h}}$全て少なくとも一つの
diamond を含む。

命題 2.4 任意の連結 $\mathrm{d}$-complete poset は slant 既約 $\mathrm{d}$-complete poset
$\mathit{0}\mathrm{J}$

. slant和として一意的に表される。

連結 $.\mathrm{d}$-complete poset S.が $\mathrm{s}\mathrm{l}\dot{\mathrm{a}}\mathrm{n}\mathrm{t}$ 既約 d-comple.te poset $S_{1},$ $S_{2},$
$\cdots,$

$S_{l}$ の

mlant 和で表せる時、 $S_{1}|,$ $S_{2_{\rangle}}:\cdot\cdot$

.
, $S_{l}$ を $S$ の sl一既約成分と呼ぷ。

.

定理 2.5 ($\mathrm{s}\mathrm{l}\mathrm{a}.\mathrm{n}$.tffl..約 $\mathrm{d}$-complete poset の分類定 $\text{理}$

. ) $(\mathrm{P}\cdot \mathrm{r}\mathrm{o}.\mathrm{c}.\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r})$

slant 既約 $\mathrm{d}$-complete poset .は 15種類に分類される。‘

15 種.類 $.\sigma \mathrm{J}$ slant既約 $\mathrm{d}$-complete poset の一覧はここでけ与えない。その一
覧は [P2] 及び [0] におい $\vee\dot{\tau}$記載されている。

3. hook
この節以降も特に注意が無ければ S.は一般の .

$\mathrm{d}$-complete poset を表すと
する。 hook とは $S$ の各元に対.応して定まるある条件を満たす $S$ の部分集合
である. Young図形の hook は $\dot{f}\overline{\Delta}$く知られているが $\mathrm{d}$-complete poset への
hook の定義の拡張は Kawanaka[K] により与えられた。本節てはこの hook
の定義を与える。

.
を $S’$ の ($S$ における)outside corner と呼ぶ。 $\mathrm{d}$-complete poset に hook. を
定義するためにいくつかのステップを踏む ( $.\text{図}$ $5-8$ において例示されている)。
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(STEPI) 任意の d.-com.plete poset $S$ に対してその top. tree を $T$ と表す。

$.k:=|T|$ とする.。 $T$ の各元に $1^{\cdot}\sim k$ の値を重複無く割り当てる (どのように割

.り当てても良い) 。この時、 次のよ $.\check{\mathcal{D}}$ にして $S$ の全ての元に対して $1\sim k$ を割

り当てることがてきる。

(1) $S^{/}:=T$

(2-a) $S\backslash S’=\emptyset$ ならアノレゴリズム終了
(2-b) $S\backslash S’\neq.\emptyset$ なら S’の。uts\’ide corner $v$ をーっ取ってぐる。(どのように
取っても良い)
(3) $v$ を tailに持つような $S$

.
上の neck v’が一意.に存在し、 それは S’の元てあ

る。 この v’にラベノレされている値を $v$ [こラベノレする。

$(4).S’\cdot..=S’\cup\{v\}$ とし
$.\vee$

C(2-a).ヘ

ごの対応付けによって $l:Sarrow\{1,2$ , $\cdot$ ..., $k\}$ が定まる。 . $\cdot$

(STEP2)
.
$\{ 1, 2, \cdots k\}$ て添え字付けられた不定元の集合 $A:=\{\alpha_{1},.\alpha_{2}, ’\cdot\cdot, \alpha_{k}\}$

に対して $\mathrm{Z}(A):=$
.
{ $z_{1}\alpha_{1}+\cdots z$k $\alpha_{k}|z_{i}\in \mathrm{Z}(1^{\cdot}\leq i\leq k)$ } として Z-線形空間を

定め、 $\forall i\in$ $\{$ 1, $\cdot$ .. , $k\}$ に対して $\mathrm{Z}(A)$ への $\mathrm{Z}$-線形写像 $s_{i}$ を $\dot{\mathrm{A}}\backslash$の関係 $\dot{\text{式}}$から生

成されるものとして定める。

$s:(\alpha:)=-\alpha_{*}$.
$\mathit{8}:(\alpha_{j})=\alpha_{t}$ 士.$\alpha_{j}$ ($T$ 上て $i$ と $j$ が隣接して $\phi 1$る時)
$s_{i}(\alpha_{j})=\alpha_{j}$ . ( $T$ 上て $i$ と. $j$ が隣接してない時)

$v_{1},$ $v_{2},$ $\cdots.$ , vn.を $S=\{v1,\prime v_{2},$ $\cdots,$ $v$\sim で.vi $>v_{j}\cdot\Rightarrow i<\dot{j}$ なるように取る。.

$i_{k}:=$

.
$l(v_{k})(1.\leq k.\leq n)$ とする。 各 $s_{i_{k}}\#$a $\mathrm{Z}(A)-\llcorner$. の

$\mathrm{Z}$-線形写像である。以

上の準備の下、 $.S$ の hook の定義をす $.\text{る}$

。

$.(\mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{E}\mathrm{P}3)$ ($\mathrm{d}$-complete $\mathrm{p}\mathrm{o}\epsilon \mathrm{e}\mathrm{t}$ における hook の定義)
$\forall v\in S$ に対し $v$ の $S$ 上の hook $H_{S}$ (v) を次のように定義する。 $S$ が明らかな

時は単に H。とも表す。
$(1).H_{S}(v)$

.
$:=\emptyset$

(2) $k$ を $v=v_{k}$ なる $k$ として定める。 (一意 [こ定まる)
(3) $\alpha:=$. $\alpha_{i_{h}}$.

(4) $\alpha_{\dot{n}ew}:=si\text{ゎ}$
$(\alpha)$

$.(5)$ $\alpha_{ne\mathrm{u}J}.\neq\alpha$ なら $Hs(v):=Hs(v)\cup\{v_{k}\}$

(6) $\alpha.--\alpha_{n\mathrm{e}w}$

(7-a) $\mathrm{k}$<n なら k:=k+l.として (4) へ

(7-b) $\mathrm{k}$=n ならアルゴリズム終了

一見この定義が well-defined てあることは自明てはないが実際には well-
defined である。
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例 図 5 の slant 既約 $\mathrm{d}$-complete poset $S$ に対して $.v$ における hook を

求める。 ます、 STEPI により S.に図 6 のように $\{1, 2, \cdots, 6\}$ をラペルする。

STEP2 で与えな条件を満たす座標を図 7 のように与える。 この時、 $H_{S}$ (v) は

STEP3 により

. $s_{2}s_{6}s_{3}s_{2}s_{1}s_{4}s_{3}s_{2}s_{6}s_{5}.s_{4}.s_{3}s_{2}(\alpha_{2})$

を計算することによって求めることができる。
. $\cdot$

1 2. 3 4 5

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$.\vee 62$

$62-234$

$v$ $v$ . $v$ $v$5

$v$ $v$ $v_{9}$

$v$ $v$
.

$v_{12}$

$\dot{v}$
$\dot{v}_{14}$

図 7: STEP2 による $S$ の座標 図 8: $H_{S}(v)$

STEP2 における座標の取り方は沢山あるがどの取り方をしても同じ hook
を導くことに注意。

以下、 hqok に関していくつかの性質を述べる。

命題 3.1
(i) $\sqrt$が $v\text{の}$

. hook に含まれる $\Rightarrow v\geq v’$

(ii) $\forall v\in S$. に対して $v$ 及ひ、 $v$ に cover される元は $v$ の hook に入る。

系 $v$ が $S$ の $\infty \mathrm{r}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}\Leftrightarrow hs(v)=1$

命題 3.2 $S$ の任意の fflter $S’$ 及ひ $v\in S’$ に対して

$H_{S’}(v)=H_{S}(v)\cap S’$

命題 3.3 $v$ が $S$ において nedc.てないなら $H_{S}(.v)=\{v’ \in S\models’\leq v\}$ てあ

る。
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命題 3.2 の結果 $\dot{\text{と}}$合わせて、 次の系 $\mathrm{B}\grave{\grave{[searrow]}}$.得られる。

系 1 $w<vi$. $nS$ . に対して $v$ が $[w, v]$ において neck でないなら $[w, v]\subset$

$H_{S}(v)$ である。

また、 (.本当は少し説明が必要だが) 次の系も得られる。

系 2 $w<vin\cdot\dot{S}$ に対して $v$ と $w$ が $S$ の異なる Slant既約成分 $S_{1},$ $S_{2}$ に属

するなら $S_{2}\subset H_{S}$ (v) てある@

. 従ってとの系により $.\text{、}$ slant既約 $\mathrm{d}$-complete poset の hook が分かつていれ
ば、 直ちに一般の $\mathrm{d}$-complete poset $\text{の}$

.
$\mathrm{h}$.ook:も導くことがてきることが分か

る。

$\ovalbox{\tt\small REJECT}^{1}$

.

$\cdot$

. .. $\cdot$

.

.

$\cdot$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

図 9: 一般の $\mathrm{d}$-complete poset における .hook の例

$\forall v\in S$ に対して $hs(.v):=|Hs$ (v)| を $v$ の $S$ 上の..hook length と呼ぶ $\text{。}$

. $S$

が明らかな時は単に $h_{v}$ とも表す。

命題 3.4 $b\in S$ に対して

(i) $b$ が $S$ 上の ne& でない時、

$h_{b}=|\{v\in S|b\geq v.\}|$

(ii) $b$ が $S$ 上の neck てある時. $[a, b]$ が $d_{k}$-interval となるような. $\dot{a}$ $\in S$ が一

意に存在するが、 この時 $.x,$ $y$ を $[a, b]$ の side とすると次の式が成り立つ。
.
$h_{b}=h$よ +hy-h。
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(ii) は自明ではないが $\text{、}.(\mathrm{i})$ は命題 3.3 により明らか。命題 3.4 により、 任

.意の d-.complete poset に対して、その hook め $\dot{\Psi}_{J}^{J}$を構成しなくても帰納的に

hook length だけを計算することができる。歴史的には d-comp..lete poset t,こ

対しては hook よりも hook length が先 {こ定義された (5 節参 $\#\mathrm{H}_{\backslash }$ ) 。

4 $\mathrm{d}-\mathrm{c}^{\mathrm{J}}.0.$mplete. poset の hook公式
本節において hook公式及び、任意の d-. $\mathrm{c}\dot{\mathrm{o}}\mathrm{m}\mathrm{p}!\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{e}$ poset に対してその標準
盤を等確率生成するアルゴリズ $.\Delta$の説明をし、 等確率性の証明を与 $\check{\lambda}$

.
るた\め

に何を示すぺきかを明らかにする。
以下、 $n:=|S|$ とする。全単$\#$. $\sigma$ : $Sarrow\{1,2, \cdot.., n\}$ が次の条件を満たす

時、 $\sigma$ を. $S$ の標準盤と呼ぶ。

$v$
. $’.v’\in S$.について $v\geq v’\Rightarrow\cdot\sigma(v)\leq\sigma(v’)$

この時、 fs.$\cdot$

を $S$ の標準盤の総数とする。

例

上の図形に対し\mbox{\boldmath $\tau$}標準盤は次のように与 $\check{.}\lambda$ られる。

4 5 3 5 2 5 3 4 2 4$\cdot$

よって $fs=5$ てある。

定理 4.1(hook公式) 任意の $\mathrm{d}$-complete poset $S$ に対して次の式が
成り立つ。

$f_{S}= \frac{n!}{\prod_{v\in S}h_{v}}$ $(n=|S|)$ (.1)

この定理の証明のために hook walk aJgorith.m を定義する。.この $\backslash \text{ア}$ )レゴリ

ズムが $\mathrm{d}$-complete poset の標準盤を等確率で生成するアルゴリズムてあるこ
とが後の定理から分かる。

定義 (hook walk algorit.hm)
(1) $i:=1$

(2) $S$ の任意の元を $\frac{1}{n-i+1}$ の確率て取り出し、’ それを $v_{1}$ と表す。

(.3) $j:=1$

(4-a) $v$j が $S$ の corner なら (5) ヘ
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(4-b) $v_{j}$. が $S$ の corn.er でないなら、 $v_{j+1}$ を Hvj\{vj}.の中から $\frac{1}{h_{v_{j}}-1}$ の確率
で取り出す。 $j:=$

.
$J’+1$ と.しで (4-a) へ

(5) $v_{j}$ に $\dot{n}-i+1$ をラペ)する。 $S:=S\backslash \{v_{j}\}$

(6-a) $S^{\cdot}=\emptyset$ ならアノレゴリ $\ddot{\lambda}\text{ム}$終了
‘

(6-b) $S\neq.\cdot\emptyset$ なら $i:=i\dotplus 1$ と Lて (2) へ

$l$

hook の定義により、 このアルゴリズムは必ず有限試行で停止する。このア
ル.ゴリズ $\Lambda$によって $S$ の一つの標準盤を得る。 $\backslash S$ の任意の標準盤 \sigma .に対して

hook $\dot{\mathrm{w}}\mathrm{a}$lk algorithm によって $\sigma$ が選ばれる確率を $.\dot{P}$robs (\sigma ) て表.す。
上のアルゴリズ $\text{ム}$の $(!).-(5)$ の部分は $S$ の一つの $\infty \mathrm{r}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}$ を選ぶ単独のアルゴ

リズムと見るこ.とがてき \Phi 。 このアノレゴリズムを corner hook $\dot{\mathrm{w}}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{k}$ algorithm
. と呼ぶ 9 $S$ の任意の $\infty \mathrm{r}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}\omega$ に対して corner hook walk algorithm$\cdot$ によっ

て $\omega$ が]$.’\not\leqq$ばれる $\Re$

.
率を $prob_{S}.(\omega)$ と表 $.\text{す}$

。

. 定理 4.2 $S$ の任意の標準盤 \sigma .1こ対して $Prob_{S}$ (\sigma ) は $\sigma$ に依存せす一様に
次の式て与えられる。

$Prob_{S}( \sigma)=.\frac{\prod_{v\in S}h_{v}}{n!}.\cdot$

明らかにこの定理から定理 4.1 が導かれる。従って、定理 4.2 を示すこと

を考える. $S$ の.eorner $\omega$ jこ対し $W.s(\omega)$ を

$Ws(\omega):=\{v\in S|\omega\in Hs(v), v\neq\omega\}$

と定め、. S.が明らかな時は $W_{\omega}$ とも表す。

定理 4..3 $S$ の任意の fflter $S’$ とその任意の corner $\omega$ に対・して茨の式が成
り立つ。

$prob_{S’}( \omega)=.\frac{1}{|S|},\prod_{v\in W_{s};(\mathrm{u}r)}(1+\frac{1}{h_{S’}(v)-1}.)$

$S$ に対して定理 4.3.が成り立つなら定理 4.2 も成り立つことを示すために
ます次の補題を示す。

補題 $4.\cdot\cdot 4$
$.\mathrm{d}$-complete poset $S$ に対して $\omega$ を $S$ の corner とし. $S’=S\backslash \{\omega\}$

と置くと、次の式が成り立つ。

$.. \frac{\prod_{v\in S}h_{S}(v)/n!}{\prod_{v\in S},h_{S’}(v)/(n-1)!}.=\frac{1}{n}\prod_{v\in W_{S}(\omega)}(1+\frac{1}{h_{S}(v)-1})$

証明).
$v\not\in Ws(\omega)\Rightarrow hs’(v)=hs(v)$

$v\in Ws(\omega)\Rightarrow$
.

$hs’(v)=h_{\mathit{8}}(v)-1$

この関係に従って左辺の分子分母を+,ヤンセルすると右辺になる。 口.
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主張 4.5$\cdot$

$S$ に対して定理 4.3 が成り立つなら定理 4.2 も成り立つ。
証明) $S$ の任意の標準盤 \sigma ,を固定して考える。 $\sigma$ によって $i$ がラベルされてい
る $S$ の元を $v_{i}$ と表し. $S_{i}=$ {v1, $v_{2},$ $\cdots,$ $v_{i}$ } とする ($i=1,2$ , $\cdot$ ..:. , n)。 この時
$S_{i}$ は $S$ の filter てあり. $v_{i}$ は $S_{i}$ の corner てある $\text{。}$ hook $\mathrm{w}\mathrm{a}\dot{\mathrm{l}}\mathrm{k}$ algorithin に

より

$Prob_{S}(\sigma)=prob_{S_{n}}(v_{n})\cdot p.rob_{\mathrm{S}_{n-1}}(v_{n-}\mathrm{i})\cdots prob_{S_{1}}.(v_{1})$

.よって定理 4.3 が成り立つ時、 捕 $.\mathfrak{F}$により

$Prob_{S}(\sigma)$ $=$ $\frac{\prod_{v\in S_{n}}h_{S_{n}}(v)/n!}{\prod_{v\in S_{n-1}}h_{S_{n-1}}(v)/(n-1)!}$. $... \frac{\prod_{v\in\dot{S}_{n-1}}h_{S_{n-1}}(v)/(n-1)!}{\prod_{v\in S}\cdot\cdot-2h_{S_{n-2}}\cdot(v)/(n-2)!}\cdots 1$

$=$
$\frac{\prod_{v\in S_{n}}h_{S_{n}}(v)}{n!}$

.

よって定理 4.2 が成り立つ。 口

以 $-\backslash \mathrm{b}\text{よ}$

.
り定理 4.3 を示せば $S$ について hook /A‘.式を示せたことになるが全

ての $\mathrm{d}$-complete $\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}\dot{\mathrm{e}}\mathrm{t}$ に対して hook公式を示したいの.$.e$定理 4.3 を次のよ
うに修正する。

定理 4.3’ .任意の $\mathrm{d}-\infty \mathrm{m}\mathrm{p}$.lete poset $S$ とそめ任童め corner $\omega$ に対して次
の式が成り立つ。

$prob_{S}( \omega).=\frac{1}{n}\prod_{v\in Ws(\mathrm{I}d)}(.1+\frac{11}{h_{S}(v)-1}.)$ . (2)

今まての議論{こよりこれが言えれば全ての $\mathrm{d}$-complete poset に対して hook
公式が言えたことになる $0$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ の (2) を $S$ の $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}.\mathrm{n}$er $\omega$ における corner.. hook
公式と呼ぶ $\text{。}$

.

又は単}’.. $(S, \omega)$ の $\infty \mathrm{r}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}$ hook公式と呼ぶ。

注意 $S$ の任意の corner {こ対して corner hook $.\mathrm{A}$‘式が示せても $S$ の hook
..公式が示せるわけてはない。 $S$ の. hook公式を示すためには $S$ の任意の fflter
$S’$ の任意の corner [こ対して corner hoo..k 公式を示さねばならない。

5 Peterson の定理 :

本節では
.

$\mathrm{d}$-complete poset に対応する概念てある (simply-laced な)Weyl
群の dominant minuscule元を定義し、 $\mathrm{d}$-complete poset の標準槃の総数が
.hook公式て与えられると言う定理と同値な Peterson の定理を紹介する o. $\cdot$本

節ては $\mathrm{d}$-complete poset を. $P$ て表す。

任意の Dynkin 図形 $\Gamma^{\cdot}$ を固定する。 $\Gamma$ に対応する Kac-M.oody Lie環を考
える. .以下. real $\mathrm{r}\circ \mathrm{o}\mathrm{t}$ を単に root と呼ぶ。 root $\alpha$ の height を $h.t(\alpha)$ と表
す。 { $\alpha_{1},$ $\cdots.’\alpha$l} を対応する simple syste.m とし、 $1\leq i\leq l$ で $s_{i}$ を $\alpha_{i}$ に対応
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する simple reflection とする $\text{。}$

$\Phi.$“ を positive root $\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{m}_{\tau}\Phi$

- を negative
root syst.em とし. $w\in.W$ に対して $\Phi(w):=\Phi.\cap w\Phi^{-}$

. $\cdot$

とする. よく知られ

るように $w$ の最短表示め長さ $l(.vj)=|\Phi(w)|$ であり、
$w=s_{i_{\mathit{7}}}s_{i_{n-\mathit{1}}}.\cdots s_{i_{1}}$

(最
.短表示) に対して

.
$\Phi(w)=$ {si、. . . $s_{i_{k+1}}\alpha_{i_{k}}|.1\leq..k\leq n$}

てある。 $\beta_{k}:=$. $s_{i_{n}}3$ ..sik+l\mbox{\boldmath $\alpha$}i.k.とする..
$w=\mathit{8}i_{\mathfrak{n}}s_{i_{n-1}}\cdots s_{i_{1}}\in W$ を最短表示とする $\dot{\mathrm{o}}$ integral $\mathrm{w}\dot{\mathrm{e}}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}\lambda$ に対して

$p=1,2,$ $\cdots\cdot n$ て く $s_{i_{p-1}}..\cdot$ : $\cdot\cdot s_{i_{2}}s_{i_{1}}(\lambda).,$$\alpha_{\dot{l}_{\mathrm{P}}}^{\vee}-.\cdot>=1$

なる $\mathrm{a}\dot{\mathrm{e}}$件が成り立つ時、$\dot{w}$ を.$\lambda-\grave{\mathrm{m}}$inuscu.le と呼ぶ。この時 $\lambda$ に対して $s_{i_{\dot{1}}}.,$ $s$i,, $\cdot$ . .
$\mathit{8}_{i_{\iota}}.\cdot$

の順に作用させていくと

$\lambda \mathfrak{l}arrow\lambda-$

. $\alpha$i, $|arrow\lambda-\alpha i1-\alpha$i$2\vdash+\mathrm{J}\cdot\cdot|arrow$.
$\lambda-\alpha$i$1-\alpha i2-\cdots-\alpha$i,

である。 $w\in W$ があ.る $\lambda$ で $\lambda$-minuscule てある時、 $w$ を minuscule と言.
$\circ$

い.
$\cdot$

特に. $\lambda$ が domin’ant てある時、dominant minuscule という o $w\in W$ [こ

対して $w$ の最短表示は一意的てはない。 $w$ の $\lambda$-minuscule.性は $w$ の最短表示

の仕方に依存する性質に見えるが実は $w=s_{i_{1}}\mathrm{J}$
. .

$\mathit{8}i_{n}=s_{j_{1}}\supset\cdot$ : $s_{j_{\hslash}}$

.
に対して一

方の表示に対して $\lambda$-minuscule ならもう .–方の表示についても $\lambda-.\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{e}$

てある (cf. [St2],Prop.2.y。
以上の準備の下、次の定理を紹介する。

定理 5.1 (Peterson).任意の.dominant minuscule 元 $w\in W$ に対して、

$r(w)$ を.$w$ の最短表示の $\hslash\acute{\mathrm{a}}^{\dot{\iota}}$数とすると次の式が成り立つ。

$r(w)= \frac{l(w)!}{\prod_{\beta\in\Phi(w)}ht(\beta)}$

.

Peterson の定理は 1989年頃.Peterson によって証明されたと言われており、

[St3] において Bl用されている。この定理はProcto.$\mathrm{r}[\mathrm{P}1]$ [P2] と Stembridge[St2]
の\sim 果により、. $\mathrm{d}$-complete poset の hook公式と回値

$\circ$

てあることが言える。

.以下、.それを説明する。
ます. 任意の $\mathrm{d}$-complete poset $P$ に対して対応する simply-laced な dom-

inant minuscule元 $w$ を構成する. $P$ に対して 3 節の hook を構成するアル
ゴリズムの stepl と全く同じ方法て P.にラベルをする (3 節図 6 参照)。次に
step2 と同じ方法て $P$ に座標を付ける (すなわち $P$ の標準盤を任意に一つ取

る)。 この時.$\text{、}$ $v_{k}$ におけるラベノレを $i_{k}$ と表し、
$w=s_{i_{\mathfrak{n}}}\cdot i$

. . $s$ : と Tると w.は次
のような dominant integral weight $\lambda$ に対して $\lambda$-lninusculeてある。 $P$. の top

trae $T$ に対して、その極大元めラベルを $i_{1},$ $\cdot\cdot:-i_{m}$ とする。 この時、 $.T$
. を (順

序関係を無視して)simply laced な Dynkin 図形とみなした時の hndamental
weight $\omega_{i_{1}},$

$\cdots\omega$: に対して $\lambda=\omega_{i_{1}}+\cdots+\omega_{i_{m}}$ と取ればよ 1.1。
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この対応関係について、 step2 の $P$ の座標付けは方法は $P$ の標準盤の総数

$f_{P}$ 通りあるが》 どの座標付けを用いても同じ dominant minuscule 元 $\circ$に対
応し、 しかもそれら全てが $w$ め相異なる最短表示を与え尽くす。従ってこの
$P$ と $w$ に対して $f_{P}=r\zeta$|w) であや。 又、 $|P.|=l(w)=|\Phi(w)|$ てあった。今、
$v_{k}\vdash\neq\beta_{k}(1\leq k.\leq n)$ と対応させる。実はこの時、 $h_{P}(v_{k})=ht(\beta_{k})$ てある。
従って

$\frac{|P|!}{\prod_{v\in P}h_{P}(v)}.=\frac{-l(w)!}{\prod_{\beta\in\Phi(w)}ht(\beta)}$

である。 以上の議論により次の主張が成.り立っ。.

主張 Peterson の定理 $\Rightarrow \mathrm{d}$-complete poset の hook公式
証明.).$.\dot{\mathrm{P}}$eterson の $.\text{定}$.理を仮定する。任意の番 $\dot{\mathrm{c}}$omplete poset $P$ に対して、上
の方法て $P$ に対応する.simply-laced $f$xdominant minuscule.元 $w$. を取る。 こ

の時、 仮定及ひ上の議論により

$f_{P}=r(w)= \frac{l(w\rangle!}{\prod_{\beta\in\Phi(w)}ht(\beta)}.=.\frac{|P|!}{\prod_{\dot{v}\in P}h_{P}(v)}$

.

従って、 hook公式が成り立つ。

次に、 任意の (simply-laced とは限らない)dominant minuscule 元 $w$ に対
して、対応する $\mathrm{d}$-complete poset を構成する。 Stenibridge[St2] に従う. $w=$

$S:_{n}\cdots S$: を最短表示とする. $\dot{P}:=\{v1, v_{2}, \cdots, v_{n}\}$ に対して、 $P$ 上の順序
$\preceq$ を次 $\mathit{0}.\mathrm{J}$ようにして定める。 $v_{\mathrm{p}},$ $v_{q}\in P$ が、 $p$

.
$<q$ かっ ( $s\dot{.}spi,$ $\neq s_{i_{q}}s_{\dot{\iota}_{p}}$又

は $i_{\mathrm{p}}=i_{q}$ ) の時 $v_{p}\succ v_{q}$ とし. その transitive closure として関係 $\preceq$ を定め
ると、 これは順序関係と $:.\text{し}$で well-defined.である (cf.[St2],sec.3); このよう
にして $w$ に対応火て定ま 6poset $(P, \preceq)$ は $\mathrm{d}$-complete poset になる.
この対応関係について、 $w|$ の任意の最短表示に対して $v_{1},$ $v_{2},$ $\cdots$ v一ま $P$ の

一つの標準盤を与える。又、 どの最短表示を用いても同じ $\mathrm{d}$-complete poset
に対応し、 し $\mathrm{B}\mathrm{a}$

.
$\dot{\text{も}}$それら全てが $P$ の相異なる標準盤を与え尽くす。 (それは $\dot{w}$

の’fully-commutative’ 性による。一般に fully, commutative元の任意の最短表
示に対して上と同様にして $/(\ovalbox{\tt\small REJECT}$

. られる poset は常に同.じであり ([Stl]Prop.2..2)、
任意の minusc.$\mathrm{u}\mathrm{l}\dot{\mathrm{e}}$ 元は $\mathrm{f}\mathrm{i}_{\dot{1}}11\mathrm{y}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\dot{\mathrm{v}}\mathrm{e}$ てある ([St2]Prop2.y。) 従ってこ
の $w$ と $\dot{P}$ に対 $.\text{し}$で $r(w)=f_{P}$ てある。 又、. $|P|=l(w)=|\Phi(w)|$ てあった,
今、 $v_{k}\vdash t\beta_{k}$ $(1\leq k\leq. n)$ と対応させる. この時、 simply-laced の場合は先ほ

どと同様に $h_{P}(v_{k})=h\mathrm{t}(\beta_{k})$ てあるが、multiply-laced の場合、 この等式は一
般 [こは成り立たない。 しかし、 multiply-laced の場合の doniinant minuscule
元の分類論 $[\mathrm{S}\mathrm{t}2],.\mathrm{T}\mathrm{h}|$ :4.2 に従って multi set として

$\{h_{P}(v)|v.\in P\}=$ { $ht(\beta)|\beta\in\Phi$(w)}

てあることが容易に分かる。
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$\mathrm{f}\mathrm{f}^{1}1$

$B_{4}$ 型 Weyl 群 $W=<s_{1},$ $s$2, $s_{3},$ $s_{4}>$ が $\alpha_{1}$ を $\mathrm{s}1_{1}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{t}$ root に持つものと

すると $w=s_{1}s_{2}s$1s3s2s1s4s3s2s1 は dominant lninuscule である $0$ この時.

各 hook le。$\mathrm{g}\mathrm{h}$ と height は下図のようになる。

図 10: 対応する hook length と height

従っていすれの場合も

$\frac{|P|!}{\prod_{v\in P}h_{P}(v)}=\frac{l(w)!}{\prod_{\beta\in\Phi(w)}ht(\beta)}$

てある。以上の議論により次の主張が成り立つ。

主張 $\mathrm{d}$-complete poset の hook 公式 $\Rightarrow \mathrm{P}\mathrm{e}$.terson の定理

証明) $\mathrm{d}$-complete poset の hook公式を仮定する。任意の dominant minuscule
元 $w$ に対して、 上の方法て $w$ に対応する $\mathrm{d}$-complete poset $P$ を取る。 この

時、 仮定及ひ上の議論により

$r(w)=f_{P}= \frac{|P|!}{\prod_{v\in P}h_{P}(v)}=\frac{l(w)!}{\prod_{\beta\in\Phi(w)}ht(\beta)}$

従って、 Peterson の定理が成り立つ。
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