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I Introduction

本研究では、販売するまてに 3つの倉庫を経由する在庫管理問題における在庫レベルの推移について調
べる。販売に直結している倉庫ては一定の補充間隔により補充が行われるが、その他の倉庫ては任意の時
刻に補充が可能てある。すべての倉庫で不足を許さないモデルと、販売に直結した倉庫において最後の補
充が終わった後てのみ不足が許されるモデルを扱う。 これらの問題を輸送、在庫保持、品切れに伴う総費
用最小化の基準のもとで数学的に定式化し、計画期間、補充間隔およひ補充時刻に関する最適攻策につい
て言及する。

2 $e\vec{-\Gamma}$) $v$

計画期間長Tにおいて販売するまでに 3つの倉庫 (倉庫 1, 2, 3) を経由する多段階在庫管理問題に
ついて考える。各倉庫ては、期首に製品がいつばいに満たされている状態から出発する。 客に対する供給
は倉庫 3 から満たされる。時刻 $t$での需要率は正の値をとる一般的な連続関数 $f$ (t) て与えられている。倉

庫 3 の低下した在庫レベルは倉庫 2 からの一定の補充間隔 $\overline{T}$毎に最大許容量まで回復される。倉庫 2 は倉
庫 3への一定間隔の補充により在庫レベルが低下し、不足が起こる前により大きな容量をもつ倉庫 1 から
補充される。倉庫 1 は任意の時刻における倉庫 2への補充により在庫レベルが低下する。倉庫 1 ての補充
は期首のみてある。補充におけるリードタイムは 0 とする。

W4, $i=1,2$, $3$ を各倉庫の最大許容量とし、 $W_{1}>>W_{2}>W_{3}$を仮定する。 $m,$ $n$ をそれそれ倉庫 1 から
倉庫 2およひ倉庫 2 から倉庫 3 への固定された補充回数とする。補充は常に在庫レベルがいつばいになる
ようにされる。本稿ては、すべての倉庫て不足を許さない場合と、販売に直結した倉庫 (倉庫 3) におい

て最後の補充が終わった後でのみ不足が許される場合を扱う。 $r_{1}.,i$ =1,2 をそれぞれ倉庫 1 から倉庫 2 と

倉庫 2から倉庫 3への 1 回当たりの輸送費用、 h:を倉庫 $i$ $(i=1,2,3)$ における単位時間単位製品当たりの

在庫保持費用とする。 また $p$を倉庫 3 ての不足に対して負われる単位時間単位製品当たりの品切損失費用
とする。 0\leq hl\leq h2\leq h,を仮定する。 $\{k_{1}, k_{2}, \ldots, k_{m}\}$ を $k_{1}<k_{2}<\ldots<$ kmを満たす任意の 2, 3, $\ldots,n$

の部分列とし、 $\mathrm{x}=$ {$k1,$ $k_{2},$
$\ldots,$

$k$m} とおく。
目的はこの在庫管理において必要とされる輸送、在庫保持、品切れに伴う費用の総和を最小にすること

である。補充におけるリードタイムが 0てあることと仮定 $0\leq h_{1}\leq h_{2}\leq h_{3}$から、倉庫 1 から倉庫 2への

補充は補充間隔て区切られた時刻上のある時点て起こることを簡単に導くことがてきる。よって、 この問
題における決定変数は倉庫 1 から倉庫 2への補充時刻の係数x、補充間隔 $\overline{T}$およぴ計画期間 Tてある。

3 不足を許さないモデル

3.1 定式化

本節ては、不足を許さないモデルにおいて、 3つの各倉庫における在庫レベルの推移およひ期間 $[0, T]$

上での累積在庫量を求めることから始める。
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倉庫 1 は期首に最大許容量 $W_{1}$までいつぱいになるように補充される。 その後、倉庫 1 に保持されてい

る製品は離散的な補充時刻 $k_{j}\overline{T},$ $j$ =1, $\cdot$ .. , $m$ に倉庫 2への補充として消費される。 計画期間 $[0, T]$ にお

ける倉庫 1 への補充は期首の 1 度きりである。 ゆえに時刻 Hこおける倉庫 1 の在庫レベル $I_{1}(t)$ は

$I_{1}(t)=\{$

$W_{1}$ , $0\leq t<k_{1}\overline{T}$

$W_{1}-F((k$. $-1)\overline{T})$ , $k_{1}.\overline{T}\leq t<h_{+1}.\overline{T},$ $i=1,$ $\cdots$ , $m-1$
$W_{1}-F((k_{m}-1)\overline{T})$ , $k_{m}\overline{T}\leq t\leq T$

(1)

で表される。 そこて、

$F(x)=a \int_{0}^{e}f(s)ds$

である。在庫レベルはつねに非負の値をとるのて、制約条件

$F((k_{m}-1)\overline{T})\leq W_{1}$ (2)

を得る。 このとき、期間 $[0, T]$ における倉庫 1 ての累積在庫量 $I_{1}^{+}$は

$I_{1}^{+}$ $=$ $\int_{0}^{k_{1}\overline{T}}W_{1}dt+\sum_{\dot{l}=1}^{m-1}\int_{k.\Phi}^{k_{\dagger 1}\overline{T}}.\cdot.\{W_{1}-F((k:-1)\overline{T})\}dt+\int_{k_{m}T}^{T}\{W_{1}-F((k_{m}-1)\overline{T})\}dt$

$=$ $W_{1}T- \overline{T}.\sum_{1=1}^{m-1}(k:+1-k:)F((k:-1)\overline{T})-(T-k_{m}\overline{T})F((k_{m}-1)\overline{T})$ (3)

である。

倉庫 2 ては、期首に在庫レベルが最大許容量 $W_{2}$に達するまて補充される。 倉庫 2 に保持されてぃる
製品は離散的な補充時刻 $i\overline{T},$ $i$ =1, .. ., $n$ に倉庫 3 への補充として消費される。 また、 離散的な時刻
$k_{\mathrm{j}}\overline{T},$ $j$ =1, . .. , $m$には倉庫 1 からの補充により、在庫レベルは最大許容量の $\vee W_{2}$にまて戻る。 これらの
状況から時刻における倉庫 2 の在庫レベル $I_{2}(t)$ は

$I_{2}(t)=\{$

$W_{2}-F(i\overline{T})$ , $i\overline{T}\leq t<(i+1)\overline{T}$ , $i=\mathrm{C},$ $1,2,$ $\cdots$ , $k_{1}-1$

$W_{2}-$ F((kj-1 $+0\overline{T}$ ) $+$ F((kj-1)$\overline{T}$), $(k_{j}-1+l)\overline{T}\leq t<(k_{j}-\mathrm{T}^{1_{-}}l)\overline{T}$,
$l=1,2,$ $\cdots,$ $k_{j+1}-k_{j}$ , $j=1,$ $\cdots,$ $m-1$

$W_{2}-F(i\overline{T})+F((km-1)\overline{T})$ , $i\overline{T}\leq t<(i+1)\overline{T}$ , $i=k_{m},$ $\cdot\cdot$ . , $n-1$
$W_{2}-$ F(nT) $+$ F((\sim -1)T), $n\overline{T}\leq t\leq T$

(4)

と表される。 在庫レベルの非負制約にょり、制約条件

$F((k_{1}-1)\overline{T})\leq W_{2}$ ,
$F((kj+1-1)\overline{T})-F((k_{\mathrm{j}}-1)\overline{T})\leq W_{2}$, $j=1,$ $\cdots$ , $m-1$ , (5)
$F(n\overline{T})-F((k_{m}-1)\overline{T})\leq W_{2}$

を得る。 このとき、期間 $[0, T]$ における倉庫 2ての累積在庫量 $I_{2}^{+}$は

$I_{2}^{+}$ $=$ $. \cdot\sum_{=0}^{k_{1}-1}\int_{\Phi}^{(\dot{l}+1)T}.\cdot\{W_{2}-F(i\overline{T})\}d$t

$+ \sum_{j=1}^{m-1}\sum_{t=1}^{k_{\dot{g}+1}-k_{\mathrm{j}}}\int_{(k_{j}-1+\mathrm{t})\Phi}^{(k_{\mathrm{j}}+l)\Phi}\{W_{2}-F((k_{\mathrm{j}}-1+l)\overline{T})+F((k_{j}-1)\overline{T})\}dt$

$+. \sum_{1=k_{m}}^{n-1}f\int_{f}^{1\cdot+1)\Phi}.\cdot.\{W_{2}-F(i\overline{T})+F((k_{m}-1)\overline{T})\}dt+\int_{n\Phi}^{T}\{W_{2}-F(n\overline{T})+F((k_{m}-1)T-)\}$癒



$=$ $W_{2}T+ \overline{T}\sum_{j=1}^{m-1}(kj+1-kj)F$. $((kj-1)\overline{T})+(T-k_{m}\overline{T})F((k_{m}-1)\overline{T})$

$- \overline{T}\sum_{\dot{\mathrm{a}}=1}^{n-1}F(i\overline{T})-(T-n\overline{T})F(n\overline{T.})$ (6)

である。
倉庫 3 では、期首に在庫レベルが最大許容量 $W_{3}$に達するまて補充される。倉庫 3 に保持されてぃる製
品は連続的な時刻における需要により消費される。 また、 離散的な時刻 $i\overline{T},$ $i$ =1, .. . , $n$ には倉庫 2 から
補充があり、在庫レベルは最大許容量 $W_{3}$にまで戻る。 これらの状況から時刻における倉庫 3 の在庫レ
ベノレ $I_{3}(t)$ は

$I_{3}(t)=\{$
$W_{3}-F(t)+F(i\overline{T})$ , $i\overline{T}\leq t<(i+1)\overline{T}$, $i=0,1,$ $\cdots,$ $n-1$
$W_{3}-F(t)$ $+F(n\overline{T})$ , $n\overline{T}\leq t\leq T$

(7)

で表される。 在庫レベルの非負制約により、 制約条件

$F((i+1)\overline{T})-F(i\overline{T})\leq W_{3}$ , $i=0,1,$ $\cdots,n-1$
(8)

$F(T)-F(n\overline{T})\leq W_{3}$

を得る。 このとき、 期間 $[0, T]$ における倉庫 3 ての累積在庫量 $I_{3}^{+}$は

$I_{3}^{+}$ $=$ $. \cdot\sum_{=0}^{n-1}\int_{\tau}^{(1+1)T}.\cdot.\{W_{3}-F(t)+F(i\overline{T})\}dt+\int_{n\overline{T}}^{T}\{W_{3}-F(t)+F(n\overline{T})\}dt$

$=$ $W_{3}T+ \overline{T}.\sum_{1=1}^{n-1}F(i\overline{T})+(T-n\overline{T})F(n\overline{T})-TF(T)+\int_{0}^{T}sf(s)ds$ (9)

てある。
次に、 この在庫管理問題における期間 $[0, T]$ での期平均総費用を求める。 $\mathrm{x}$を倉庫 1 から倉庫 2への補充

時刻の係数の列とする。すなわち $\mathrm{x}=\{k1, k_{2}, \ldots, k_{m}\}$ てある。 このとき、期平均総費用 $TC$(x, $\overline{T},$ $T$ ; $m,n$)
は

$TC(\mathrm{x},\overline{T}, T;m,n)$ $=$ $\frac{1}{T}\{r_{1}m+r_{2}n+h_{1}I_{1}^{+}+h_{2}I_{2}^{+}+h_{3}I_{3}^{+}\}$

$=$ $\frac{1}{T}\{$

$+(h$

$+($

$r_{1}m+r_{2}n+T. \cdot\sum_{=1}^{3}h:W_{1}$. $+h_{3} \{\int_{0}^{T}sf(s)ds-TF(T)\}$

2-h1) $\{\overline{T}\sum_{j=1}^{m-1}(k_{j+1}-k_{j})F((k_{j}-1)\overline{T})+(T-k_{m}\overline{T})F((k_{m}-1)\overline{T})\}$

$h_{3}-h_{2}) \{\overline{T}.\sum_{1=1}^{n-1}F(i\overline{T})+(T-n\overline{T})F(n\overline{T})\}\}$ (10)

となる。
よって、 不足を許さないモデルにおける問題は、以下のような $m+n+3$個の制約式をもっ非線形計画
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問題として表される :

$TC( \mathrm{x},\overline{T}, T;m, n)arrow\min$

$s.t$ . $F((k_{m}-1)\overline{T})\leq W_{1}$ ,
$F((k_{1}-1)\overline{T})\leq W_{2}$ ,
$F((k_{j+1}-1)\overline{T})-F((k_{\mathrm{j}}-1)\overline{T})\leq W_{2}$, $j=1,$ $\cdots,$ $m-1$ ,
$F(n\overline{T})-F((k_{m}-1)\overline{T})\leq W_{2}$ ,
$F((i+1)\overline{T})-F(i\overline{T})\leq W_{3}$ , $i=0,1,$ $\cdots,$ $n-1$,
$F(T)-F(n\overline{T})\leq W_{3}$

もし固定された $m,n$ に対して補充政策 $\mathrm{x}$が与えられているならば、 2変数 $\overline{T}$ , Tについての最適化とし

て解くことになる。後て述べるが、Tについての最適解は $\overline{T}$に依存するため、 この解を代入すること [こよ

り 1 変数
-

の問題に帰着てきる。 実際、 累積在庫量 (3), (6), (9) には積分の計算が含まれて $\mathrm{A}\mathrm{a}$るため、 こ

れらの式の値が $\overline{T}$についての 1 次あるいは 2次多項式程度になるのてあれば、 この問題は簡単に解ける。

3.2 倉庫 2ての補充時刻の決定

本節ては、 固定された $n,\overline{T}$ , Tに対して期平均総費用の最小化の下て倉庫 2 への補充時刻の係数 $\mathrm{x}=$

{ $k_{1},$ $k_{2},$
$\ldots,$

$k_{m-1},$ $k$m} を決定するための考察を行う。
$\mathrm{x}^{1}$を補充政策 $\mathrm{x}$の第 $m$番目の戒分のみを $k_{m}^{1}=k_{m}-1$ で置き換えることにより生或される補充政策と

する。すなわち $\mathrm{x}^{1}=\{k1, k_{2}, \ldots, k_{m-1}, k_{m}^{1}\}$ である。補充政策 $\mathrm{x}$および $\mathrm{x}^{1}$により定められる在庫レベル

の推移はともに非負制約を満たしているものとする。 このとき、補充政策 $\mathrm{x}$ を $-\sim\backslash _{t}1$て置き換える、すなわ

ち最後の補充時刻を時間 $\overline{T}$だけ早めると、費用が

$TC(\mathrm{x},\overline{T},T;m,n)-TC(\mathrm{x}^{1},\overline{T},T;m,n)$

$= \frac{1}{T}(h_{2}-h_{1})[(T-\sim\overline{T})\{F((k_{m}-1)\overline{T})-F((k_{m}-2)\overline{T})\}-\overline{T}\{F((k_{m\sim}-\cdot))\overline{T})-F((k_{m-1}-1)\overline{T})\}]$

だけ削減てきることがわかる。同様に、補充政策 $\mathrm{x}$の代わりに補充政策 $\mathrm{x}^{2}=\{’.\sim_{1}^{-,k}2, . . . , k_{m-1}, k_{m}+1\}$

を適用すると、費用

$TC(\mathrm{x},\overline{T},T;m,n)-TC(\mathrm{x}^{2},\overline{T}, T;m, n)$

$= \frac{1}{T}$ $(h_{2}-h1)$ $[\overline{T}\{F((k_{m}-1)\overline{T})-F((k_{m-1}-1)\overline{T})\}-(T-(k_{m}+1)\overline{T})\{F(k_{m}\overline{T})-F((k_{m}-1)\overline{T})\}]$

を削減することができる。
また、 任意の補充政策 $\mathrm{x}=\{k1, k_{2}, \ldots, k_{m}\}$ において第 $j$ $(j=1,2,.\cdot. . ,m-\triangleleft-\cdot.)$番目の戒分のみを $k_{j}^{\#}=$

$k_{j}-1$あるいは $k_{j}^{\#}=k_{j}+1$ により置き換えること [こより生成される補充政策 $\mathrm{x}--\#-\{k_{1},$
$\ldots,$

$k_{j-1},$ $k_{j}^{\#},$ $k_{j+1}$ ,

$\ldots,$
$k_{m}\}$ についても同様の計算を行うと、次の結果が得られる。

補題 1. $\mathrm{x}=\{k1, k_{2}, \ldots, k_{m}\}$ を在庫レベルの推移が非負制約を満たしている任意の補充政策とする。
このとき、総費用を削減するためには、倉庫 1 から倉庫 2への補充において以下のように補充攻策を改良
すべきである。

(i) $(k_{2}-k_{1}-1)F(k_{1}\overline{T})<(k_{2}-k_{1})F((k_{1}-1)\overline{T})$ かつ $k_{1}+1\neq k_{2},$ $W_{2}\geq F(k_{1}\overline{T})$ を満たすならば、

第 1 番目の補充時刻 $k_{1}\overline{T}$を $\overline{T}$だけ遅らせる。

(H) $(k_{2}-k_{1}+1)F((k_{1}-2)\overline{T})<(k_{2}-k_{1})F((k_{1}-1)\overline{T})$ かつ $k_{1}\neq 2,$ $W_{2}\geq F((’k_{2}-1)\overline{T})-F((k_{1}-2)\overline{T})$

を満たすならば、第 1 番目の補充時刻 $k_{1}\overline{T}$を $\overline{T}$だけ早める。

(iii) 任意の $j(j=2, \ldots ,m-1)$ に対して $(k_{j+1}-k_{j}-1)\{F(k_{j}\overline{T})-F((k_{j}-1)\overline{T})\}<F((k_{j}-1)\overline{T})$
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$-F((k_{\mathrm{j}-1}-1)\overline{T})$ かつ $k_{j}+1\neq k_{\mathrm{j}+1},$ $W_{2}\geq F(k_{j}\overline{T})-F((k_{j-1}-1)\overline{T})$ を満たすならば、第 j番
目の補充時刻 $k_{j}\overline{T}$を $\overline{T}$だけ遅らせる。

(iv) 任意の $i$ ($j=2,$ $\ldots,$
$m$ -l) に対して $F((kj-2)\overline{T})-F((kj-1-1)\overline{T})<\backslash kj+1-k\mathrm{j}’)\{F((kj-1)\overline{T})$

$-F((k_{j}-2)\overline{T})\}$ かつ $k_{j}-1\neq \mathrm{b}.-1,$ $W_{2}\geq F((k_{\mathrm{j}+1}-1)\overline{T})-F((k_{\mathrm{j}}-2)\overline{T})$ を満たすならば、
第 j番目の補充時刻 $k_{j}\overline{T}$を $\overline{T}$だけ早める。

(v) $(T-(k_{m}+1)\overline{T})\{F(k_{m}\overline{T})-F((k_{m}-1)\overline{T})\}<\overline{T}\{F((k_{m}-1)\overline{T})-F((t_{\vee m-1}-1)\overline{T})\}$がっ $k_{m}\neq$

$n,$ $W_{1}\geq F(k_{m}\overline{T}),$ $W_{2}\geq F(k_{m}\overline{T})-F((k_{m-1}-1)\overline{T})$ を満たすならば、 第 $m$番目の補充時刻
$\ovalbox{\tt\small REJECT}\overline{T}$を $\overline{T}$だけ遅らせる。

(vi) $\overline{T}\{F((k_{m}-2)\overline{T})-F((k_{m-1}-1)\overline{T})\}<(T-k_{m}\overline{T})\{F((k_{m}-1)\overline{T}-F((^{\backslash }h_{m}.-2)\overline{T})\}$かっ $k_{m-1}\neq$

$k_{m}-1,$ $W_{2}\geq F(n\overline{T})-F((k_{m}-2)T-)$ を満たすならば、第 $m$番目の補充時刻 $\sim\overline{T}$を $\overline{T}$だけ早め
る。

また、補題 1 より次の系が得られる。

系 1. 倉庫 1 から倉庫 2への補充において以下のように補充政策を改良すべきである。
(i) 需要率 $f$ (s) が $s\in[0, k_{1}\overline{T})$ にお $\mathrm{A}^{\mathrm{a}}$て非増カ D関数であり、 $k_{1}-1\geq k_{2}-k_{1}$ かっ $k_{1}+1\neq k_{2},$ $W_{2}\geq$

$F(k_{1}\overline{T})$ を満たすならば、 第 1 番目の補充時刻 $k_{1}\overline{T}$を $\overline{T}$だけ遅らせる。
(ii) 需要率 $f$ (s) が $\mathit{8}\in[0,$ $(k_{1}-1)T$-) において非減少関数てあり、 $k_{1}-1\leq k_{\dot{A}}-k_{1}$ がっ $k_{1}\neq 2,$ $W_{2}\geq$

$F((k_{2}-1)\overline{T})-F((k_{1}-2)\overline{T})$ を満たすならば、第 1 番目の補充時刻 $k_{-}\neg\overline{T}$を $\overline{T}$だけ早める。
(\"ui) 任意の $j(j=2, \ldots ,m-1)$ に対して需要率 $f$ (s) 力 $\dot{\backslash }$

$\epsilon\in[(k\mathrm{j}-1-1)\overline{T},$ $k$^j
$\overline{T}$) において非増加関数

てあり. $k_{j}-k_{\mathrm{j}-1}\geq k_{\mathrm{j}+1}-k_{j}$ かつ $k_{j}+1\neq k_{\mathrm{j}+1},$ $W_{2}\geq F(k_{j}\overline{T})-F((k_{\mathrm{j}-1}-1)\overline{T})$ を満たすな
らば、 第 j番目の補充時刻 $\sim\overline{T}$を $\overline{T}$だけ遅らせる。

(iv) 任意の $j$ ($j=2,$ $\ldots,m$ -l) に対して需要率 $f$ (s) 力]. $s\in[(k_{j-1}-1)\overline{T},$ $(_{\dot{\mathrm{A}}^{\mathfrak{l}}}j-1)\overline{T})$ において非減少
関数てあり、 $k_{j}-k_{\mathrm{j}-1}\leq k_{\mathrm{j}+1}-k_{\mathrm{j}}$ かっ $k_{j}-1\neq k_{j-1},$ $W_{2}\geq F((k_{j+\mathrm{j}}-1)\overline{T})-F((k_{\mathrm{j}}-2)\overline{T})$

を満たすならば、第 j番目の補充時刻 $k_{j}\overline{T}$を $\overline{T}$だけ早める。
(v) 需要率 $f(s)$ 力 $\mathrm{i}$

$s\in[(k_{m-1}-1)\overline{T},$ $k_{m}\overline{T})$ において非増加関数であり、 $T<(2k_{m}-k_{m-1}+1)\overline{T}$ が
つ $k_{m}\neq n,$ $W_{1}\geq F(k_{m}\overline{T}),$ $W_{2}\geq F(k_{m}\overline{T})-F((k_{m-1}-1)\overline{T})$ を満たすならば、第 $m$番目の補充
時刻 $\sim\overline{T}$を $\overline{T}$だけ遅らせる。

(vi) 需要率 $f$ (s) が $s\in[(k_{m-1}-1)\overline{T},$ $(k_{m}-1)\overline{T})$ において非減少関数であり、 $T>(2k_{m}-k_{m-1}-1)\overline{T}$

かつ $k_{m-1}\neq k_{m}-1,$ $W_{2}\geq F(n\overline{T})-F((k_{m}-2)\overline{T})$ を満たすならば、第 $m$番目の補充時刻 $k_{m}\overline{T}$

を $\overline{T}$だけ早める。

補題 1 は、 固定された $m$に対して最適補充政策を得るためには、在庫レベルが非負制約を満たしてぃ
る条件のもとててきる限り低くなる回数を増やすぺきてあることを示してぃる。 特に、補題 1 の $(\mathrm{v}),(\mathrm{v}\mathrm{i})$

は最後の補充時刻以降の在庫レベルの最適なふるまいにつぃて述べてぃる。補題 1 を繰り返し用いること
により改良された解は、初期解の与え方にかなり影響されることがゎかってぃる。

$\mathrm{X}$についての最適化問題は、総費用最小化の基準のもとて、並べられた数列 $\mathrm{x}$を順序を換えすに $m+1$

個の部分列に分ける問題と同じてある。 この問題は $m,n$が小さければ、列挙法にょり最適解を求めるこ
とは十分可能てある。
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3.3 計画期間の決定

本節ては、 固定された $n,\overline{T},\mathrm{x}$に対して期平均総費用の最小化の下で計画期間 Tを決定するための考察

を行う。

$g_{1}(T)$ $=$ $r_{1}m+r_{2}n+(h_{2}-h_{1}) \overline{T}\{^{m-1}\sum_{\mathrm{j}=1}(kj+1-kj)F((kj-1)\overline{T})-k_{m}F((k_{m}-1)\overline{T})\}$

$+$ (h3-h$2$)$\overline{T}\{\sum_{\dot{l}=1}^{f*-1}F(i\overline{T})-nF(n\overline{T})\}+h3$ $\int_{0}^{T}sf(s)ds$ (11)

とおく。 このとき、期平均総費用 $TC$(X, $\overline{T},$ $T$; $m,n$) は

$TC( \mathrm{x},\overline{T},T;m,n)=.\sum_{1=1}^{3}h:W-h_{3}F(T)+(h_{2}-h_{1})F((k_{m}-1)\overline{T})+(h_{3}-f_{\mathrm{i}}2)F(n\overline{T})+\frac{g_{1}(T)}{T}$ (12)

と書き直すことができる。

$g_{1}’(T)=h_{3}Tf(T)>0$ (13)

なので、 $g_{1}(T)$ は Tの増加関数てある。 また、

$,TC( \mathrm{x},\overline{T}, T;m,n)=-\frac{g_{1}(T)}{T^{2}}$ (14)

てある。 これらの議論により、以 Tの結論が得られる。

補題 2. 固定された $n,\overline{T},\mathrm{x}$に対して最適計画期間 $T^{*}$は以 Tのようになる :
(1) $g_{1}(n\overline{T})\geq 0$ あるいは $g_{1}(n\overline{T})<0,$ $g_{1}(t_{0})>0,TC$ (x, $\overline{T},$ $T$ ; $m,n$) $|_{T=nT}\geq TC$(x, $\overline{T},T$ ; $m,$ $n$) $|_{T=t_{0}}$

ならば、T*=t0てある。
(2) $g_{1}(t_{0})\leq 0$ あるいは $g_{1}(n\overline{T})<0,$ $g_{1}(t_{0})>0,TC$ (x, $\overline{T},T$ ; $m,$ $n$) $|_{T=nT}<-,$.$C\infty$(x, $\overline{T},$ $T$; $m,$ $n$) $|_{T=t_{0}}$

ならば、 $T^{*}=n\overline{T}$てある。
ここて、 toは倉庫 3 における在庫レベルが 0 に達する時刻てあり、 (17) で与えられる。

4 不足を許すモデル

本節ては、ます不足を伴う問題についての解析を行う。 さらに (不足を許さないことも含めた) 不足を
許す場合についての考察を行う。

4.1 定式化

ここては、不足を伴う問題について数学的定式化を行う。 3っの倉庫のうち、倉庫 1 およひ倉庫 2 につ
いての在庫レベルの推移は不足を許さないモデルと同等てある。 よって、倉庫 3 における在庫レベルの推
移を調べることから始める。
時刻 \sim こおける倉庫 3 の在庫レベル $I_{3}(t)$ は (7)式て与えられる。時刻 nT-以降に在庫レベルは 0に達し、

計画期間 Tには在庫レベルは負になる。 ゆえに、制約条件として

$F((:+1)\overline{T})-F(i\overline{T})\leq W_{3},$ $i=0,1,$ $\ldots,$ $n-1$
(15)

$F(T)-F(n\overline{T})>W_{3}$
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を得る。 $t_{0}$を倉庫 3 において在庫レベルが 0 に達する時刻とすると、

$F(t\mathrm{o})-F(n\overline{T})=W_{3}$ $(n\overline{T}<t0<T)$ (16)

が成り立つ。 $F(\cdot)$ は増加関数であるのて J正の定数 $a$ に対して $F(T)=a$ を満たすTが唯一存在する。 そ
れを $T=F^{-1}$ (a) て表すと、時亥 I。は

$t_{0}=F^{-1}(W_{3}+F(n\overline{T}))$ (17)

と表せる。期間 [0, to] における倉庫 3 ての累積在庫量 $I_{3}^{+}$は

$I_{3}^{+}$ $=$ $. \cdot\sum_{=0}^{n-1}\int_{1\overline{T}}^{(1+1)T}.\cdot\{W_{3}-F(t)+F(i\overline{T})\}dt+\int_{n\overline{T}}^{t_{\mathrm{O}}}\{W_{3}-F(t)+F(n\overline{T})\}dt$

$=$ $\overline{T}\sum_{i=1}^{n-1}F(i\overline{T})-n\overline{T}F(n\overline{T})+\int_{0}^{t_{0}}sf(s)ds$ (18)

てある。 また、期間 (to, $T$] における倉庫 3 での累積在庫不足量 $I_{3}^{-}$は

$I_{3}^{-}$ $=$ $\int_{t_{0}}^{T}\{F(t)-F(n\overline{T})-W_{3}\}dt$

$=$ $TF(T)-TF(n \overline{T})-\int_{t_{0}}^{T}sf(s)ds-W_{3}T$ (19)

てある。 よって、 この在庫管理問題における期間 $[0, T]$ ての期平均総費用 $TC$(x, $\overline{T},T$ ; $m,n$) は

$TC(\mathrm{x},\overline{T},T;m,n)$ $=$ $\frac{1}{T}\{r_{1}m+r_{2}n+h_{1}I_{1}^{+}+h_{2}I_{2}^{+}+h_{3}I_{3}^{+}+pI_{3}^{-}\}$

$=$ $\frac{1}{T}\{r_{1}m+r_{2}n+(h_{1}W_{1}+h_{2}W_{2}-pW_{3})T$

$+$ (h2-h1) $\{$

$+$ (h3-h2)

$\overline{T}\sum_{j=1}^{m-1}(k_{\mathrm{j}+1}-k_{j})F((k_{j}-1)\overline{T})+(T-k_{m}\overline{T})F((k_{m}-1)\overline{T})\}$

$\overline{T}\sum_{=1}^{n-1}F(i\overline{T})-n\overline{T}F(n\overline{T})\}-$ ($h2$ $+$ p)TF(nl)

$+(h3 +p)$ $\int_{0}^{t_{0}}sf(s)ds+p\{TF(T)-\int_{0}^{T}sf(s)ds_{J}\}_{1}.\mathrm{I}$ $($20$)^{)}$

とオる。
よって、不足を伴うモデルにおける問題は以下のような制約付き非線形計画問題として表される :

$TC$($\mathrm{x},\overline{T}$ , $T;m,$ n)\rightarrow nin

$s.t$. $F((k_{m}-1)\overline{T})\leq W_{1}$ ,
$F((k_{1}-1)\overline{T})\leq W_{2}$ ,
$F((k_{j+1}-1)\overline{T})-F((k_{j}-1)\overline{T})\leq W_{2},$ $j=1,$ $\cdots,m-1$ ,
$F(n\overline{T})-F((k_{m}-1)\overline{T})\leq W_{2}$,
$F((i+1)\overline{T})-F(i\overline{T})\leq W$t, $i=0,1,$ $\cdots,$ $n-1$ ,
$F(T)-F(n\overline{T})>W_{3}$
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4.2 計画期間の決定

本節では、固定された $n,\overline{T},$
$\mathrm{x}$に対して期平均総費用の最小化の下で計画期間 Tを決定するための考察

を行う。

$g_{2}(T)$ $=$ $r_{1}m+r_{2}n+(h_{2}-h_{1}) \overline{T}\{^{m-1}\sum_{j=1}(kj+1-kj)F((kj-1)\overline{T})-k_{m}F((k_{m}-1)\overline{T})\}$

$+(hs-h2) \overline{T}\{.\cdot\sum_{=1}^{n-1}F(i\overline{T})-nF(n\overline{T})\}+(h3 +p)$ $\int_{0}^{t_{0}}sf(\epsilon)ds-p\int_{0}^{T}\epsilon f(s)d\epsilon$ (21)

とおく。 このとき、期平均総費用 $TC(\mathrm{x}, T-,T;m, n)$ は

$TC( \mathrm{x},\overline{T},Tjm,n)=\dot{.}\sum_{=1}^{2}h_{1}.W.\cdot-pW_{3}+pF(T)+(h_{2}-h_{1})F((k_{m}-1)\overline{T})-(h_{2}+p)F(n\overline{T})+\frac{g_{2}(T)}{T}(22)$

と書き直すことがてきる。

$g_{2}’(T)=-$pTf(T) $<$0(23)

なのて、 $g_{2}(T)$ は Tの減少関数である。 また、

$g_{2}(\infty)<0$ , (24)

$\frac{\partial}{\partial T}TC$(x, $\overline{T},T$ ; $m,$ $n$) $=- \frac{g_{2}(T)}{T^{2}}$ (25)

てある。 これらの議論により、以下の結論が得られる。

補題 3. 固定された $n,\overline{T},\mathrm{x}$に対して最適計画期間 $T^{*}$は以 Tのようになる :
(1) $g_{2}(t\mathrm{o})\leq 0$ ならば、 T*=t0てある。
(2) 92(to)>0 ならば、 $T^{*}=T_{**}$てある。

ここて、 $T_{\mathrm{r}\mathrm{r}}\mathfrak{l}\mathrm{h}g_{2}(T)=0$を満たす時刻 Tてある。

$T=t0$における関数 $TC(\mathrm{x}, \overline{T},T;m, n)$の連続性およひ補題 2 、補題 3 により、不足を許すモデルにお
いて次の結論が得られる。

定瑠 1. 与えられた $n,\overline{T},$
$\mathrm{x}$に対して最適計両期間 $T^{\alpha}$は以下のようになる :

(1) $g_{1}(n\overline{T})\geq 0$ あるいは $g_{1}(n\overline{T})<0,g\sim(t\mathrm{o})>0,g_{1}(n\overline{T})>pn\overline{T}\{F(T_{**})-F(n\overline{T})\}-|\backslash h_{3}+p)n\overline{T}W_{3}$

ならば、 $T^{\mathrm{r}}=T_{**}$である。
(2) $g_{1}$ (ち) \leq 0 ある $\mathrm{A}$ ‘は $g_{1}(n\overline{T})<0,g_{1}(t_{0})>0,g_{1}(n\overline{T})\leq pn\overline{T}\{F(T_{l*})-F(n\overline{T})\}-(h_{3}+p)n\overline{T}W_{\theta}$

ならば、 $T^{*}=n\overline{T}$てある。
ここて、 $T_{\iota \mathrm{s}}\mathrm{t}\mathrm{g}g_{2}(T)=0$ を満たす時刻 Tてあり、 t0は (17)式で与えられる。
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