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関孝和の幕乗和について

東京理科大学大学院理学研究科 小出 浩貴 (Hirotaka Koide)
Tokyo Univercity of Science Graduate School of Science

関孝和が残した偉大な業績のひとつに、 幕乗和の公式を発見したことがある。幕乗和は、

$\sum_{x=1}^{k}x^{p}=1^{p}+2^{p}+\cdot..+k^{p}$ (1)

という級数の和で表され、 一般的な公式として、

$(p+1) \sum_{x=1}^{k}xp=b0(\begin{array}{l}p+10\end{array})k^{p+1}+b_{1}(\begin{array}{l}p+11\end{array})k^{p}+\cdots+b_{p}(\begin{array}{ll}p +1 p\end{array})k$ (2)

という形て書き表されている。 ここで $b_{i}$ は今日 Bernoulli数と呼ばれている定数てある。
この理論については、彼の書「括要算法・元巻」 $([4])$ や「大成算纒・巻之五」 $([1])$ に述べ

られている。「大成算脛」 においてこの理論は次のように展開されている。

1. ます、 二項係数を用いて $(k+1)^{p+1}-1$ を計算する。

2. 次に、

$+1=b_{0}(\begin{array}{l}p+10\end{array})+b_{1}$ $+\cdot$ . . $+b_{p}$

という式によって、 $p=1$ から順に係数 $b_{i}$ を求める。 この係数を取数と呼んている。 こ

れは $b_{1}$ の符号を除いて Bernoulli数と一致する。

3. この $b_{i}$ を用いて、

$(p+1) \sum_{x=1}^{k}x^{p}=b_{0}(\begin{array}{l}p+10\end{array})k^{p+1}+b_{1}(\begin{array}{l}p+11\end{array})k^{p}+\cdots+b_{p}(\begin{array}{ll}p +1 p\end{array})k$

と求めることがてきる。

しかし、 どうしてこの式を使えば幕乗和を計算することができるのか、 ということについ

ては全く触れられていない。そこて今回は、 それについての一考察を与える事とする。

ますは、 先行研究について触れてみたい。 この理論については多くの人によって研究され
ているが、 その中て四つ研究について紹介したい。

1. 竹之内脩氏の研究より

竹之内氏は以下のような手法を用いて幕乗和を求めたという研究 ([3]) を発表している。

数理解析研究所講究録 1392巻 2004年 197-208



188

(a) 衰慄より方慄 (幕乗和) の $p$ が 1 から 6 まで構成できる。
ここにある衰燥とは、大成算脛中には以下の説明が与えられている。

「層毎次逐井数者、 日衰燥」 (毎次逐って井数を層ぬるは日く衰燥)

これはつまり、 次のような階乗関数の和を考えている。

$\sum_{x=1}^{k}1=k$

$\sum_{u=1}^{k}(\sum_{x=1}^{k}1)=\frac{1}{2}k(k+1)$

$\sum_{v=1}^{k}(\sum_{u=1}^{v}(\sum_{x=1}^{u}1))=\frac{1}{3!}k(k+1)(k+2)$

(b) これと二項係数表を用いて、 初めのほうの乗数 (いわゆる Bemoulli 数) を決定
する。

(c) この乗数を、 二項係数表を使って関係を明らかにし、 関係式を特定して残りの乗
数 (Bernouffi 数) を決定する。

(d) 項数 (底子) を 3 として検算する。 (これが最初に与えられた問題に当たる)

2. Jacob Bernouffi の $\lceil \mathrm{A}\mathrm{r}\mathrm{s}$ Conjectarldi」 より

これは先行研究ではないのだが、 関と同時代にこの幕乗和の一般式を独自に発見した。

(a) 二項係数表を使って三角数, ピラミッド数等を求める (これは関が言うところの

衰玲にあたる)

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 2 1 0 0 0 0 0 0 0
1 3 3 1 0 0 0 0 0 0
1 4 6 4 1 0 0 0 0 0
1 5 10 10 5 1 0 0 0 0
1 6 15 20 15 6 1 0 0 0
1 7 21 35 35 21 7 1 0 0
1 8 28 56 70 56 28 8 1 0
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

この表の左から 3 列目に現れる数列を三角数、 4列目に現れる数列をピラミッド
数という。

(b) ここで、 三角数について、
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・第 3項までについて
$\frac{0+0+1}{1+1+1}=\frac{1}{3}$

$\circ$ 第 4項までについて
$\frac{0+0+1+3}{3+3+3+3}=\frac{1}{3}$

・第 5項まてについて
$\frac{0+0+1+3+6}{6+6+6+6+6}=\frac{1}{3}$

と考えていく。 ピラミッド数についても

・第 4項まてについて
$\frac{0+0+0+1}{1+1+1+1}=\frac{1}{4}$

・第 5項まてについて
$\frac{0+0+0+1+4}{4+4+4+4+4}=\frac{1}{4}$

他の列についても同じようにして考えていくと、ある一定の比が出てくる。 これ

を利用して三角数. ピラミッド数の級数和を求める。それより幕乗和を計算する。

3. 平山諦氏他 「関孝和全集」 より

$p$次の方燥式を $p+1$ 次の多項式として、 その係数を補間法 (大成算脛では畳乗法と呼

んでおり、方程と累裁という方法が紹介されている) によって求めるとある。

つまり、 例えば $\sum_{x=1}^{k}x^{4}$ を計算するときには、

$\sum_{x=1}^{k}x^{4}=a1k+a2k2+a3k3+a4k4+a5k5$

という 5 次の多項式であるとして、 これが左辺を直接計算で求めた結果、

$(1,1)$ , $(2,17)$ , $(3,98)$ , $(4,354)$ , $(5,979)$

という -’ 点’を通るということより、補間法によって定数係数を決定しているとして
いる。

しかし、 大成算純の燥積法の解説には次のような文章がある。

[畳乗法而起術繁多故別立一般之捷法而解之而已」 (桑乗法櫨り術を起こすは繁多故

に、 別に一般の捷法を立てて之を解くのみ)

ここから推測するに、 この方法は検算程度ては使用した可能性があるが、 この論て幕
乗和を発見・証明したとは思い難い。

4. 加藤平左工門氏の研究 $([5],[6])$ より
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$(k+1)^{p+1}-k^{p+1}=(\begin{array}{ll}p +1 1\end{array})$ $k^{p}+$ $k^{p-1}+\cdots+$ c $+1+1)1$ ,

$k^{p+1}-(k-1)^{p+1}=(\begin{array}{l}p+11\end{array})$ $(k-1)^{p}+(\begin{array}{ll}p +1 2\end{array})$ $(k-1)^{p-1}+\cdots+$ c $+1+1)1$ ,

.$\cdot$.
$2^{p+1}-1^{p+1}=(\begin{array}{l}p+11\end{array})$ $1^{p}+(\begin{array}{l}p+12\end{array})$ $1^{p-1}+\cdots+\{\begin{array}{l}p.+1p+1\end{array}\}1,$

これらの両辺を足し合わせると、

$(k+1)^{p+1}-1^{p+1}=(\begin{array}{l}p+11\end{array})$ $\sum_{x=1}^{k}x^{p}+(^{p}11)\sum_{x=1}^{k}x^{p-1}+\cdot..+(\begin{array}{l}p+1p+1\end{array})$ $\sum_{x=1}^{k}1$

となることより、

$(p+1) \sum_{x=1}^{k}x^{p}=(k+1)^{p+1}-1^{p+1}-$ $\sum_{x=1}^{k}x^{p-}$1- $\cdot$ .. – $\sum_{x=1}^{k}1$ , (3)

これより、 $prightarrow 1$ 次まての結果が分かれば $p$次の幕乗和を計算することがてきる。

この方法が一番自然な求め方のように思えるが、 $p-1$ 次まての幕乗和を代入するに当
たって、 分数式を用いなければならないために、式が繁多となる。又小さい乗数を計
算するにはこの方法て問題がないのだが、一般の場合、二項係数と階乗の関係が知ら
れていなかったことを考えると、 当時いかに天才といわれた関であってもここまで完
全に計算をやり遂けたと考えにくい。

以上の先行研究をもとに、 どのようにして関が幕乗和を発見したかについて推測してみた
い。

最初に述べたように、 関の計算は

$(k+1)^{p+1}-1^{p+1}=(\begin{array}{l}p+10\end{array})$ k針 l+ $k^{p}+\cdots+(\begin{array}{l}p+1p\end{array})k$ (4)

から始まっているのて、 これらを書き下していくと、
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$(k+1)^{p+1}-1^{p+1}=(\begin{array}{ll}p +1 0\end{array})$ k針 l+(p $+11)k^{p}+\cdots+(\begin{array}{l}p+1p\end{array})k$

$(k+1)^{p}-1^{p}=(\begin{array}{l}p0\end{array})k^{p}+(\begin{array}{l}p1\end{array})k^{p-1}+\cdots+$ $k$

.$\cdot$.

$(k+1)^{2}-1^{2}=(\begin{array}{l}20\end{array})$ $k^{2}+(\begin{array}{l}21\end{array})$ $k$

となる。 これらの式を、 (3) 式

$\sum_{x=1}^{k}1=\underline{(k+1)-1}$

2 $\sum_{x=1}^{k}x=\underline{(k+1)^{2}-1}-$ $\sum_{x=1}^{k}1$

.$\cdot$

.

$p \sum_{x=1}^{k}x^{p-1}=\underline{(k+1)^{p}-1}-(\begin{array}{l}p2\end{array})$ $\sum_{x=1}^{k}x^{p-2}-\cdots-(\begin{array}{l}pp\end{array})$ $\sum_{x=1}^{k}1$

$(p+1) \sum_{x=1}^{k}x^{p}=\underline{(k+1)^{p+1}-1}-$ $\sum_{x=1}^{k}x^{p-}$2- $\cdot$ .. – $\sum_{x=1}^{k}1$

の下線部に代入して、 帰納的に考察した結果、関は最後の式は (4) 式の右辺の各項にある
定数をかけた、

$(p+1) \sum_{x=1}^{k}x^{p}=b_{0}(\begin{array}{ll}p +1 0\end{array})k^{p+1}+b_{1}$ $k^{p}+\cdots+b_{p}(\begin{array}{l}p+1p\end{array})k$

という形に書き表せる事に気付いたのてはないかと私は推測する。

そこで、 以下この式がすべての $p$ 並ひに $k$ について正しいことを、 当時の知識だけから立
証てきることを示して、私の推測の根拠にしたい。
ます、 $b0=1$ として $p=0$ の場合は、

$\sum_{x=1}^{k}1=(k+1)-1=k=b0(\begin{array}{l}10\end{array})k$

と考えることにする。次に $p=1$ の場合について
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2 $\sum_{x=1}^{k}x=(k+1)^{2}-1-$ $\sum_{x=1}^{k}1$

$=(\begin{array}{l}20\end{array})$ $k^{2}+(\begin{array}{l}21\end{array})$ $k-$ $b_{0}(\begin{array}{l}10\end{array})k$

$=k^{2}+\{2-$ $b_{0}\}k$

とここまで計算することがてきる。そこで、 先ほどの推測式に $k=1$ を代入した多項式、つ
まり

$p+1=b_{0}(\begin{array}{l}p+10\end{array})$ $+b_{1}(\begin{array}{l}p+11\end{array})+\cdots+b_{p}(\begin{array}{l}p+1p\end{array})$

の $p=1$ の場合を上の式の中括弧の中にあてはめると

2 $\sum_{x=1}^{k}x=k^{2}+2b_{1}k$

$=b_{0}(\begin{array}{l}20\end{array})k^{2}+b_{1}(\begin{array}{l}21\end{array})k$

となり、 すべての $k$ について公式が成り立つことが分かる

ここで $p=2,3$ . $\cdot$ . . の場合も、 先程ててきた $k=1$ の式、

$p+1=b_{0}(\begin{array}{l}p+10\end{array})$ $+b_{1}(\begin{array}{l}p+11\end{array})+\cdots+b_{p}(\begin{array}{l}p+1p\end{array})$ (5)

を用いて $b_{p}$ を求めており、竹之内氏もこの式を定義式として位置づけている。また、Bernoulli
も同様である。 これを $b_{p}$ の定義式と考えていきたい。

関の時代に数学的帰納法があったわけてはない。 また、 bernoulli の帰納法は完全てはない
が、 ここでは、 $k$ の場合に成り立ったとして $k+1$ の場合を考察する。
ますは、 $p=1$ の場合、

2 $\sum_{x=1}^{k}x=b_{0}(\begin{array}{l}20\end{array})k^{2}+b_{1}(\begin{array}{l}21\end{array})k$

が成り立つとして
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2 $\sum_{x=1}^{k+1}x=b_{0}(\begin{array}{l}20\end{array})k^{2}+b_{1}$ $k+\underline{2(k+1)}$

を考えるとき、 この下線部分について次のように考えるとする。

$2(k+1)=2k+2$
$=\underline{1}\cross$ $2k+2$ $\cross 1$

ここて、 先程の定義式 (5) を用いて

$1=(\begin{array}{l}10\end{array})$ $b_{0}$

$2=(\begin{array}{l}20\end{array})$ $b_{0}+(\begin{array}{l}21\end{array})$ $b_{1}$

を下線部に代入し元の式を考えてみる。すると、

2 $\sum_{x=1}^{k+1}x=b0(\begin{array}{l}20\end{array})k^{2}+b_{1}(\begin{array}{l}21\end{array})k+\underline{\{b_{0}(\begin{array}{l}10\end{array})\}\cross 2k+\{}$$b_{0}(\begin{array}{l}20\end{array})+b1$ $(\begin{array}{l}21\end{array})\}\cross 1$

$=b_{0}$ $(k+1)^{2}+b_{1}$ $(k+1)$

とまとめることができ、 $p=1$ の場合については成立する。

$p=2$ の場合も同じように考えることができ、

3 $\sum_{x=1}^{k+1}x^{2}=b0$ $k^{3}+b_{1}(\begin{array}{l}31\end{array})k^{2}+b_{2}(\begin{array}{l}32\end{array})k+\underline{3(k+1)^{2}}$

を考え、 下線部について、

$3(k+1)^{2}=3k^{2}+6k+3$

$=\underline{1}\cross 3k^{2}+\underline{2}\cross 3k+\underline{3}\cross 1$
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と変形して、 先ほどの定義式

$1=(\begin{array}{l}10\end{array})$ $b_{0}$

$2=(\begin{array}{l}20\end{array})$ $b_{0}+(\begin{array}{l}21\end{array})$ $b_{1}$

$3=(\begin{array}{l}30\end{array})$ $b_{0}+(\begin{array}{l}31\end{array})$ $b_{1}+(\begin{array}{l}32\end{array})$ $b_{2}$

を代入し $b_{\dot{l}}$ についてまとめると次のようになる。

3 $\sum_{x=1}^{k+1}=b_{0}(\begin{array}{l}30\end{array})k^{3}+b_{1}(\begin{array}{l}31\end{array})k^{2}+b_{2}(\begin{array}{l}32\end{array})$k十

$\{b_{0}(\begin{array}{l}10\end{array})\}\cross 3k^{2}+\{$ $b_{0}(\begin{array}{l}20\end{array})+b_{1}(\begin{array}{l}21\end{array})\}\mathrm{x}3k+\{$ $b_{0}(\begin{array}{l}30\end{array})+b_{1}(\begin{array}{l}31\end{array})+b_{2}(\begin{array}{l}32\end{array})\}\mathrm{x}1$

$=b_{0}(\begin{array}{l}30\end{array})(k+1)^{3}+b_{1}(\begin{array}{l}31\end{array})(k+1)^{2}+b_{2}(\mathrm{D}(k+1)$

となる。

この考えを用いて、 関は一般の $p$ の場合においても同様の考察を与えたのてはないかと考
える。 つまり、

$(p+1) \sum_{x=1}^{k+1}x^{p}=b_{0}(\begin{array}{l}p+10\end{array})k^{p+1}+b_{1}(^{p}\}\ovalbox{\tt\small REJECT})1k^{p}+\cdots+b_{p}$ $k+(p+1)(k+1)^{p}$

とした上て、

$(p+1)(k+1)^{p}=(p+1)(\begin{array}{l}p0\end{array})k^{p}+(p+1)(\begin{array}{l}p1\end{array})k^{p-1}+\cdots+(p +1)$(D1
$=\underline{1}\cross$ $k^{p}+\underline{2}\cross$ $+\cdot..+\underline{(p+1)}\cross$ 1

と変形することがてきる。 ここて、 現代の数学では組み合わせの理論ては

$(p+1) (\begin{array}{l}\mathrm{p}k\end{array})=(p+1)\frac{p!}{k!(p-k)!}=(k+1)\frac{(p+1)!}{(k+1)!(p-k)!}=(k+1)(\begin{array}{l}p+1k+1\end{array})$

とこの数式の変形を説明することがてきるのだが、関の時代には上記のような表現をするこ
とがてきない。 しかし、 この代わりに二項係数表を使って同様の説明をすることができる。
関はその方法を使ってこの数式の変形に気づいたのてはないかと考えた。その方法とは以下
の通りである。
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1. ます- 各項についてその次の原法を掛ける

18
717
21 6 [$1\backslash -$

-

6
35 15 1 5
$*5$ 20 10 4 1 4
21 15 10 6 3 1 3
7 6 5 4 3 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1... $\cdot$

..
76 543 21

2. 各項を下から順に、 第一級、 第二級、 . . .
、 としたときに各級数て割る。

3. すると、 各項の値が左斜め上の値と同値になる。

8
7
6
5
4
3
2
1

こうすることによって、 二項係数表を用いてこの式の変形をすることがてきる。
そこて変形した式に定義式を代入すると、 現代数学の表記ては、

$(i=1,2,\cdots,p+1)$($b_{0}(\begin{array}{l}i0\end{array})+b1$ $(\begin{array}{l}i1\end{array})+\cdot..+bi-1$ $(\begin{array}{l}ii-1\end{array})$ ) $(\begin{array}{l}p+1i\end{array})k^{p+1-i}$

となり、 これを定数 $b_{l}(l=1,2,\cdot..,p)$ についてまとめると各 $b_{l}$ について

$(\begin{array}{l}p+1l\end{array})(\begin{array}{l}p+1p+1\end{array})1+(\begin{array}{l}pl\end{array})$ $(\begin{array}{l}p+1p\end{array})k+\cdots+(\begin{array}{l}ll\end{array})$ $(\begin{array}{l}p+1l\end{array})k^{p+1-l}$
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となる。 この各項の係数について、更に計算を施すと以下のようにまとめることができる。

$(\begin{array}{ll}p +1 l\end{array})\{$ $1+$ $k+\cdots+$ ( $/)$ $k^{p+1-l}\}$

しかしこの計算についても現代数学の恩恵をうけて表現できたものである。そこで先ほどと
同じように二項係数表を用いてこの式の変形に気づいたのてはないかと考える。

例えば、 $p=4,$ $l$ =1 として二項係数表を用いて考えたい。 ます第一項 $(_{l}^{p+1})(\begin{array}{l}p+1p+1\end{array})$ は次頁

の図の次の所を掛け合わせていることになっている。

1 - 8
7 1 7
21 6 6
35 15 1 5
35 20 10 4 1 4
21 15 6 3 1 3
7 6 5 4 3 2 2
1 1 1 1 1 1 1
7 6 5 4 3 2 1

$\text{次^{、}}\mathit{0}2\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}_{\text{、}}(_{l}^{p})(\begin{array}{l}p+1p\end{array})\text{て^{、}\backslash }t\mathrm{h}_{\text{、}}$

18
717
21 616
35 15 (5 1

–

5
35 20 10 4 1 4
21 15 10 6 3 1 3
7 6 5 4 3 2 1 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1
7 6 5 4 3 2 1

を掛け合わせる。 以上のことを繰り返すと、 末項については

1
71

8
7

21 61 6
35 15 51 5
35 20 10 4
21 15 6
7 6 (5) 4
1 1 1

14
3 1 3
3 2 1 2
1 1 1 1 1

7654 3 2 1
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を掛け合わせることになり、 それらの計算結果はある列の定数倍という形になっている。

8
7
6
5
4
3
2
1

以上により

$(\begin{array}{l}p+1l\end{array})\{$ $1+$ $k+\cdot$ . . $+$
$k^{p+1-l}$ }

$=(\begin{array}{l}p+1l\end{array})$ $(1+k)^{p+1-l}$

とまとめることができるので、元の式は

$(p+1) \sum_{x=1}^{k+1}xp=b_{0}(\begin{array}{l}p+10\end{array})(k+1)^{p+1}+b_{1}(\begin{array}{l}p+11\end{array})(k+1)^{p}+\cdots+b_{p}$ $(k+1)$

となり、 項数 $k$ についても同様に示すことができる。

このように考えることによって、 関孝和は幕乗和について

$(p+1) \sum x^{p}k=b_{0}(\begin{array}{l}p+10\end{array})k^{p+1}+b_{1}(\begin{array}{l}p+11\end{array})k^{\mathrm{P}}+\cdots+b_{\mathrm{P}}(\begin{array}{l}p+1p\end{array})k$

$x=1$

という式を導出し、 整合性を保証したのではないかと考えている。
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